ADVANEGI 
NEED ANALYTICAI 


ya 
期 “ 刘 端 罗勇 著 


，: 诗 : 
球台 工大 学 出 版 村 


. Si 


er” 


高 等 分 析 力 


刘 端 罗勇 者 


梅 凤 羯 


( 京 ) 新 登 字 149 号 
内 容 简介 


本 书 是 系统 全 面 地 论述 分 析 力 学 的 经 典 与 现代 理论 的 一 部 专著 ， 包 括 分 析 力 学 的 
基本 概念 ， 分 析 力 学 的 变 分 原理 ， 分 析 力 学 的 各 种 运动 微分 方程 ， 分 析 力 学 的 基 些 专 
门 向 题 ， 分 析 力 学 方程 的 积分 方法 ,分析 力学 的 张 量 方法 ， 分 析 力 学 的 外 微分 描述 ， 
Harnilton 系统 中 的 的 浪 沌 初步 等 八 章 。 每 章 附 有 一 些 历 中 资料 ， 少 量 习题 和 套 考 六 
坪 。 

本 书 可 作为 高 等 院 校 力学 、 数 学 、 物 理 以 及 工程 专业 高 年 级 大 学 生 和 研究 生 的 教 
材 或 琢 学 傅 考 所， 亦 可 殿 有 关 教 师 、 力 学 工作 者 和 科技 人 员 参 考 。 
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1788 年 伟大 科学 家 J 工 Lagrange 发 表 名 著 4 分 析 力 学 》。 
Lagrange 以 及 后 来 的 Hamilton, Jacobi, Polncaré,，JlaryHOSB 
等 人 的 著作 是 那样 完美 ， 以 致使 众多 聪明 的 后 人 锅 得 再 也 没有 什 
么 本 质 的 东西 可 以 补充 到 有 限 上 自由 度 动力 系统 中 去 了 。 上 一 世纪 
末 出 现 的 经 典 非 完整 系统 分 析 力学 无 疑 是 将 Lagrange 的 成 果 推 
进 了 一 大 步 ， 而 近 20 年 兴起 的 几何 动力 学 《可 称 之 为 近代 分 析 力 
学 ) 使 Lagrange 和 了 amilton 的 理论 更 加 完美 。 

- 分析 力 学 是 经 典 物 理学 的 基石 之 --， 是 近代 物理 学 发 展 的 阶 
榜 。 同 时 ， 分 析 力 学 又 是 许多 数学 理论 的 发 源 地 和 应 用 对 象 。 很 
难 指 出 物理 -数学 科学 的 其 它 领 域 能 够 像 分 析 力 学 这 样 把 抽 象 的 
数学 研究 与 具体 的 物理 内 容 如 此 深刻 地 结合 起 来 。 分 析 力 学 不 仅 
是 自然 和 技术 的 最 复杂 、 多 方面 问题 科学 研究 的 精美 工具 ， 而 且 
运动 规律 的 独特 表达 形式 远 远 超出 了 经 败 力学 的 限制 。 

分 析 力 学 按 各 种 特征 可 分 为 经 典 分 析 力 学 与 近代 分 析 力 学 ， 
Lagrange 力学 与 Hamilton 力学 ， 完 整 系统 力学 与 非 完 整 系统 
力学 ， 一 阶 系 统 力学 与 高 阶 系统 力学 ， 等 等 。 本 书写 作 的 方法 是 
兼容 以 上 各 种 划分 ， 统 一 起 来 论述 。 全 书 共 分 八 章 。 第 一 章 是 分 
析 力 学 的 蔡 本 概念 ， 除 讲述 到 通常 的 约束 ， 广 义 坐 标 ， 虚 位 移 ， 
理想 约束 等 基本 概念 外 ， 还 涉及 到 准 坐 标 、 准 速度 、 准 加 速度 以 
及 微分 运算 与 变 分 运算 的 交换 关系 等 近代 概念 的 研究 ， 最 后 给 出 
国内 外 分 析 力 学 名 著 及 分 析 力 学 大 事 年 表 等 资料 。 第 二 章 是 分 析 
力学 的 变 分 原理 ， 包 括 经 典 微分 变 分 原理 与 积分 变 分 原理 ， 以 及 
一 些 新 型 的 积分 变 分 原理 。 第 三 章 是 分 析 力 学 的 各 种 运动 微分 方 
程 ， 包 括 Euler-Lagrange 体系 的 方程 ，Nielsen 体系 的 方程 ， 
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Appell 体系 的 方程 ， 混 合 型 方程 以 及 正则 方程 ， 其 中 有 完整 系 
统 和 非 完 整 系统 的 方程 ， 一 阶 系统 和 高 阶 系统 的 方程 ,Lagrange 
力学 的 方程 和 了 amilton 力学 的 方程 等 。 第 四 章 是 分 析 力 学 的 某 
些 专 门 问 题 ， 包 括 运 动 稳定 性 和 小 振动 ， 别 体 定 点 转动 问题 ， 相 
对 运动 动力 学 ， 可 控 力 学 系统 ， 打 击 运 动 ， 变 质量 问题 ， 机 电 系 
统 的 方程 ， 事 个 空间 中 的 方程 以 及 分 析 动 力学 的 逆 问 题 等 九 个 彼 
此 独立 的 专题 。 第 五 章 是 分 析 力 学 的 积分 方法 ， 包 括 利 用 循环 积 
分 和 能 量 积 分 的 降 阶 方法 ，Poisson 定理 ， 正 州 变换 ,Hamilton- 
Jacobi 方 法 ， 场 方法 ，Noether 定理 ， 积 分 不 变量 等 ， 这 些 积分 
方法 概括 了 Lagrange 力学 与 Hamilton 力学 ， 完 整 力学 与 非 完 
整 力学 的 各 种 积分 手段 。 第 六 章 是 分 析 力 学 的 张 量 方法 ， 包 括 张 
量 分 析 初 步 以 及 完整 、 非 完整 系统 方程 的 张 量 表 达 。 第 七 章 是 分 
析 力 学 的 外 微分 描述 ， 包 括 流 形 ， 外 微分 等 近代 几何 概念 ， 完 整 
与 非 完 整 系统 的 几何 描述 。 第 八 章 涉 及 Hamilton 系统 中 的 混 
沌 ， 主 要 及 AM 定理 等 近代 与 分 析 力学 相关 的 非 线性 力学 成 
果 。 

本 书 由 梅 凤 翔 (第 一 章 至 第 四 章 )、 刘 端 ( 第 五 章 . 第 八 章 )、 
罗勇 (第 六 章 、 第 七 章 ) 著述 。 本 书 可 作为 大 学 生 、 研 究 生 较 高 
层次 的 分 析 力 学 教材 ， 可 按 需 要 选取 有 关 章 节 讲 授 60 一 80 学 时 。 

本 书 在 成 书 过 程 中 得 到 北京 理工 大 学 李 向 平 教授 、 褚 亦 清 教 
授 、 郑 饭 寻 副教授 和 分 析 力 学 教研 室 同 志 们 的 关心 和 支持 。 作 者 
的 老师 、 北京 大 学 陈 演 教 授 ， 北 京 理工 大 学 刘 柱 林 副 教授 、 史 荣 
昌 副 教授 在 百 忙 中 审阅 了 书稿 并 提出 宝贵 意见 。 作 者 对 他 们 一 并 
表示 衷心 地 感谢 。 限 于 作者 水 平 ， 书 中 难免 有 朴 漏 ， 敬 请 读者 指 
正 。 
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第 一 章 “ 分 析 力 学 的 基本 概念 


分 析 力学 的 基本 原理 与 基本 运动 微分 方程 都 起 源 王 某 些 基本 
概念 ， 如 约束 、 虚 位 移 等 。 在 这 一 章 里 .我 们 介绍 约 东 、 广 义举 
标 、 准 坐标 、 虚 位 移 、 理 想 约 束 、 交 换 关系 等 基本 概念 及 其 近代 
发 展 ， 最 后 给 出 一 些 历史 资料 。 


$1.1 约束 及 其 分 类 


本 节 讨 论 约束 、 约 束 方程 .约束 的 分 类 、 微 分 约束 的 可 积 性 
定理 以 及 约束 概念 的 近代 推广 等 问题 。 


1.1.1i 约束 


研究 质点 系 相对 某 个 惯性 坐标 系 的 运动 。 

定义 1 在 系统 点 的 位 置 和 速度 上 ， 事 先 加 上 一 些 几何 的 或 
者 运动 学 特性 的 限制 ， 我 们 把 这 些 限制 称 为 约束 。 

例如 ， 火 车 被 限制 在 铁轨 上 运动 ， 铁 轨 是 火车 的 约束 。 刚 体 
内 任意 两 点 闻 的 距离 保持 不 变 的 条 件 是 约束 。 这 些 约束 是 加 在 点 
的 位 置 上 的 几何 限制 。 冰 刀 运 动 的 速度 只 能 沿 冰 刀 平 面 与 水 面 的 
交 线 上 ， 这 个 约束 是 加 在 点 的 速度 上 的 运动 学 限制 。 注 意 ， 约 束 
是 事先 加 上 的 限制 ， 因 此 ， 当 系统 运动 时 ， 不 论 作 用 于 其 上 的 力 
和 运动 初始 条 件 如 何 ， 这 些 限制 都 必须 得 到 满足 。 

受到 约束 的 系统 称 为 非 自由 系统 。 反 之 ， 不 受 约束 的 系统 称 
为 自由 系统 。 自 由 系统 在 主动 力作 用 下 可 能 在 空间 中 任意 运动 。 
在 同样 主动 力作 用 下 ， 非 自由 系统 与 自由 系统 相 比 较 ， 加 在 系统 
的 点 上 的 约束 在 某 种 程度 上 限制 了 系统 的 可 能 运动 。 


i -pe er : ro re i -i -二 i 昌 FL i +r- th mt he -~ 1 Le 


1i.1.2 约束 方程 


一 般 的 约束 条 件 都 可 用 约束 方程 或 约束 不 等 式 来 表达 。 这 就 
需要 根据 已 给 条 件 ， 利 用 几何 学 和 运动 学 知识 来 写 出 具体 的 数学 
表达 式 。 

例 1 两 个 质 避 在 半径 为 RR 的 固定 球面 上 运动 ， 且 两 点 间距 
离 /保持 不 变 。 

以 固定 球面 中 心 为 原点 ， 取 一 固定 直角 坐标 系 。 设 两 质点 在 
此 举 诛 系 中 的 坐标 分 别 为 《Xi, Y1 21) 和 《Xz，Y%2，22)， 十 是 
点 则 路 离 为 常 值 ! 的 条 件 可 表 为 

(%2 一 和 和 十 (9 一 Yi 十 (3 一 2 一 大 0 (1.1.1) 
而 两 避 在 半径 为 民 的 国定 球面 上 的 条 件 分 别 为 
X3 十 Yz 十 2 一 尽 2=0 (1.1.2) 
% 十 7 十 和 一 玉 2 一 0 (1.1.3) 
约束 方程 (1.1.1)、(1.1.2) 和 (1.1.3) 就 是 加 在 次 系统 
的 点 的 位 置 上 上 的 几何 限制 。 

例 2 两 个 质点 用 变 长 度 7 = f(2) 的 杆 相 联结 ， 其 中 1 为 
时 间 ， 了 为 至 的 国 数 。 

设 两 质点 在 空间 某 固定 直角 坐标 系 中 的 坐标 为 CX1, yb 21) 
和 (Xz, VY2, Z2), 则 约束 方程 为 

(Xa— Xi) (Ym y+ (2 m2 (=0 (1.1.4) | 

例 3 在 平 呈 上 运动 的 两 个 质点 用 不 变 长 /的 杆 相 联结 ， 并 
且 村 中 点 的 速度 座 杆 方向 。 

设 两 个 质点 的 坐标 分 别 为 《Xxi, yi) 和 〈2，yz)， 则 两 后 加 
距离 为 7 的 条 件 表 为 

(Xa— X10) + (YY) Lo=0 (1.1.5) 
而 杜 中 点 建 度 褒 杆 方 同 的 条 件 可 表 为 
Xi 十 %a y， 十 多 2 


一 一 -一 一 一 - (1.1.6) 
和 2 一 区 1! 2 一 人 1 


~ 2 “ 


约束 方程 〈1.1.5) 是 对 点 的 位 置 的 几何 限制 ， 而 约束 方程 
(1.1.6) 则 是 对 点 的 速度 的 运动 学 限制 。 | 


1.1.3 约束 的 分 类 


当 应 用 基本 原理 推 寻 系统 运动 微分 方程 时 ， 约 束 本 身 的 性 质 
有 极 大 影响 。 不 仅 系 统 运 动 的 形式 ， 而 且 为 研究 运动 所 选取 的 方 
法 部 依赖 于 约束 的 性 质 。 因 上 此， 必须 研究 和 区 分 约束 的 类 型 。 可 
以 按照 各 种 特征 将 约束 分 类 ， 例 如 ， 分 为 完整 的 与 非 完 整 的 ， 定 
前 的 与 非 定 常 的 ， 单 面 的 与 双 面 的 ， 理 想 的 与 非 理想 的 ， 等 等 。 

1， 完整 约束 与 非 完整 约束 

研究 由 入 个 质点 组 成 的 力学 系统 ， 点 的 直 角 坐 标 为 %i, i， 
2;， 速 译 为 Yi Yi, 2 (2 一 1 ,和 N)。 

定义 2 用 点 的 直角 坐标 x;, yi, z: 和 时 间 # 的 有 限 方程 ( 非 
微分 方程 表示 的 约束 ， 称 为 几何 约束 。 

例如 ， 约 东 〈1.1.1) 一 (1.1.5) 都 是 几何 约束 。 几 何 约束 的 
一 般 形 式 可 表 为 

Fl Xs, Vi Zi, 1) =0， 
(ZZ=1, 0, ad 一 1 *%, d<3N) (1.1.7) 
当 存 在 约束 〈1.1.7) 时 ， 系 统 不 能 在 每 一 时 刻 在 空间 取 任 意 位 
和 下， 几何 约束 是 在 时 刻 二 加 在 系统 可 能 位 置 上 的 限制 。 

定义 3 用 点 的 直角 坐标 Xi, yi, zi:， 速 度 %;, 7 1,2; 和 时间 
t 表示 的 约束 称 为 微分 约束 。 

人 例如， 约束 (1.1.6〉 是 微分 约束 。 微 分 约束 的 一 般 形 式 为 

Fae(Xi, Yis Zi Ni, Vi, Zi, £1)=0, 
(B=1, %, gEINS t=1, V) (1.1.8) 
约束 〈1.1.8) 是 加 在 系统 中 点 的 速度 上 的 限制 。 

定义 4 几何 约束 和 可 积分 的 微分 约束 称 为 完整 约束 。 

定义 5 “不 可 积分 的 微分 约束 称 为 非 完整 约束 ， 

定义 6 带 有 非 完 整 约 束 的 力学 系统 称 为 非 完整 系统 。 


一 3 一 


加 尖 上 人， cas 洒 4 和 拓 和 


微分 约束 是 关于 坐标 的 微分 方程 。 关 于 可 积 性 与 不 可 积 性 的 
概念 有 两 种 不 同 的 涵义 ，(1》 找 到 在 其 变化 的 定义 域 中 点 的 坐标 
之 间 的 有 限 方程 ， 使 之 等 价 于 给 定 的 微分 方程 ，(2〉 找 到 作为 时 
间 函 数 的 坐标 Xi 二 Xi(),， yj; 二 yi( 引 ,zi 二 zi()， 使 之 满足 用 微分 
方程 表示 的 给 定 的 非 完整 约束 。 非 完整 约束 在 第 一 种 涵义 中 是 不 
可 积 的 ， 在 第 二 种 涵义 中 是 可 积 的 452。 本 书 采用 第 一 种 普 义 。 例 
如 ， 约 束 : 

XX 十 YY 十 22 二 0 (1.1.9) 
是 完整 的 ， 因 为 由 此 可 得 到 方程 + 十 ?二 ce。， 即 表示 坐标 之 
间 不 独立 性 的 有 限 关 系 。 这 个 完整 约束 表明 ， 点 的 轨道 应 在 球面 
上 。 非 完整 约束 的 不 可 积 性 是 指 不 能 找到 坐标 妆 的 有 限 方程 使 之 
等 价 于 给 定 非 完 整 约束 的 微分 方程 。 非 完整 约束 在 这 种 涵义 下 是 
不 可 积 的 ， 但 同时 可 以 找到 满足 非 完整 方程 的 点 的 轨道 。 例 如 ， 
约束 


一 2 一 0 (1.1.10) 
是 非 完 整 的 ， 因 为 不 能 由 式 〈1.1.10) 得 到 关系 
f(x, y, 2)=6 (1.1.11) 
但 可 指出 满足 给 定 条 件 的 点 的 轨道 ， 例 如 
x=12, v=1:, 2= 2 下 (1.1.12) 


实际 上 上， 这些 国 数 使 方程 (1.1.10) 成 为 恒等式 , 即 运动 (1.1.12) 
满足 约束 (1.1.10)。 但 是 ， 不 能 在 位 形 空 间 里 指出 一 个 确定 的 
曲面 ， 使 满足 约束 (1.1.10〉 的 所 有 轨道 在 此 曲面 上 ， 

定义 7 在 不 可 积 的 微分 约束 (1.1.8) 中 ， 如 Fe 对;， 
yi 2 是 线性 的 ， 则 称 为 线性 非 完 整 约束 ， 否 则 称 为 非 线 性 非 完 
吏 约 束 。 

线性 非 完 整 约束 的 一 般 形式 为 


N 
> (ApiX; 十 Bpiy: 十 C gi21i) 十 Dg 一 0， 
:=1 


(b=1,", g) (1.1.13) 


Mm -an 


其 中 系数 4p;, B ,, Co; 和 Ds 是 是 坐标 和 时 间 的 辫 数 。 在 Ds 二 0 
的 特殊 情况 下 ， 约 束 1.1.13) 称 为 线性 齐 次 非 完整 约束 。 约 束 
(1.1.6) 和 (1.1.10) 都 是 线性 齐 次 非 完 整 约束 。 


韭 线性 非 完整 约束 的 著名 例子 是 APpPpell- -Hamel 椅 村 轮 ， 
其 约束 方程 为 


7 (1.1.14) 


其 中 a, 5 为 常数 。 约 束 (1.,1.14) 是 非 线性 齐 次 非 完整 约 束 。 
非 完 整 约束 的 其 它 例 子 参见 文献 [2]。 

具有 完整 约束 的 系统 与 具有 非 完整 约束 的 系统 ， 在 运动 性 质 
上 和 研究 方法 上 都 有 着 本 质 的 差别 。 研 究 非 完整 系统 要 比 研究 
整 系统 复杂 得 多 ， 困 难得 多 。 

2， 定常 约束 与 非 定常 约束 

约束 可 分 为 依赖 于 时 间 的 约束 和 不 依赖 于 时 间 的 约束 。 

定义 8 如 果 时 间 上 不 明显 地 出 现 于 约束 方程 中 ， 则 称 为 定 
常 约束 ， 否则 称 为 非 定 常 约束 。 

定常 的 完整 约束 可 表示 点 处 在 不 随时 间 而 变形 且 不 随时 间 而 
移动 的 固定 曲面 上 。 例 如 ， 定 常 约束 

各 + 让 + 和 一 1 (1.1.15) 

表示 点 在 半 轴 长 为 a, b,c 的 固定 椭 球 面 上 。 非 定 常 的 完 整 约束 
可 表示 点 或 者 保持 在 随时 间 变 形 的 曲面 上 ， 或 者 保持 在 随时 间 移 
动 的 曲面 上 。 例 如 ， 非 定常 约束 


表示 点 在 运动 过 程 中 保持 在 椭 球 面 上 ， 但 此 椭 球 的 一 个 半 轴 不 断 
改变 其 量 值 ， 亦 即 点 处 在 随时 间 而 变形 的 椭 球 面 上 。 又 如 ， 非 定 
常 约束 
(和 一 81 十 十 2 一 民 : (1.1.17) 
一 -一 六 一 一 


， 二 nr .Hi Hr - . 


表示 点 在 半径 为 民 的 球面 上 ， 但 此 球面 的 球 心 以 5 单位 的 速度 治 
x 轴 移 动 。 

约束 (1.1.6)、(1.1.10) 和 (1.1.14) 都 是 定常 的 非 关 整 

关于 非 定 篆 系 统 的 更 一 般 的 几何 解释 ， 可 在 非 定 笛 几何 学 和 
非 定常 非 完整 几 何 学 中 查 到 37。 

具有 定 稼 约束 的 系统 与 具有 非 定 背 约 束 的 系统 ， 在 运动 性质 
“上 和 研究 方 兴 上 都 有 着 本 质 的 差别 。 研 究 非 定常 系统 要 比 研究 定 
节 系 统 复杂 得 多 。 

3。 单 面 约 束 与 双 面 约束 

约束 可 分 为 用 等 号 表示 的 约束 和 用 不 等 号 表示 的 约束 。 

定义 9 用 方程 (严格 的 符号) 表示 的 约束 ， 称 为 双 面 约束 
(也 叫 国 执 约 束 )。 用 不 等 号 表示 的 约束 ， 称 为 单 面 约束 (也 册 
韭 固执 约束 )。 

约束 


/ MX2 十 y+22=R (1.1.18) 
是 双 面 的 、 定 常 的 完整 约束 ， 它 表示 点 在 每 一 时 刻 都 在 半径 为 玉 
的 球面 上 ， 释 不 能 跑 到 球面 的 外 部 ， 也 不 能 跑 到 球面 的 内 部 。 点 
好 像 处 于 两 个 无 限 接近 的 球面 之 间 ， 在 典 个 方面 部 受到 限制 。 
约束 (1.,1.6)、(1.1.10) 和 (1.1.14〉 是 双 面 的 定常 的 非 
完整 约束 。 约 束 
xX + 二 +2 人 (1.1.19) 
是 单 面 的 定常 的 完整 约束 ， 它 表示 点 或 者 处 于 半 径 为 RR 的 球面 
二 ， 臻 者 癌 球 面 的 内 部 移动 、 但 不 能 跑 到 球面 的 外 部 。 即 ， 在 一 
个 方面 受到 限制 。 
半径 为 4 的 球 沿 固定 水 平面 滚动 ， 接 触 点 的 少 动 仅 在 % 轴 正 
问 上 妈 生 '`…。 这 是 一 个 单 面 的 定常 的 非 完 整 约束 ， 可 表 为 
X 一 4COsiny ~— Psin0cosy ) >0 (1,1.20) 
其 中 x%* 为 球 心 的 一 个 坐标 ，%, 0, 9 为 Euler 角 。 
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研究 单 面 约束 系统 要 比 研 究 双 面 约束 系统 复杂 


得 多 ， 困 难得 
多 。 本 书 仅 研 究 双 面 约束 系统 ， 对 单 面 约束 系统 的 动力 学 研究 忆 可 
参见 文献 [5]。 


4， 被 动 约 束 与 主动 约束 

按 约束 的 实现 可 分 为 被 动 约束 与 主动 约束 。 被 动 约束 是 靠 接 
触 或 摩 揽 被 动 地 实现 的 。 主 动 约束 是 靠 辅 助 能 源 主动 地 实现 的 ， 
如 伺服 约束 。 

1.1.4 微分 约束 的 可 积 性 定理 

一 个 微分 约束 是 否 可 积分 为 有 限 形式 ， 这 


是 个 重要 问题 。 如 
果 可 积 ， 就 是 完整 约束 ， 否 则 ， 就 是 非 完 整 约束 。 
首先 ， 研究 形 如 


(Xx, VY, ZX+ BX, y, 2)y+CCX, y,2)2=0 (1.1.21) 
的 约束 ， 它 可 写成 微分 形式 


A(x, y, 2)dx4+ BX, y, 2)dy +C(X, y, 2)dz=0 (1.1.22)》 
取 微 分 1 ~ 形式 。 


= A(xX, y, 2 dx+ B(x, y, 2)dy+C(x, y, 2) dz 
(1.1.23) 
命题 1 约束 %。==0 可 积 的 充 要 条 件 是 
doAo 一 0 (1.1.24) 
其 中 do 为 。 的 外 微分 ，A 为 外 积 或 栅 积 。 
据 外 微分 运算 "“”， 我 们 有 


do=dAAdx + dBAdy + dChds 


_/6B 864 6C AB\ 
=( DX Oy Jaxhay +( Yy 


9y oz Jdyhdz 
有 
doho= | (Ge -Be )arhdy 十 (2 -jdyhdz 


a4 OC 
+ (5 -gx dzhdx ih (Adx + Bdy+Cdz) 


、02 
| 6C -+ ed 6C 
人 DY 02 . 0z OX ) 
0B 94\ 
+ C (oe -yy ) Jaxhdyhds 


因此 ， 命 题 1 的 充 要 条 件 可 写成 


4 条) 


OYy O02 6z ~ Ox Ox Oy 


=0 (1,.1.25) 


四 


推论 1 如 果 满 足 条 件 
8B 6C 6C 04 64 6B 


D2 -一 Gy ， 二 3 By Ox (1.1.26) 
则 约束 (1.1.22) 是 可 积 的 ， 
推论 2 如果 满足 条 件 
04_ 0B_ 
2 = 0， 3 一 0， C=0 (1.1.27) 


则 约束 (1.1.22) 是 可 积 的 。 

实际 上 ， 命 题 1 中 的 变 元 *, y, 3 也 可 改 为 x, y, 三 或 加 2,1 
等 。 

例 4 一 质点 治平 面 运动 ， 所 受 约 柬 为 

y= 二 / (1.1.28) 

试 证 约束 (1.1.28)〉 是 不 可 积 的 。 

[证 明 ] 令 。o=tdx 一 dy， 则 de 二 diAdx， 而 

doAw= ~ditAdxAdyA0 | 

其 次 ， 今 £1 二 Xl， = yi 3=219 “2., E3n -2 = XN §3N-1= 

YN， Esn 二 Zw， 醋 究 形 如 


3N 
2 Ai(é;)é:=0, (7=1，…，3N) (1.1.29) 


:二 1 


的 约束 ， 它 可 写成 微分 形式 


31y 
> Aidé;= 0 (1.1.30) 
:=1 
取 微 分 1 ~ 形式 
= Adé; : (1.1.31) 


:二 1 


命题 2 约束 (1.1.30) 可 积 的 充 要 条 件 是 
dwAw=0 (1.1.32) 


据 外 微分 运算 ， 我 们 有 


i 0A:; 
dw 一 2, 5 0é; dé;Adé:; 


:=1 :=1 
于 是 
a ef , /04; 04， 
Oho > 2 [4 ( GOé; 6€; ) 
k=1 1=1 =] : 
,22 A;\ |, (0A 34 ) 


而 条 件 (1.1.32) 可 写成 
04， 84 OA: 844 0A;} 34 
( yy pe) (Ge — de: )+ BE: 一 08， ) 
二 0， ($, 7， Rt 二 1， Ss9 9 aN) (1.1.33) 
推论 1 对 约束 (1.,1.30)， 如 有 


OA; oA4,; 。 
am 一 。 学 和 重 VY 本 站 ) 


则 一 定 是 可 积 的 。 
推论 2 如 入 二 1， 则 有 命题 1，。 
实际 上 ， 命 题 2 中 的 变 元 也 可 取 为 其 它 参 数 。 
最 后 ， 研 究 形 如 : 
SA 
SAgi(S) Ei=0, (B=1,%, gg; 人 了 1 3) 
(1.1.35) 
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的 彼此 独立 的 约束 ， 它 们 可 写成 


3N 
》 Agi(t)dé;=0 (1.1.36) 
i 二 1 
取 微 分 1 -形式 | 
N 
wp 一 》 46pid5 (1.1.37) 
1 三 
命题 3 如 果 有 
QQ= OI 人 人 we 天 0 (1.1.38) 
那么 o，…，ows 构成 完全 可 积 组 的 充 要 条 件 是 下 
dws\Q=0, (P=1, “eon, &) (1.1.39) 


推论 。 当 8= 1 有 时， 有 命题 2。 
实际 上 ， 命 题 3 中 的 变 元 也 可 取 为 其 它 参 数 。 
例 5 试 证 沿 粗 烽 水 平面 滚动 的 图 球 所 受 约束 是 非 完 整 的 。 
[证 明 2 圆 球 纯 滚 动 条 件 为 六 
t+a(Pcoswsind ~ Osing ) 一 0 
y+a(Psingsin0 + Gcosy )=0 
其 中 xy 为 球 心 坐标 ，4 为 球 的 半径 ，V ,9, 9 为 Euler 角 。 现 
将 x y, ,9, 9 取 作 命题 3 中 的 变 元 ， 取 微分 1 -形式 
w=dxta(decosgsind ~— dosinyg ) 
w=dyt+a(dysingsin0 + docosy) 
我 们 有 
Q=wAw,—= dxhdy+a(dxidysing sing 十 dxXAdbcosy ) 
+aldvAdvcosysin0 一 40Adysiny ) 十 ddQ2Adpsinp 天 0 
do 一 旭 (一 2 人 Adwsinwsinbg 十 dpAdOcoswcost 
—doAdycosy) z 
do,=a(dvAdycosygsind + do hdOsing coso 
—doAdy sing) 


doAQ=a(—doAdyAdxAdysing sing 


-一 一 了 一 一 ~ 


十 dgAdOAdXAd ycoswcosb 一 40AdwAdXAdQYCosY ) 
一 0242AdVAdOAdysin6 天 0 
do:A20=a(dvAdpAdxAdycosyg singd 
+dvAdoAdxAdysingcos0 —doAdy hdxAdysing) 
+ deAdwyAdxXAdosin6o 尖 0 
由 命题 3 知 ， 约 束 是 非 完整 的 。 | 


1.1.5 约束 概念 的 扩充 


按 定义 1 ， 通 常 讲 到 的 约 东 或 是 完整 约束 ,或 是 形 如 (1.1.8) 
的 非 完 整 约束 。 但 是 ， 随 着 近代 科学 技术 的 发 展 ， 约 束 的 概念 也 
有 了 推广 和 扩充 ， 主 要 表现 在 以 下 四 个 方面 。 

(1 ) 将 运动 微分 方程 的 第 一 积分 当 作 非 完整 约束 

力学 系统 运动 微分 方程 的 第 一 积分 并 不 是 事先 加 上 的 限制 ， 
而 是 作用 力 和 运动 初始 条 件 的 结果 。 但 是 ， 有 许多 人 把 第 一 积分 
当 作 非 完整 约束 条 件 。 

(2 ) 可 控 系 统 当 作 完 整 系统 或 非 完整 系统 
。 本 世纪 初 就 有 人 研究 过 包含 伺服 的 约束 ， 系 统 中 有 辅助 能 
源 ， 通 过 电磁 的 或 气动 的 力 ， 用 某 种 方法 来 实现 某 些 约束 。 这 类 
约束 与 通常 的 约束 有 本 质 差别 ， 称 为 第 二 类 约束 。 有 时 在 约束 方 
程 中 出 现 控制 参数 ， 这 类 约束 称 为 参数 约束 。 以 上 两 种 情况 都 是 
可 控 系 统 。 

(3 ) 高 阶 非 完整 约束 

定义 10 如果 约 束 方程 中 仅 包含 点 的 坐标 、 速 度 和 时 间 , 但 
不 包含 点 的 加 速度 和 坐标 对 时 间 的 更 高 阶 导 数 ， 这 种 约束 称 为 一 
阶 微分 约束 。 如 果 约 束 不 可 积分 ， 则 称 为 一 阶 非 完 整 约束 。 

由 于 力学 本 身 以 及 自动 调节 、 自 动 控制 理论 的 发 展 ， 人 们 会 
遇 到 不 仅 包含 点 的 坐标 、 速 度 ， 而 且 还 包含 点 的 加 速度 或 坐标 对 
时 间 的 更 高 阶 导 数 的 制约 关系 ， 把 这 种 限制 表 为 


(tm) (4) 


fa (Xi, 7 Li Ni) ba Zi， se XI, Vi, Zi t) = 0， 


本 (B=1, 0%, py t=1,°%, N) (1.1.40) 
其 中 %;， i， 2 分 别 为 第 :个 点 的 毕 标 加 yi 27 对 时 间 的 区 阶 导 
数 。 

定义 1i1 称 约 束 (1.1.40) 为 m% 阶 微分 约束 。 如 果 约 束 
人 
xi yi 27， 级 使 其 对 时 间 的 导数 等 于 Fs， 则 称 为 x 阶 非 
完整 约束 。 可 

例 6 一 质点 在 空间 中 运动 ， 它 的 运动 受 有 一 个 约束 
z 2= XY 
这 是 一 个 二 阶 非 完整 约束 。 

(4) 把 加 在 动力 学 特性 改变 上 的 限制 条 件 当 作 和 约束 

近年 新 兴 的 学 科 一 一 运动 和 过 程 的 控制 理论 ， 是 分 析 力 学 和 
变 分 法 及 其 它 学 科 之 间 的 边缘 学 科 。 在 这 一 学 科 中 要 研究 加 在 动 
力学 特性 (质量 、 动 量 、 能 量 等 ; 改变 上 的 条 件 ， 可 以 把 这 些 条 
件 当 作 约 束 来 处 理 。 


》1.2 广义 坐标 、 广 义 速度 和 
广义 加 速度 
分 析 力 学 的 特色 之 一 ， 就 是 在 研究 力学 系统 运动 时 采用 广义 
从 标的 概念 。 


1.2.1 广 闵 坐标 


定义 1 凡是 能 够 确定 系统 位 置 的 、 适 当选 取 的 变量 都 叫 广 
广义 坐标 比 第 卡 儿 直 角 坐 标 意 义 更 广泛 ,可 以 是 距离 ， 角 
度 ， 曲 面 上 点 的 Gauss 坐标 ， 面 积 以 及 其 它 的 量 。 旧 线 坐 标 ,， 如 
平面 上 的 极 坐标 ， 空 间 中 的 柱 坐 标 和 球 坐标 等 ， 都 是 广义 坐标 。 
当 在 所 研究 的 系统 上 加 上 约束 时 ， 从 直角 坐标 过 滤 到 广义 坐 
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标 是 特别 方便 的 ， 而 且 也 是 十 分 必要 的 。 例如， 在 1.1.1 例 3 
中 ， 可 取 杆 中 点 的 直角 坐标 x, y 以 及 杆 与 x 轴 间 的 夹 角 0 为 广 
义 坐 标 ， 这 时 直角 坐标 Ni, Vis NX2, V2 可 用 广义 举 标 %， yy,6 表 为 


/ 1 . 
Xi 一 X 一 CosSb， Yi sind 


Z / . 
%Y2 一 和 十 3 COst, Y= y+ snd 


于 是 ， 完 整 约束 〈1.1.5) 自动 满足 ， 而 非 完 整 约束 (1.1.6) 变 
成 
y=xtg0 
可 见 ， 选 %*，y,9 为 广义 坐标 比 选 x1， vi, Xx2，y2 要 方便 得 多 。 
假设 力学 系统 由 入 个 质点 组 成 ， 受 有 4 个 完整 约束 (1.1.7)， 
那么 可 以 移 取 ?=3N 一 4 个 广义 坐标 4;(S=1, ,Kw)， 这 村 系统 
所 有 点 的 直角 坐标 可 用 广义 坐标 和 时 间 志 表示 为 
Xi= Xilgs t), Vi—= Vi(qss b), Zi= Zi(qr, £),， 
(一 1 ee, Ns Ss=1, ,Nn) (1.2.1) 
或 者 写成 矢量 形式 
r= ri;(gs:, 1)， (2=1,%, Ny; Ss=1,%, hn) (1.2.2) 
其 中 六 为 系统 中 第 z 个 质点 的 矢 径 。 在 定常 约束 下 ， 式 (1.2.2) 
可 写成 : 
r=ri(g), (一 1 N; Ss=1,, %) (1.2.3) 
这 样 ， 为 了 求 得 给 定 力学 系统 的 运动 ， 只 要 先 求 出 广义 坐标 
Gg: (5 三 1,***, 1) 作为 时 音 的 函数 ,然后 将 这 些 9. 代入 式 (1.2.1) 
而 求 得 x， Yi, Zi (i 二 1,"…, N) 作为 时 间 1 的 函数 。 但 是， 为 
求 得 广义 坐标 9:， 就 必须 建立 关于 9, 的 微分 方程 。Lagrange 及 
其 后 人 给 出 建立 这 业 方 程 的 各 种 方法 。 


1.2.2 广义 速度 
定义 2 广义 坐标 对 时 间 的 导数 5.(s=1,…, ww) 称 为 广义 


速度 。 | 
系统 中 点 的 速度 矢量 v(t==1,，…, N) 用 广义 速度 $j 表示 


为 
Or, Or 
下 ; 一 六 一 2 Pgs ds 十 6t 外 (t= 1, “ee, NN) (1.2.4) 
或 写成 直角 坐标 形式 
hx, Ox Oy, Oy 
2 Gg dT Bl? inp Bg 2 
i yg 十 O27 (7 一 TAN) (1.2.5) 
全 00g; 4 of 多 9 9 看 
当 r; 取 为 式 (1.2.3) 时 ， 速 度 矢量 v; 是 广义 速度 让 的 线性 齐 
次 式 
Or; ， .| 
0 go de (t=1, ", N) (1.2.6) 
或 写成 直角 坐标 形式 
~ OX:; 加 QV: 
“oo Ogq, d's i 009， dry 
3 O72: gq (2Z=1, ,WN) (1.2.7) 
下 全 Og; TT$ ' 9 各 和 t 


命题 1 当 不 考虑 fj, 之 间 的 依赖 关系 时 , 成 立 如 下 两 个 经 典 
Lagrange 关系 : : 


Or: OrF: 


i 


= d or; 
60g: Ogs ， dt Od: 0g; 


(2=1,*%, N; s=1, MX) (1.2.8) 
命题 1 容易 由 式 《1.2.4) 来 证 明 。 


1.2.3 广 闷 加 速度 

定义 3 广义 坐标 对 时 间 的 二 阶 导数 f(s 二 1,…*, nn) 称 为 
广义 加 速度 。 

系统 中 点 的 加 速度 矢量 a; 可 用 广义 速度 和 广义 加 速度 表 出 。 
将 式 (1.2.4) 对 时 间 求 导数 ， 便 得 


rp ， 
12 6908 + sj (t=1, ,NN) (1.2.9) 


或 写成 直角 坐标 形式 


. “OX; 
各 二 >, 0g; 
了 三 荆 


jt 5 OX gign 
$=1 A 00 


pe” ‘i A 9009 
12 基于 (1.2.10) 
所 80.01 人 0 由 
~ 0 Oz: -。 Oz 
x; 一 :十 5 
和 2 5 之 了 gedgr 
“2; s D “2: 
过 Og0t 1 Ot 


如 果 是 式 (1.2.3) 的 情形 ， 则 在 式 〈1.2.9) 和 (1.2.10) 中 带 
有 对 上 的 偏 导 数 项 消失 。 由 式 (1.2.9) 或 〈1.2.10) 看 出 ,点 的 
加 速度 矢量 是 广义 加 速度 的 线性 形式 。 

”命题 2 我 们 有 


a 


07， 00， $ (4 二 1， So, N; ss 二 1] “74) C] 2 。 11) 
命题 3 如 不 考虑 Gs 之 间 的 依赖 区 系 ， 由 有 经 典 Nlelsen 
关系 
Or; ,~ Or: 
86, 一 !“ Og; 3 (z=1, 1 NV S 一 ]， 0, n)(1.2.12) : 


命题 2 和 命题 3 容易 由 式 (1.2.9) 和 《1.2.4) 来 证 明 。 


1.2.4 非 完 整 约束 方程 在 广义 举 标 、 广 义 速度 下 的 表达 式 


如 果 由 入 个 质点 组 成 的 系统 受 有 形 如 式 (1.1.7) 的 4 个 完 
整 约束 ， 那 么 ,总 可 以 选 %= 二 3N 一 4 个 广义 坐标 go;(s=1，…，2) 
来 确定 系统 的 位 置 。 这 上 时， 完整 约束 (1.1.7) 将 成 为 得 等 式 ， 
非 完 整 约束 (1.1.8) 将 成 为 

f pg: gs, 1)=0, (P=1,'%%, g; $= 1, °%, %) 
(1.2.13) 

其 中 Js 为 Ps 中 直角 坐标 和 速度 借助 表达 式 (1.2.1) 及 (1.2.5) 
用 广义 坐标 和 广义 速度 表示 而 得 的 结果 。 将 式 (1.2,5) 代入 约 
束 方程 (1.1.13)， 便 得 


>》 AerpsGs + Gora—=0, (B=1, *, g; E=N—g) 
+s 二] 


(1.2.14) 
其 中 
和 
OX: OV: D2; 
Ge+pir 一 (Arg + Be G7 + Cag ) 
y 二 1. 


DYX; DY 


人 7 
Xe+8 一 Lp 十 (4o 5 + Bg; ~ Dt 


i=1 
由 式 (1.2.14) 和 (1.2.15) 得 知 ， 当 Ds=0,， 且 式 (1.2.1) 
中 不 含 二 时 ， 有 wire 一 0， 式 (1.2.14) 成 为 线性 齐 次 的 


> Gerpyrd 一 0， (B=1, "ee, £) (1.2.16) 


/ =】 
因 方 程 (1.2.14) 彼此 独立 、 故 可 将 后 面 8 个 广义 速度 2xp 用 
前 面 二 % 一 g 个 广义 速度 go 表 出 


忆 
,+ 8 一 >_B,.g,uGs + Bsg) (B=1, "00, DS EHN—p) 
Oo]1 


(1.2.17) 
其 中 系数 .po 和 Burp 是 广义 坐标 和 了 时间 的 函数 ， 可 用 去 
《1.2.14) 中 的 系数 Xp 和 4ie 表 出 。 


31.3 准 速度 、 准 坐标 和 准 加 速度 


在 力学 系统 中 ， 特 别 是 在 非 完整 力学 系统 中 ， 引 进 准 坐标 的 
概念 和 记号 有 重要 意义 。 正 如 和 近代 力学 家 J.Synge 所 述 :“ 其 至 
从 --- 种 符号 技术 和 数学 语言 上 看 ， 崔 坐标 都 应 耶 极 大 注意 ， 因 为 
数学 发 展 中 有 许多 例子 说 明 ， 某 些 思想 的 发 展 和 某 些 新 的 事实 的 
获得 常常 依赖 于 引进 的 恰当 记号 ”中 。 例 如 ，JLeibniz 的 恰 当 的 
微分 记号 成 为 发 展 经 典 数 学 分 析 的 基础 。 本 世纪 和 初 ，Volterra, 
上 3amel，Poincaré 答 人 把 维 坐 标 方法 运用 到 推导 非 完 整 力 学 系 
统 的 运动 方程 。Cartan, Schouten 等 人 建立 了 非 完整 几何 学 。 

准 坐 标的 引进 与 维 束 度 密 切 相 关 。 准 坐标 优越 于 通常 的 广义 
坐标 ， 人 礁 速 度 比 三 义 速 度 更 一 般 。 在 谁 坐 夺 和 谁 速度 下 ， 非 完整 
约束 条 件 写 起 来 非常 简单 ， 而 且 力 学 系统 的 运动 微分 方程 具有 单 

一 的 结构 ， 不 依赖 于 完整 与 否 。 


1.3.1 淮 带 度 


1。 淮 末 度 的 概念 
定 多 i 相对 广义 速度 的 任意 的 独立 关系 称 为 准 速度 。 通 各 
写成 


or 一 CIK qr, )， (Ss, 有 一 1，…，22) (1.3.1) 

在 上 述 定 义 中 ， 维 速度 的 数目 与 三 义 速度 的 数目 一 致 ， 如 果 

准 速度 的 数目 小 于 广义 速度 的 数目 ， 那 么 其 余 的 准 速度 可 简单 地 
取 为 广义 速度 。 在 式 (1.3.1) 中 ， 国 数 w 彼此 独立 ， 因 此 和 矩阵 


| 这 | 的 行列 式 蜡 于 零 。 设 由 式 1.3.1) 可 反 解 出 广义 速度 


Gs = Gs Wi, 1), (SS; R= 1, ,Nh) (1.3.2) 
在 式 (1.3.1) 中 wi 对 4 一般 为 非 线 性 关系 。 在 特殊 情况 下 , 维 
速度 可 取 为 | 义 束 订 的 线性 天 次 形式 


,= -区 QnGt (1.3.3) 


其 中 go 为 广义 坐标 的 函数 。 当 逢 阵 liauel 的 行列 式 蜡 于 零 时 ， 可 
由 式 (1.3.3) 反 解 出 广义 速度 


$= >》， Dre (1.3.4) 
k=1 


其 中 系数 矩阵 上 2 为 4 的 逆 答 阵 。 
例如 ， 在 刚体 绕 定 点 转动 问题 中 ， 可 选 角 速度 矢量 在 与 刚体 
相国 联 的 轴 上 的 投影 为 准 速度 ， 即 
01 一 bcos9 十 bsinbsiny 
,= — Osino + YBsindcosy (1.3.5) 
w3= P+ pcoso 
其 中 图 , 0, 2 为 Euler 角 。 这 样 ， 最 重要 的 动力 学 量 ， 如 动能 ， 
动量 矩 矢 量 的 投影 等 ， 用 准 速度 表示 就 变 得 非常 简单 。 著 名 的 
Euler 动力 学 方程 实际 上 就 是 准 速度 下 的 方程 。 
根据 具体 问题 ， 选 取 适 当 的 准 速度 ， 可 使 问题 得 到 简化 。 
2. 非 完整 约束 在 准 速度 下 的 表达 
当 力 学 系统 受 有 非 完 整 约束 时 ， 某 些 准 速 度 可 按 约 东方 程 的 
左边 形式 选取 。 如 果 系 统 受 有 3 个 形 如 式 〈1.2.16) 的 线性 齐 次 
非 完 整 约束 ， 那 么 可 以 这 样 选取 个 准 速 度 ， 使 后 面 8 个 准 速 度 


一 18 一 


: Ee 


让 


mf phn 


os 按 式 (1.2.16〉 的 左边 选取 ， 即 


(Dp der prt, (B=1, 9, R; =n— pg)(1.3.6) 


了 二 1 
而 前 面 。 个 准 速 度 oo(c= 1 …，se) 可 简单 地 取 为 06, 或 者 取 为 0 
的 任意 独立 的 线性 式 。 由 式 (1.2.16) 和 (1,3.6) 得 知 ， 约 束 
方程 在 维 速 度 下 可 表 为 
wa=0,. (B=1,.w, g; Ee=n—g) (1.3.7) 
可 抑 ， 在 准 速度 二 约束 方程 写 起 来 特别 简单 。 
如 果 约 束 方 程 的 形式 为 式 (1.2.14)， 则 可 选 后 面 8 个 准 速 
度 为 
op 
(1.3.8) 
由 式 (1.2.14) 和 (1.3.8》 知 
oa 一 0， (B=1,%%, pg; =n—pg) (1.3.9) 
如 果 系 统 受 有 形 如 式 (1.2,13)〉 的 非 线 性 非 完 整 约束 ， 那 么 
后 面 & 个 准 速度 可 选 为 
wp— foalgs, 0, 1), (B=1, 0, pg; $=1, 和) 
(1.3.10) 
而 前 面 e 个 准 速度 2,(o=1,…, se) 可 任意 独立 地 选取 。 由 式 
(1.2.13) 和 (1.3.10》 知 
91p 一 0， (B=1, CC 3 一 1 (1.3.11) 
3， 溺 数 对 准 速 度 的 偏 导 数 
现在 研究 东 动 力学 范 数 了 F(g,, 0, 1， 将 式 《1.3.2) 代入 后 
所 得 函数 记 作 F*， 即 
F*(g, © 1)=F(gs, Gr (grey Wrst) (1.3.12) 


显然 有 
OF* OF 9 
jo = 2 Bd do (1.3.13) 


特别 地 ， 当 准 速 度 按 式 〈1.3.3) 选取 了 时， 式 (1.3.13) 成 为 


OF* 一 0F 
7 -之 dr (1.3.14) 
命题 1 对 准 速 度 的 偏 导 数 与 对 广义 速度 的 偏 导 数 之 间 有 关 
系 
0 一 pb 6 
-之 do, Bo (1.3.15) 


0 一， 6 
a -之 pr Bo (1.3.16) 
上 述 命题 中 被 作用 的 函数 ， 左 端 为 *， 右 端 为 三。 


1.3.2 准 坐 标 


1， 淮 华 标的 概念 
与 式 〈1.3.3) 相关 ， 研 究 广义 坐标 微分 的 线性 形式 


ds = 》 asrdgx, (Ss= 1, **,%) (1.3.17) 

R=1 
” dx, 称 为 维 坐 标的 微分 。 因 为 关系 (1.3.,3) 一 般 是 不 可 积分 
的 ， 所 以 量 x, 作为 坐标 的 国 数 是 不 存在 的 。 但 是 纯粹 条 件 地 引 
入 记号 x;,， 并 称 之 为 礁 华 标 ， 仍 不 失 其 意义 ， 因 为 这 样 做 可 简 
化 公式 并 可 减少 文字 记述 。51 用 记 马 

w= (Ss=1, 7) (1.3.18) 
其 中 xz; 是 引用 的 记号 ， 并 非 x; 对 时 间 的 导数 。 如 果 表 达 式 
(1.3.17) 是 可 积分 的 ， 那 么 可 归结 为 
T= T(x), (Ss, R=1, ,%) 

这 只 是 表明 过 渡 到 新 的 广义 坐标 。 因 此 ， 维 坐标 的 概念 实际 上 比 
广义 坐标 的 概念 更 广泛 。 

2. 函数 对 准 坐 标的 偏 导数 

因 准 坐标 并 不 出 现 于 国 数 中 ， 故 图 数 对 准 坐 标的 偏 导 数 需要 


专门 定义 。 
定义 2 ” 当 准 速度 按 式 〈1.3.1) 选取 时 ， 定 义 “ 对 准 坐标 
的 偏 导 数 运算 ” 为 C9 


| 


D A 0 
3 元 -一 > ， CA ， (S=], ,NT (1.3.19) 
了 R=1 J 


其 中 i 按 式 (1.3.2) 确定 。 当 谁 速度 按 式 (1.3,3) 选取 时 ， 
则 为 


A 7 
一 ks jar ($= 1]，**, 加) (1.3.20) 


运算 (1.3. 1s) ) 和 和 (1.3.20) 在 简化 公式 时 ， 特 别 在 列 写 崔 
坐标 中 的 运动 微分 方程 时 用 处 很 大 。 
命题 2 ”我们 有 准 坐 标 下 的 Lagrange 关系 


Ow = ox (一 1 N; Ss=1,.%,%) (1.3.21) 


[证 明 ] 按 式 (1.3.15)、(1.2.8) 和 (1.3.19)， 有 
0ry < OF Of: 一 00 Or; Or; 
O00 ， 2 O00, OQ pp 2 Ow, Ogn 和 OT, | 


1.3.3 准 加 蔗 度 


1。 准 加 建 度 的 概念 
. 定义 3 相对 准 速度 对 时 间 导 数 的 任意 的 独立 关系 ， 称 为 准 
加 速度 。 通 常 写成 
ce 一 eg Ors Drs t), (s k=1, ,Nn) (1.3.22) 
其 中 ok 为 准 速度 ，oax 为 淮 速 度 对 时 间 的 导数 。 
特别 地 ， 如 取 wi 二 94， 则 式 (1.3,22) 成 为 
e,= E(x4, Or, Gr, £), (s, k=1, ,1%) (1.3.23) 
关系 《1.3.22) 和 (1,3.23) 一 般 是 不 可 积 的 ， 否 则 将 过 渡 
到 新 的 准 速 度 。 准 加 速度 一 般 也 不 是 准 速 度 对 时 疗 的 导 数 。 因 
此 ， 座 加 速度 的 概念 比 广义 加 速度 的 概念 更 广泛 ， 也 比 准 速度 对 


时 间 导 数 的 概念 更 广泛 。 
2， 函数 对 准 加 速度 的 偏 导数 
现在 研究 某 动 力学 函数 S=S$(q 0 9, 1)。 将 式 (1.3.2) 
对 # 求 导数 ， 并 以 式 (1.3.2) 替代 其 中 出 现 的 0， 得 到 
Gs = fs Gx, Oh Oe, £) (1.3.24) 
将 式 《1.3.2) 和 (1.3.24) 代入 S， 所 得 表达 式 记 作 S*， 即 
SP(giy ws, Os, t= Sg Gg Os, E), Orgs, os, OD,, £) ,1) 
(1.3.25) 
设 由 式 〈1.3.22) 可 解 出 @， 
D,= OD, (ge, Or, Ex, 二) (1.3.26) 
将 式 (1.3.26) 代入 S*， 所 得 表达 式 记 作 S#*， 即 
Sa or Er 有 一 SI Ok Or(qs, or £s, 1) ,1) 
(1,3.27) 
由 式 (1.3.27) 和 (1.3.25) 容易 得 到 


0e， 人 20 De， 全 全 Ogr Ow De， 
(1,3.28) 
如 果 不 引 用 准 速度 ， 设 由 式 (1.3.23) 可 反 解 出 
CI (1,3.29) 


将 其 代入 S ， 所 得 表达 式 记 作 S'， 即 
S' (gs, Gr, so 1)=S(g,, Gr, G(x, Gr, ex, 1),t) (1.3.30) 
则 有 


(Ss=1, … 和 ,MU) (1,3.31) 


关系 (1.3.28)》 和 (1.3,31) 在 推导 Appell 方程 时 用 处 很 
大 。 ， 

由 上 述 讨 论 容易 证 明 下 述 命 题 。 

命题 3 我 们 有 


rs _ Ors , 
一 一 Bo) 司 (z 一 ]， “ N; $= 二 1， “ee, 2 ) (1.3.32) 


其 中 六 为 用 o， @; 下达 的 点 的 加 速度 ，#i 为 用 %; 表达 的 后 的 
速度 。 


1.3.4 高 阶 准 速度 


1 高 阶 准 速度 的 概念 

为 研究 高 阶 韭 完整 系统 动力 学 ， 和 党 党 需要 将 准 速 度 的 概念 做 
进一步 的 推广 。 

定义 4 相对 广义 速度 对 时 间 的 m 阶 导数 的 任 意 的 独立 关 
系 ， 称 为 % 阶 淮 速 底 。 通 常 写成 


(rm 一 1) 《7 一) 


oj, 一 o， (gr, dr, .eh 21), Cs,h= 1 Ns m= 1,2,.) 
ba) , (1.3.33) 
注意 ， 这 里 or 仅 表示 gs， 94,…，qe, i 的 一 些 函 数 , 一般 说 ， 
它们 既 不 是 w 的 〈m 一 1) 阶 导 数 ， 也 不 是 7 的 %w% 阶 导数 ， 其 
至 不 存在 7， 使 其 导数 为 ww 。 当 坝 二 1 时 ， 式 (1.3.33) 成 为 一 
阶 淮 速度 (1.3.1); 当 和 =2 时 ， 式 (1.3.33) 成 为 二 阶 准 速度 
C1.3.23), 
引用 记号 mp (3) 


册 一 ns; 


(1.3.34) 


其 中 (“7，) 是 引 用 的 记号 ， 并 非 "x; 对 时 间 的 导数 。 

定义 5 称 式 (1.3.34) 中 的 x， 为 区 阶 淮北 标 。 

当 mm 二 1 时 ， 式 (1.3,34) 给 出 一 阶 礁 坐标 TX; 当 二 2 
时 ， 式 〈1.3.34) 给 出 二 阶 准 坐标 。 

2. 函数 对 高 阶 准 速度 的 偏 导 数 

由 臣 《2387 可 反 部 浊 名 5 并 记 人 


= gr gr, *"*， dk ， wh, !) (Ss, E=1, **, H%) 
(1.3.35) 


现在 研究 某 函 数 (gi, 9,, …， gs ;， 将 (1.3.35) 代入 后 所 


得 函数 记 作 严 *， 即 
1 400， , 0,1) = 
Fg,,Grs sg: ge (ge Gs gh wk, 1), tf) (1,.3.36) 
显然 有 
9F* OF Og 
: 9 0 Kz1 Og Ow, (1.3.37) 
命题 4 对 么 阶 准 速度 的 偏 导数 与 对 双 阶 广义 速度 的 偏 导数 


之 间 有 关系 


(8 ) 
7 0 gs 0 


my) ml) mm) 1 ,3.38 
OW, k=10@©, 0 gq 


上 述 命 题 中 被 作用 的 商 数 ， 左 器 为 下 ， 右 端 为 下。 

3. 函数 对 高 阶 准 坐标 的 偏 导数 

定义 6 当 志 人 阶 准 速度 按 式 (1.3.33》 选取 时 ， 定 义 对 双 阶 
维 坐 标的 偶 导 数 运 算 为 


CF ) 


0 
2 1 一 “ 人 Cm 1) 9 (S= 1], ***, %) (1.3.39) 
DT k=100, 94g 


其 中 由 式 (1.3.35) 确定 。 


31.4 虚 位 移 


在 完整 系统 和 非 完整 系统 分 析 力 学 中 ， 都 广泛 地 应 用 虚 位 移 
的 概念 。 本 节 研 究 碟 位 移 、 实 位 移 处 于 虚 位 移 中 的 充 要 条 件 ， 以 
及 虚 位 移 役 念 的 推广 等 问题 。 


1.4.1 虚 位 移 


1. 成 位 移 的 概念 
定义 1 在 给 定 的 固定 时 刻 为 加 在 点 上 的 约束 所 允许 的 所 有 
假想 的 无 限 小 位 移 ， 称 为 点 的 虚 位 移 。 


如 点 的 天 径 为 rw， 则 庶 位 移 记 作 67; 或 6X;, 677 5z 有 时 
将 广义 坐标 的 变 分 6g; 也 叫 虚 位 移 。 

这 里 没有 引进 “可 能 位 移 ” 的 概念 。 分 析 力 学 的 文献 中 在 建 
立 可 能 位 移 和 虚 位 移 概 念 上 也 没有 完全 统一 。J. 上. Lagrange 
在 其 《分 析 力 学 ?中 仅 有 -- 个 专用 词 “virtuel”， 同 时 也 清 楚 地 指 
出 了 dr 和 Or 的 差别 ""?。 且 . Hertz 在 其 《力学 原理 》 中 写 道 ， 
“我 们 将 称 之 为 可 能 位 移 ， 也 则 虚 位 移 “。 在 19 世纪 ,这 两 个 
词 作为 同义词 。 这 种 观点 也 出 现在 Appell™ ,Levi-Civita"? 的 
著作 中 。 在 A. 1H. JIyppe 的 著作 9 中 也 只 给 出 虚 位 移 ， 没 有 给 
出 可 能 位 移 。 因 为 如 引进 可 能 位 移 会 出 现 术 语 . 上 的 缺 欠 ， 实 位 移 
是 不 可 能 的 《对 非 定 第 几何 约束 ， 实 位 移 不 是 可 能 的 位 移 )。 议 
且 ， 在 法 文中 “virtuel” 既 有 “ 虚 的 ”也 有 “有 可 能 的 ”的 泣 义 。 
但 是 ， 也 有 另外 一 些 提 法 ， 将 可 能 位 移 与 虚 位 移 区 分 开 来 。 

2， 约束 加 在 虚 位 移 上 的 末 件 

首先 ， 研 究 完 整 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 。 设 力学 系统 由 六 
个 质点 组 成 ， 并 受 有 形 如 式 (1.1.7) 的 4 个 完整 约束 。 在 瞬时 
f 、 系 统 的 点 由 (Xi, Yi, 2;:) 发 生 虚 位 移 6x;， OVi, O02: 而 到 达 扣 
《Xi 十 6Xi，Yi 十 6Yi, 2i 十 62i)。 按 虚 位 移 定义 ， 点 的 新 位 置 必 须 
为 约束 所 允许 ， 即 满足 

F(Xit OX:, Vit OV, + 27, £1) =0, 
(2=1, °°%, N; Qa=1, ,4) (1.4.1) 
将 式 (1.4.1) 展开 为 Taylor 级 数 ， 有 
(Xit DXi, Vi OV;, Zi + 02;, 1) 


人 7 
oF oF Fs 
= (Xi, Vi 2i) 2) 十 5 (rd OV: 二 02 
;二 1] Hf f 


十 高 阶 小 项 = 0 
因 虚 位 移 6x;，5Y;，62; 是 无 限 小 位 移 ， 故 可 咯 去 高 阶 小 项 ， 并 利 
用 约束 (1.1.7)， 得 到 


入 
9F, Fr 、 
(a OX +t Gy Oy: 2: ; )=0, 


(a=1, dd) (1.4.2) 
这 是 约束 (1.1.7) 加 在 虚 位 移 8x:, 86yi, 8z; 上 的 条 件 。 
对 完整 约束 系统 ， 如 选 % = 二 3N 一 4 个 彼此 独 的 厂 义 坐标 
4 (s=1,，…,， 202) ， 则 


一 Dr， 
97 > ， Gor 0g; 
， ED ， (1.4.3) 
OX Oy; 02; 
5xi= og dg Oi = 2 Bo O9021= 2 go 04， 
= ] 二 | Y=1 


中 69; 也 是 彼此 独立 的 、 任 意 的 。 知 有 翅 个 多 余 坐 标 Yo (7 
; 1K)， 并 受胎 个 约束 


frlys, dnt+jis t) 一 0， (7， k= 1, "0, Hh 5S= 1, 7 ) 
(1.4.4) 
则 约束 (1.4.4〉 加 在 虚 位 移 8g。 上 的 条 件 为 
> js. sy 一 0， (R= 1, '*, 1) (1.4.5) 
p=1 54。 


此 时 6g; 不 古人 彼此 独立 的 。 
由 约束 (1.4.2) 和 (1.4.5) 得 知 ， 对 完整 系统 来 说 ， 约 束 加 
在 碟 位 移 上 的 条 件 与 约 东 方程 的 等 时 变 分 为 零 是 一 发 的 。 
其 次 ， 研 究 线性 非 洛 整 约 束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 。 
如 系统 受 有 形 如 式 〈1.1.13) 的 线性 非 完整 约束 ， 可 将 其 写 
成 微分 形式 
NN 
2, (Apidx; + Beid yi t+ Cadz;) + Dsdi=)0, (P=1,",g) 


r=] 
(1.4.6) 


因 虚 位 移 是 时 间 不 变 的 位 移 ， 故 在 式 (1.4.6) 中 以 符号 8 替代 
qd ， 并 取 8f 二 0， 便 得 


NN 
DCApidxi+ Boidyit Codzi)=0, (B=1,°%,8) (1.4.7) 
=] 


这 是 约束 (1.1.13) 加 在 虚 位 移 6X;，5yY:，85z; 上 的 条件。 将 式 
(1.4.3) 代入 式 (1.4.7)， 得 到 


Djaerp,sdg=0 (B=1,%,8; =N—pg) (1.4.8) 
ss 二] 


其 中 4.4,; 由 式 (1.2.15)〉 确定 。 如 果 非 完整 约束 家 为 式 (1.2， 
17) 的 形式 ， 则 有 


E 


0ge1a= 2 Berpodgo, (B=1,%,8; = 一 g) (1.4.9) 


T=1 

对 线性 非 完整 约 束 来 说 ， 约 束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 与 约束 方 
程 的 等 时 变 分 为 圭 并 不 是 一 致 的 。 

最 后 ， 研 究 非 线性 非 完 整 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 。 

设 系统 受 有 形 如 式 (1.1.8) 的 非 线 性 非 完 整 约 束 ， 为 得 到 
这 样 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 ， 用 上 述 方法 已 行 不 通 。 对 线性 非 
完整 约束 所 采用 的 方法 , 称 为 Hertz-Halder 原则 ， 变 分 8 之 
间 的 关系 ， 可 由 微分 约束 方程 中 去 掉包 含 dt 的 项 , 并 用 9; 替代 
dg; 而 得 到 。 对 非 线 性 非 完 整 约束 ， 应 用 Hertz-Holder 原则 , 将 
会 得 到 89; 之 间 的 非 线 性 关系 。 

在 研究 非 线 性 非 完 整 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 时 , Appell 和 
VeraeB 曾 利 用 一 种 公理 性 的 定义 。 下 面 给 出 这 个 定义 的 近代 描 
述 。 

定义 2 对 形 如 式 (1.2.13) 的 非 线性 非 完整 约束 ， 虚 位 移 
ad, 满足 如 下 Appell-Qeraea 条 件 


工党 ww- (B=1,** ,8) (1.4.10) 


这 个 定义 把 线性 非 完整 约束 情形 当 作 特殊 情形 。 因 此 ， 
Appell-qeraea 定义 被 广泛 采用 。 


wr. my ee Ai- 斩 - 林 1 Ce php 


3. 自由 度 

对 完整 系统 来 说 ， 独 立 坐 标的 数 肯 每 于 广义 坐标 的 独立 变 分 
数目 。 对 非 完整 系统 ， 因 为 坐标 变 分 之 间 有 8& 个 关系 式 (1.4.8) 
或 (1.4.10)， 所 以 8g:(s=1, ,2) 已 不 全 是 独立 的 ， 只 有 = 
Nn 一 g 个 是 独立 的 。 因 此 ， 对 于 非 完 整 系统 来 说 ， 独 立 坐 标的 数 
目 是 % ， 而 独立 变 分 的 数目 为 独立 坐标 的 数 日 减 去 非 完 整 约 东 方 
程 的 数目 ， 即 二 % 一 &g。 这 种 独立 坐标 数 日 与 独立 变 分 数目 不 根 
同 的 事实 ， 在 Lagrange 时 代 还 不 为 人 知 ， 直 至 1894 年 德国 学 
者 Hertz 才 首 次 发 现 了 它 ， 并 因此 兰 幻 束 和 力学 系统 分 成 元 丈 的 
与 非 完 整 的 两 大 类 。 

定义 3 广义 坐标 的 独立 变 分 数 昌 称 为 系统 的 自由 度 。 


1.4.2 实 位 移 处 于 虚 位 移 中 的 充 要 条 件 


命题 ”对 一 般 的 非 完整 约束 (1,2.13)， 实 位 移 处 于 虚 位 移 
中 的 到 要 条 件 是 约束 方程 对 广义 速度 的 齐 次 性 。 

C5 证 明 2 必要 性 ， 对 一 般 的 非 完 整 约束 (1.2.13)， 如 果实 
位 移 处 于 虚 位 移 之 中 ， 则 d9, 广 足 如 下 关系 


We dg,=0 : (1.4.11) 
3 二 1 人 
”因此 
5 5 六 9- (1.4.12) 


充分 性 : 设 fs 对 5 为 hs 阶 齐 次 的 ， 即 


2 = Raf 


| 


由 此 得 式 (1.4.11)。 比 较 式 (1.4.11) 和 (1.4.10)， 得 知 实 位 
移 处 于 无 数 虚 位 移 之 中 。 | 

推论 ”对 完整 约束 ， 实 位 移 处 于 虞 位移 中 的 充 要 条 件 是 约束 
方程 中 不 显 含 时 间 上 上 。 


1.4.3 妃 位 移 概 念 的 推广 


为 了 利用 Tourdain 原理 , Gauss 原理 和 万 有 DD'Alembert 原 
理 推导 一 阶 、 二 阶 或 更 高 阶 非 完 整 系统 的 运动 微分 方程 ， 常 常 需 
要 将 虚 位 移 概念 加 以 推广 、 同 时 ， 为 扩大 微分 变 分 原理 的 应 用 范 
国 ， 也 需 将 Appell-HeTaes 定义 加 以 推广 。 下 面 分 别 研究 这 两 种 
推广 。 

1. 速度 空间 和 加 速度 空间 的 虚 位 移 

因为 形 如 式 〈(1.2.13〉 的 一 阶 非 线 性 非 完 整 约束 是 对 广义 速 
度 5 的 限制 ， 所 以 我 们 只 考虑 速度 0 的 变更 ， 坐 标 和 4 和 有 时间 :; 
禾 固 定 不 变 。 当 速度 发 生 无 限 小 变更 xi, 时， 按照 虚 位 移 的 原始 
定义 ， 对 5 二 09:，g:，t 仍然 满 足 方程 〈1.2.13)， 即 有 

fo (gd teG st)=0, (B=1,.,28) (1.4.13) 

将 此 式 左边 展 开 为 Taylor 级 数 ， 精 确 到 一 阶 小 量 ， 并 考虑 到 
fa got 一 0， 便 得 


2 一 六 人 00 一 0， (B=1,",g) (1.4.14) 


定义 4 公式 (1,4.14) 称 为 约束 (1.2.13〉 对 速度 空间 虚 
位 移 66; 的 限制 条 件 '?。 
如 果 力 学 系统 受 有 二 阶 非 完整 约束 
(qosGst)=0 (B=1,%,g) (1.4.15) 
那么 ， 因 为 它们 是 对 加 速度 $4 的 限制 ， 所 以 我 们 令 9:，5;，t 不 
变 ， 只 考虑 加 速度 的 变更 66;。 类 似 于 式 (1.4.14)， 得 到 


” of . 
2 ,0%:=0, (B=1,,8) (1 .4.16) 


定义 5 公式 (1.4,16) 称 为 约束 (1.4.15) 对 加 速度 空间 
虚 位 移 6, 的 限制 条 件 '2。 
类 伺 地 ，、 对 于 mx 阶 非 完整 约束 
fgoGndm gat)=0, (B=1,,g; m=0,1,2,.") 


(1.4.17) 
我 们 有 
(ny 《114 ) 
了 太一 69g; = 0， (P=1,*,8; m= 二 0,1,2,°)(1.4.18) 
ss 三 1 0g; 


2 . Appell-deraea 定义 对 高 阶 非 完整 约束 的 推广 
对 m 阶 非 完 整 约束 (1.4.17) ,我 们 定义 虚 位 移 8g。 满足 条 
件 


(rn ) (GT ~- 1) 
of 0g: 一 0， 《8 一 1 85 9 m=1,2,°%%)(1.4.19) 
了 一 1 Og 


定义 6 公式 (1.4.19) 称 为 ?9 阶 Appell-deraes 定 全。 

当 mp 二 1 时， 定义 (1.4.19) 成 为 一 阶 非 完整 约 束 的 Appell- 
UeraeB 定义 (1.4.10);， 当 加 二 2 肝 ， 定 义 《1.4.19) 给 出 二 阶 
Appell-~-HeTaeBs 定义 


二 加 2 一 60 一 0， (1 一 1 ,8) (1.4.20) 


等 等 。 

定义 (1.4.19〉 对 扩充 微分 变 分 原理 的 应 用 范围 以 及 研究 高 
阶 非 完整 约束 系统 的 交换 关系 十 分 有 用 。 

因此 ， 虚 位 移 概念 的 推广 可 沿 两 个 方 问 进行 。 一 个 方向 是 对 
m 阶 非 完 整 约束 定义 Hw 次 速度 空间 的 虚 位 移 4，， 即 一 个 方 风 是 
对 ?4 阶 韭 完整 约束 定义 (1% 一 1) 次 速度 空间 的 虚 位 移 8g， 。 


31.5 理想 约束 


1.5.1 约束 反 力 与 理想 约束 


如 果 系统 没有 约束 ， 则 系统 的 坐标 值 从 作用 力 方面 来 说 由 主 
动力 确定 。 当 存在 约束 时 ， 便 出 现 了 某 些 附加 力 。 这 些 力 使 系统 
按 约 束 方程 的 规定 而 运动 。 这 些 力 与 主动 力 一 起 实现 系统 运动 的 


力 与 约束 相通 应 ， 因 此 称 为 约束 反 力 ， 


定义 ”如果 系 统 中 各 点 的 约束 反 力 在 虚 位 移 上 所 作 虚 功 之 和 


为 零 ， 则 这 种 约束 称 为 理想 约束 。 


如 果 用 并; 表 记 系统 中 第 ?个 点 所 受 约束 反 力 的 合力 ，8r; 是 


它 的 虚 位 移 ， 则 理想 约束 条 件 可 表 为 
5 Reri-。 
或 者 写成 直角 坐标 形式 | 
3 (KirdXi + Riyd yit+ Risdi)=0 
i=1 


将 式 〈1.4,3) 代入 式 (1.5.1)， 便 得 


将 AR Pr， 
2 之 全 Og; 一 


AN Dr， 
0’= > Kk; Ga, 
xz 二] 


它们 可 称 为 广义 约束 反 力 ， 于 是 式 (1.5.3) 成 为 


2_070g:=0 


ss 二 1 


(1.5.1) 


(1.5.2) 


(1.5.3) 


(1.5.4) 


(1.5.5) 


1 EP 一 站 . . 的 站 I 
TT hr Hu- Ui. hit Pt hh + Nb “i | :有 pr Tt 到 


1.5.2 理想 约束 的 例子 


质点 强制 地 沿 固定 光滑 面 的 运动 ， 质 点 强制 地 沿 运 动 的 或 变 
形 的 光滑 曲面 的 运动 ， 具 有 -个 或 两 个 固定 点 的 刚体 ， 两 个 质点 
用 不 计 质 量 的 不 变 长 度 的 杆 相 联结 ， 两 刚体 在 运动 中 以 理想 光滑 
表面 相 接 触 ， 两 刚体 用 光滑 绞 链 相 联 结 等 ， 都 是 完整 的 理想 约 
束 。 | 

圆 球 或 圆 盘 沿 完全 粗糙 的 水 平面 作 纯 滚动 ， 冰 刀 不 允许 横 滑 
等 ， 都 是 非 完整 的 理想 约束 。 


1.5,3 ”理想 约束 假定 的 重要 性 和 可 能 性 | 


由 D'Alembert 和 Lagrange 开创 的 非 自 由 质点 系 动力 学 是 
基于 约束 的 理想 性 假定 的 。 根 据 这 个 假定 所 建立 的 虚 位 移 原 理 以 
及 动力 学 普遍 方程 中 消除 了 约束 反 力 ， 从 而 使 问题 变 得 简单 了 。 
可 见 ， 理 想 约束 假定 的 重要 性 。 同 时 ， 理 想 约 束 假定 也 是 完全 可 
能 的 。 首 先 ， 为 描述 自然 现象 和 大 多 数 技术 过 程 ， 这 样 的 假定 有 
足够 的 精确 度 。 例 如 ， 复 杂 的 机 构 可 看 作 刚体 系统 ， 其 中 刚体 两 
两 之 间或 刚性 联结 ， 或 以 匀 链 联结 ， 或 以 其 表面 相 接触 。 如 果 认 
为 所 有 刚性 联结 是 绝对 刚性 的 ， 贸 链 是 理想 的 ， 而 所 有 接触 面 或 
是 理想 光滑 的 ， 或 是 完全 粗糙 的 ， 则 任何 复杂 机 构 均 可 当 作 具 有 
理想 约束 的 质点 系统 。 其 次 ， 如 果 约 束 是 非 理 想 的 ， 例 如 ， 摩 控 
力作 虚 功 ， 则 可 将 摩擦 力 归 为 主动 力 范畴 来 考虑 。 由 于 未 知 量 麻 
控 力 的 出 现 而 短 少 的 方程 可 用 摩擦 定律 来 补充 。 


S$ 1.6 微分 运算 与 变 分 运算 的 变换 关系 


分 析 力 学 中 的 交换 关系 〈 英 amel 称 之 为 “过 滤 方 程 )， 即 
微分 运算 d 和 变 分 运算 8 的 交换 性 问题 ， 既 是 分 析 力 学 的 基本 问 
题 之 一 ， 又 是 争论 多 年 的 老 问 题 。 研 究 这 一 问题 的 重要 性 ， 不 仅 


在 于 利用 交换 关系 可 以 导出 系统 的 运动 微分 方程 ， 而 且 更 在 于 交 
换 关 系 与 Hamiiton 原理 能 否 应 用 和 怎样 应 用 于 非 完 整 系统 以 及 
Hamilton-Jacobi 积分 方法 能 否 推广 到 非 完 整 系统 等 问题 密切 
相关 。 

历史 上 ， 对 交换 关系 的 形式 有 了 两 种 观点 。 一 种 认为 d，8 忆 
可 以 交换 ， 不 论 完整 与 否 ( 代 表 人 物 为 H5lder); 另 一 种 观点 则 
认为 da，5 之 交换 性 仅 对 完整 系统 才 成 立 ( 代 表 人 物 为 CycinoB， 
Levi-Civita)。 两 种 观点 争论 其 烈 ， 但 后 一 观点 得 到 更 多 的 支 
持 。 / 

近代 对 交换 关系 的 研究 可 指出 如 下 几 种 : 1961 年 JIypbe 指 
出 ，do 一 6d 是 采用 的 变 分 法 则 的 结果 ， 可 以 来 用 其 它 法 则 使 等 
式 不 成 立 ? ;1966 年 Hosgoceszo8 指出 ， 交 换 关 系 的 H5lder 形 
式 和 Cycnos 形式 都 可 应 用 于 非 完 整 系统 卫 amilton 原理 的 研 
究 ;1975 年 Vujanovié 提出 完整 非 保守 系统 的 一 种 新 型 交换 
关系 ?7。 

本 节 计 论 一 阶 非 完 整 系统 的 交换 关系 ， 高 阶 非 完 整 系统 的 交 
换 关系 以 及 Vujanovié 交换 关系 。 


1.6.1 一 阶 非 完整 系统 的 交换 关系 


1， 广义 坐标 下 的 交换 关系 
设 力学 系统 的 位 形 由 %* 个 广义 坐标 9:(s 二 1,… ,1) 来 确定 , 它 
的 运动 受 有 8 个 理想 Appell-derTaes 型 非 完 整 约束 
Ge+a—= Palqisqost), (P=1,*,g; 0 一 1 5 E=N%— £8) 


(1.6.1) 
据 Appell-HerTaes 定义 ， 虚 位 移 满足 以 下 关系 
€ . 
0g.17= 5 Te-0g, (1.6.2) 
0=1 04s 


将 式 (1.6.2) 对 上 求 导 数 ， 对 式 〈1.6.1) 取 变 分 ， 并 将 所 得 结 
玉 相 减 ， 得 到 


qd ~ Ovaf d - 
本 月 号 t+ 


各 = 
(1.6.3) 
其 中 , 
T32 一 部 ~ 2 Bo (1.6.4) 
考虑 到 和 
(8g,) —8g,=0, (5 一 1，…，e) (1.6.5) 


则 江 (1.6.3》 成 为 


E 


d 了 E+ 
1(04:+2) 04.+8= >,T: f 08g,， (p=1,°*,g) (1.6.6) 


o=1 
我 们 称 式 (1.6.5) 和 (1.6.6) 为 Cycnos 观点 下 的 交换 关系 。 
特别 地 ， 对 于 约束 为 线性 的 情形 ， 即 


fo 一 > Borg,o0s + Bg, (B=1,*,p) (1.6.7) 


T=1 


则 式 (1.6.6) 成 为 


名 


d 。 2 十 
下 ge 一 0 之 “09。 (1.6.8) 
其 中 。 
:+p za OB.,4a,o 0b.1p,, ) ( OB .+48,o 
to 2 0g, 0g, 十 和 Og BB. tPFyw 
OP 0B.13,。 5 
Ogqe+y B.:y,o )]g.+ 三 ( Oge+y 有 
0.43.: 6 05 . OB.,s 
一 D0.,， B.ry,o )+ BE 20。 (1.6.9) 


进而 ， 如 果 已 .oo 一 0， 有 尼 . os。 中 不 含 9.:» 和 1 ， 则 | 有 


< 
0 万 ;4 a OB.+s 人 . 
1 7 一 人 ,5 (B=1,*,p) 

和 og, 09。 
(1.6.10) 


2. 准 坐 标 下 的 交换 关系 
设 系 统 的 运动 受 有 8 个 理想 Appell-Heraes 型 非 完 整 约 束 


fal(qs9st)=0, (B=1,e, pg; S=1,%,n%) (1.6.11) 
先 不 考虑 非 完 整 约束 ， 而 选 和 个 彼此 独立 的 准 速度 
,= wi( qr qr), (SR 一 1 ML) (1.6.12) 
设 由 式 〈1.6.12)〉 可 反 解 出 广义 速度 ， 并 记 作 
Gr= Gr (Gm Ort), (rm R=1, ,7) (1.6.13) 


对 式 (1.6.12) 和 (1.6.13) 利用 Appell-HerTaes 定义 ， 虚 位 移 
将 注 足 关系 


Do， 
8T: 一 > Bo Os (CS (1.6.14) 


809, = dr, (7 一 1,。…,M) (1.6.15) 


将 式 (1.6.14) 对 工 求 导数 ， 对 式 (1.6.12) 取 变 分 ， 并 将 所 得 
结果 相 减 ， 得 到 


d -Owrd . 
五 (407 ) 0% = 之 [二 oo 一 oz] 


- d go bo, \ 09， 
+ 2, 守 ( 亏 ) 3 om, (Ss=1,°,) 


(1.6.16) 
现在 考虑 到 非 完整 约束 (1.6.11)。 将 式 (1.6.12) 中 后 面 8 个 
准 速 度 按 约束 方程 (1.6.11) 的 左 端 选取 , 即 @.,4== fo(gs ,6,1)， 
而 前 面 * 个 ov 可 任意 独立 地 妃 取 。 于 是 有 
op 一 0，0T: 6 一 10 (1.6.17) 
此 时 式 (1.6.16) 给 出 


hed; 


d - 
(00 “|[ 冯 (8g1) -age | 


4 nN 由 


Ee 


。 z 
一 d BiD， Ow, 07， _ 
+ 5 Tl 36 ja) doo 人 


7 二 人 = 三】 


(1.6.18) 
我 们 称 式 (1.6.16) 和 (1.6.18) 为 准 坐标 下 的 区 交换 关系 。 
如 果 式 (1.6.12〉 按 广义 速度 的 线性 齐 次 式 选 取 ， 即 


一 >_ MROk (1.6.19) 
一 
其 中 ex 不 显 含 f， 此 时 式 《1.6.13) 成 为 
:= >, Dreok (1.6.20) 
k=1 
员 | 式 (1.6.16》 给 出 
CC (A) — do 一 5 a Ei )— 809 3 Ty es 
GE 0 i 人 


(Ss=1,***,%) (1.6.21) 
其 中 


Y im = 二 二 (从 - Ee ) bbem, (S 一 1，… 3M) (1.6.22) 


称 为 Boltama nn 二 标记 号 。 如 果 系 数 wx 中 除 广义 坐标 外 还 包含 
时 间 1， 是 


他 
一 > CrkOK 十 Er gr+1? -区 Drr Rt brnri 
k=1 


= 1 
(Sr =1,* 。,1) (1.6.23) 


那么 ， 用 〈2 +1) 替 代 式 (1.6.21) 和 (1.6.22〉 中 的 %w， 并 且 


令 


. 红 ， 
da+1i 一 ]， ws+1 二 1， OAn+1= 0， Ji (C41) = O47r+1=0 


于 是 式 (1.6.21) 成 为 


让 十 1 n+i+lnxt+l 


F(x) —d0,= 之 rn 0) -6 ]+ > Yo :OT 


ft 二 lm=1 | 
一 3 yy Bt. )—80 3 Ty: WAT z 
~ ?点 dr Ok fn jim m 
k=1 i=1m=1 
+ >, endrm / (1.6.24) 
其 中 
sy da ar 
Ee > Og; Ogqx Br Dm 
Oask Os n+1 : 
+ > (Se jzun (1.6.25) 


如 果 考 虑 到 线性 非 完 整 约束 关系 ， 可 将 后 面 8 个 准 速 度 2,44 按 
约束 方程 的 左 端 选取 ， 而 前 面 : 个 准 速度 w。 任意 独立 地 远 取 ,这 
时 式 (1.6.21) 和 (1.6.24) 分 别 为 


d 一 d E & 
dT) 一 00: 一 之 rn oo 一 oz |+ > ， > 730 Or 


p=10=1 
(1.6.26) 


d : d 
Ti( OX) — 60,= 之 Fr/ co 一 


& E 后 
t 2, 2 Vpo WONp+ > ,ez0OT。 (1.6.27) 


P=10=1 

下 面 将 广义 坐标 二 的 交换 关系 用 准 坐 标 下 的 交换 关系 和 难 坐 
标的 变 分 表 出 。 将 式 (1.6.15) 对 基 求 导数 ， 对 式 (1.6.13) 取 
变 分 ， 并 将 所 得 结果 相 减 ， 得 到 


d 94 
(09) — 04; -一 二 dr 00 ] 


ad gg: 0g: 
一 2 5 Dwr 一 Dr ar, (Ss=1,°%,n) (1.6.28) 


1.6.2 高 阶 非 完整 系统 的 交换 关系 


i1， 广义 坐标 下 的 交换 关系 

没 力学 系统 的 位 形 由 元 个 广义 坐标 94s 二 1,…,n) 来 确定 ， 
它 的 运动 受 有 & 个 理想 夫 阶 非 完整 约束 

der2—= PF qd Gr ,gost) 


六 一 1。。， 上 一 人 尼 一 
> ) (1.6.29) 
IT 一 1 .ES S 一 1 ,1 
所 HG% 阶 Appell-Heraes 定义 (1.4.19)， 有 
e 
(pi— 1) COM) (mm-1) 
dg.10= > 一动 一 9 4。 (1.6.30) 
T=1 0 07。 


对 式 (1.6.29) 取 变 分 ， 令 
8g,=0, (k=0,1,°%,m—2), df=0 (1.6.31) 
并 注意 到 式 (1.6.30)， 有 


(8773 ) : Doep 0 (84 - 1) 6 有 OO DO (Hs— 1) 
0 9.+8 = 之 一 dz 十 > ， >, ri- 1) mn) dv 
1 09。 II=l1 Y=1 00 09。 
pp Cm) 
十 5 0% < (1.6.32) 
o=]1 0 go 


pa ee as 


d (mt 1) d Opg 5 7 1) & OPF dd (11-1) 
了 ED Qe+a) = -TL ye 9。 + >》 一 起- 一 az(09。 ) 


ST= 1 0 qo OC=]1 0 go 
(1.6.33) 
来 用 交换 关系 
oi) 《8 
和 (89: ) 一 0 go， (Ia 一 wy，E) (1.6.34) 


则 由 式 (1.6.32)、(1.6.33) 和 (1.6.34) 得 到 
一 38 一 


d mm- 1) (rr) d Op) Op 
di (0 Ge+p)— 0 g.48 = (0 (#3) 和 六 m1) 


了 = 工 0 go 0 qo 


8 
DPC Op (9— 1) 
> Fy (mm) jog 9 (AP 一 1 EC) 
了 = D Ger?r 0 go 


(1.6.35) 
称 式 (1.6.34) 和 (1.6.35〉 为 高 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 交 
换 关 系 。 
研究 式 (1.6.34)、(1.6.35)》 的 两 个 特殊 情形 . 当 %=1 了 财 ， 
关系 (1.6.34) 和 (1,6.35) 成 为 式 (1.6.5) 和 《1.6.6)。 妆 
MH 二 2 时， 给 出 


d ,、. .。 
0do) 一 589， 《5 一 1，8) 


d,s, 。 d 928 Ov2 
-i 0g, 轩 0g, 


£ 
Do21 OPW N,. 


y=1 
2. 准 坐 标 下 的 交换 关系 
设 力 学 系统 受 有 8 个 理想 mx 阶 非 完整 约束 
foal(qrd sgrst) =0, (B=1,*,0; 3 一 1 1) 
(1.6.37) 
取 。 一 % 一 8 个 彼此 函数 独立 的 w 阶 准 速 度 。。 
WD, 一 也 nc (qi9059 °° ,G1), (s=1,%,e) (1.6.38) 
假设 中 式 (1.6.37) 和 (1.6.38) 可 解 出 4:， 并 记 作 
qs= pr (qn, Jk, "0 Mk 9 We » 1)， (Ss,R=1,"",7) 


z (1.6.39) 
此 时 和 粹 阶 Appell-dHeTaes 定义 为 
(ot 1 》 D (mm) cm-1) 
dg = mrd Ts, (s=1,%,n) (1.6.40) 
o=1 0 ov 


Wr HE mh WE hi he WEAN roe Er ht 


对 式 (1.6.39) 取 变 分 ， 令 
0g:=0, (8 一 0 1 Mi 一 2)， 8 一 0 (1.6.41) 
并 注意 到 式 (1.6.40)， 有 


{74 ) 4 DO OG (1 1) 9 a 1) 
0 9;= >， 本 1 md To 1 50 二- -1D 
R=1 Og oc=10 w, vo=1 0 ov 
(S= 1],* ,nN) (1.6.42) 
将 式 (1.6.40〉 对 t 求 导数 。 得 
E é 
d (my 1) d Op Cm - 1 ) OP ™) d (1m 1) 
df 0 dr ) 一 a m0 工 ， 十 一 di TXT ) 
=] 0 CD “ C=]1 0 0 


对 此 情形 应 用 式 (1.3,39)， "有 


(DD em) (1,6..11) 


由 式 (1.6.42)、(1.6.43) 和 (1.6.44)， 得 到 


《93 1) (8918 》 d Op DO (m3— 1) 
Cg ds )—8 dv 一 2, 区 省 i) No 
di | 0 0, 0 i 
6 「 a (fn 1) 
Ed 可 0 XA, ) -0 oo | (1.6.45) 
o=1 0 @, 
注意 到 


‘mm 1) 1) 


8 工 v )=6 ao。 9 (0 一 1，…,E) (1.6.46) 
将 其 代入 式 (1.6.45)， 得 到 


(1-1) (9 ) e d OP DO 7 (m1) 
人 dr ) 一 0 0 一 > (过 (4 ~ 5 一 二 二) To 


el 0 ww, 0 TX, 
($= 1,*, 1) (1.6.47) 
称 式 (1.6.46)、(1.6.47) 为 高 阶 非 完整 系统 准 坐标 下 的 交换 关 


三 义 坐标 下 的 交换 关系 〈1.6.34)、(1.6.35) 以 及 准 坐标 下 


的 交换 关系 (1.6.46)、 (1.6.47) 可 用 于 导出 高 阶 非 完整 系统 
的 运动 微分 方程 以 及 研究 高 阶 非 完 整 系 统 的 Hamilton 原理 。 


1.6.3 新 型 交换 关系 


1 Vujanovic 交换 关系 

1975 年 Vujanovié 在 了 是 究 完整 非 保 宇 系统 的 变 分 原理 时 提出 
一 种 新 型 交换 关系 ， 认 为 对 完整 非 保 守 了 系统 d8 关 9d，, 而 其 差 与 动 
力学 图 数 和 广义 力 有 基 `……。 设 系统 的 Lagranage 国 数 为 

了 一 了 :十 了 1 十 Zn 

其 中 过 ，Z: 和 工 , 分 别 为 Lagrange 国 数 中 对 广义 速度 的 齐 二 次 
式 ， 齐 一 次 式 和 零 次 式 ; 而 非 势 广义 力 为 @ 一 QyCgkodkot)。 

定义 1 交换 关系 


人 (800) 一 最 一 00400100) 
(1.6.48) 
称 为 Vujanovic 交换 关系 。 
由 定义 (1.6.48) 得 知 ,对 完整 保守 系统 ， 因 Q4=0, 故 有 
全 (90 ) =06,, ($= 1,**,7) (1.6.49) 
因此 ，Vujanovic 认为 do= 8d 对 完整 保守 系统 成 立 。 
2， 非 完整 系统 的 新 型 交换 关系 
设 非 完整 约束 表 为 形式 | 
fal(qsGt)=0, (B=1,*, pp; S—=1, ,nN) (1.6.50) 
定义 2 交换 关系 
d . 6G， 忆 1/ ,Of 
di (07:) 一 5094: 一 万 Ce 十 名 483 094 
| (1.6.51) 
称 为 非 完整 系统 的 新 型 交换 关系 ， 其 中 Xs 为 约束 乘 子 。 


显然 ， 交 换 关系 (1.6.51) 比 (1.6.48) 更 为 一 般 ， 因 为 当 
没有 非 完 整 约束 时 ， 关 系 (1.6.51》 成 为 式 (1.6.48)。 


利用 新 型 交换 关系 〈1.6.48) 可 将 完整 非 保守 系统 的 Ha- 
milton 原理 化 成 简单 形式 ;利用 新 型 交换 关系 (1.6.51) 可 将 
非 完 整 非 保守 系统 的 Hamilton 原理 化 成 简单 形式 。 


$1.7 历史 资料 


1.7.1 名 家 介绍 


了 , 工 . Lagrange (1738 一 1813) 法 国力 学 家 、 数学 鹤 。 
Lagrange 是 分 析 力 学 的 奠基 人 。 在 他 的 著作 4 分析 力 学 》(Méca- 
nique analytique, 1788) 中 提出 虚 功 原理 ,并 与 D'Alembert 原理 
结合 而 得 到 动力 学 普遍 方程 一 一 D'Alembert-Lagrange 原 理 ， 所 
出 约束 .广义 坐标 的 概念 ,并 得 到 完整 系统 广义 坐标 中 的 方程 一 一 
第 二 类 Lagrange 方程 ;给 出 Lagrange 最 小 作用 量 原理 ; 提出 流体 
运动 的 Lagrange 描述 法 ， 以 及 重 刚体 定点 转动 的 Lagrange 可 积 
情形 (1811)。 


1.7.2 国外 分 析 力 学 名 著 与 教材 

1. J. RR. D’Alembert, Traité de dynamique, Paris, 1743 
这 本 《动力 学 )， 除 前 言 外 其 分 两 部 分 、7 章 。 书 中 指 出 Newton 
第 二 定律 也 运用 于 非 目 由 物体 和 完全 固定 的 物体 。 从 此 开辟 了 对 
非 目 由 质点 夭 动 力学 的 研究 。 书 中 提出 的 原理 ,后 来 演变 为 
D'Alembert 原理 的 近代 说 法 。 这 本 书 不 仅 为 后 来 分 析 力 学 的 形 
成 提供 了 重要 资料 ， 而 且 也 是 力学 学 科 的 名 著 。 

2. J. L. Lagrange, Mécanique analytiqgue, 1788。 这 部 
《分 析 力学 ?是 分 析 力 学 的 黄 基 性 著作 。 书 中 包括 静 力学 8 音 ， 动 
力学 12 章 。 该 书 用 分 析 方 法 从 变 分 原理 出 发 建立 受 约束 力学 系统 
平衡 和 运动 的 方程 ， 首 次 采用 广 闵 坐标 、 广 闵 速 度 等 概念 。 书 中 
也 讨论 了 小 振动 理论 。 整 本 书 用 分 析 形式 写成， 没有 一 张 图 。 
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1815 年 的 第 三 版 附 有 8 篇 附录 ， 其 中 一 篇 是 论 重 刚 体 绕 定点 转动 
的 可 积 情形 的 论文 。 本 书 是 力学 学 科 的 名 著 。 

3. S.D. Poisson, Traité de dynamique, Paris，1833。 这 
本 《动力 学 ?在 很 长 时 间 内 作为 标准 教科 书 。 

4. W. R. Hamiltony,Dn a general method in dynamics, 
by which the study of the motion of all free systems 
attracting or repeling points 1s reduced to the search 
and differentiation of one central relation or characteristic 
function, Phil. Trans. of the Roy. Soc., [. HH, 1834, P247— 
308; Second essay on a general method in dynamics, 
Phil. Trans. of the Roy, Soc.，T, I ,1835，pP95 一 144。 这 是 
Hamilton 的 两 篇 划时代 的 论文 ， 文 中 提出 也 amilton 原理 与 正 
则 方程 。 

5,. C.G. 了 . Jacobi, Vorlesungen tber Dynamik, 1866。 
这 本 《动力 学 讲演 录 3》 是 作者 生前 的 讲课 记录 ， 书 中 叙述 了 分 析 力 
学 中 的 正则 方程 解法 和 正则 变 换 ， 是 HHamilton-Jacobi 方程 的 
最 早 记 录 。 本 书 是 力学 学 科 的 名 浇 。 

6, H, Hertz, Die Prinzipien der Mechamk In neuem 
Zusammenhange dargestellt, Leibzig, 1894。 这 本 (力学 原理 > 
包括 3 卷 ， 第 一 卷 是 质点 系 几何 学 和 运动 学 ， 第 二 卷 是 质点 系 力 
学 ， 第 三 若是 杂文 和 电波 。 书 中 前 次 将 约束 和 力学 系统 分 成 完整 
的 和 非 完 整 的 两 大 类 。 本 书 是 力学 学 科 名 闭 。 

7, H. Poincaré,Les méthodes nouvelles de ja mécani- 
que céleste，Paris, 1892, 1893, 1899。 这 套 《 天 体力 学 新 方法 》 
共 3 卷 ， 总 结 了 天 体力 学 问题 ， 特 别 是 三 体 问 题 中 提出 的 许多 数 
学 方法 和 理论 ， 如 积分 不 变量 ， 小 参数 方法 ， 摄 动 理 论 ， 周 期 解 
稳定 性 理论 等 。 现 代 力 学 中 许多 非 线性 问题 的 解法 和 理论 都 源 于 
此 书 。 本 书 为 力学 学 科 名 著 。 


8. A. M, JIsanyBoB, OGrmag 3anada 06 ycTO 让 qdHBOCTH 


XBHXeHHA, XappKOB, 1892。 这 本 《运动 稳定 性 的 一 般 问题 3 提出 
了 运动 稳定 性 的 严格 定义 和 两 种 分 析 方 法 一 一 特征 数 法 和 JIsnm- 
yB0B 限 数 法 。 在 20 世 纪 ，JIanysoa 方法 被 广泛 用 于 解决 力学 系 
统 ， 日 动 调 布 系统 等 的 稳定 性 问题 。 本 书 为 力学 学 科 名 著 。 

9. 了. Appell, Traité de mécanique rationne!lle, Paris, 
1896，1899，1953，1955。 这 套 《 理 性 力学 ? 共 5 卷 ， 其 中 第 一 卷 
为 静 力 学 、 点 的 动力 学 ， 第 二 卷 为 系统 动力 学 、 分 析 力 学 。 在 第 
二 郑 第 24 恒 “ 分 析 动 力学 的 普遍 方程 ”中 给 出 了 著名 的 Appell 
方程 。 这 套 书 曾 多 次 再 版 ， 不 仅 在 法 国 而 且 在 世界 都 是 非常 著名 
的 教材 。 本 书 是 分 析 力 学 的 名 著 。 

10. 上 上. T.Whittaker, A treatise on the analytical dyna-— 
mics of particles and rigid bodies, Combridge, 1904, 1917, 
1927，1937。 这 本 《分 析 动 力学 ”在 剑桥 大 学 多 次 出 版 ， 是 本 世纪 
惫 以 前 分 析 力 学 成 就 的 很 好 总 结 。 本 书 是 分 析 力 学 的 名 著 。 

11]. G. Hamel, Thearetische Mechanik, S-V, 1949。 

这 本 《理论 力学 ?是 一 部 很 有 特色 的 专著 ， 其 中 第 9 章 “ 有 限 自 由 
度 的 非 完 整 系统 ”给 出 了 著名 的 Boltzmann-Hamel 方程 并 给 出 
二 阶 非 完整 约 东 的 例子 。 

12, C. Lanzos, The variational Principles of mecha-— 
nics, University of Lloronto Press, 1949。 这 本 《力学 的 恋 分 
原理 3 对 基本 概念 ， 求 解 动 力学 问题 的 变 分 方法 讲 得 好 。 

13。 了 了 . 工 . Synge, Classical dynamics，S-V，1960。 这 本 
《经 典 动力 学 ?分 6 个 部 分 ， 包 括 引 论 ， 运 动 学 ， 质 点 动力 学 ， 质 
点 系 和 刚体 动力 学 ， 一 般 动 力 理论 ， 相 对 论 性 动力 学 等 。 侧 重 几 
何 观点 是 本 书 特 色 。 

14. PD, 卫 . 工 aHTMaXenp，JIekIKHHE IO 282TETHIecCkKkO 瘦 Mexa— 
HKe， MockaBa，1960。 这 本 《分 析 力 学 讲 又 ?给 出 分 析 力 学 的 方 
法 及 其 在 稳定 性 理论 ， 振 动 理论 和 刚体 动力 学 中 的 应 用 ， 较 详细 
地 网 述 了 力学 的 变 分 原理 和 积分 不 变量 ,正则 变换 和 豆 amilton 一 


Jacool 方程 。 


15,. A. I. JIyppe, AHannrnqecrag MexaHHKa, PM, 
Mocksa，1961。 这 本 《分 析 力 学 ) 包 括 12 章 : 基本 定义 ， 刚 体 运 
动 党 ， 刚 体 有 限 转 动 理论 ， 基 本 动力 学 量 ， 功 和 势能 ， 动 力学 普 
遍 方 程 和 分 析 静 力学 ，Lagrange 微分 方程 ， 运 动 微分 方程 的 其 
它 形式 ， 相 对 运动 动力 学 ， 正 则 方程 和 Jacobi 定理 ， 扰 动 理论 ， 
力学 的 变 分 原理 等 ， 以 及 两 个 附录 。 本 书 的 特点 在 于 材料 让 合并 
较 接 近 工 程 问 题 。 

16. 工 . A. Pars, A treatise on analytical dynamics, 
London, William Heinemann，1965。 这 本 《分 析 动 力学 包括 
30 章 ， 其 中 如 Lagrange 方程 及 其 应 用 ， 冲 击 运 动 ， 茜 本 方程 的 
6 种 形式 ， 接 触 变 换 ， 变 分 原理 等 讨论 得 相当 详细 。 

17. B.C. HogocenoB, BapnananOHHpIe MeTOEBI B MCYa- 
HHKe，J 中 ,1966。 这 本 《力学 中 的 变 分 原理 包括 4 部 分 : 完整 系 
统 的 D'Alembert-Lagrange 变 分 ， 非 完整 系统 的 DAlembert- 
lagrange 变 分 ，Gauss 变 分 ， 基 于 分 析 力 学 方法 的 最 优 过 程 理 
论 等 。 本 书 对 非 完 整 系统 的 变 分 原理 讨论 得 相当 详细 。 

18. IO. Hi. Heiimapr, HH A. Pyqaes, [nHaMnKa Hero- 
AOHOMHPIX CHCTeM，M,， 1967 ,本 书 《 韭 完整 系统 动力 学 是 非 完 
系统 分 析 力 学 方面 的 第 一 部 专车。 全 书 共 7 章 ， 包 括 非 完整 系统 
运动 学 ， 用 动力 学 次 人 遍 定律 研究 非 完 整 系统 的 运动 ， 非 完整 系统 
分 析 动 力学 ， 非 完整 系统 力学 中 数学 模型 的 修正 ， 非 完整 系统 的 
小 振动 和 稳定 性 ， 非 完整 系统 动力 学 和 滚轮 系统 的 线路 稳定 性 问 
题 ， 非 完整 系统 动力 学 和 电机 的 一 般 理 论 等 。 


1.7.3 我 国 出 版 的 分 析 力 学 专著 和 教材 


1, 广 家 坏 。 分 析 动 力学 。 北 京 : 高 等 教育 出 版 社 ，1958， 
2， 王 光 远 。 应 用 分 析 动 力学 。 北京: 高 等 教育 出 版 社 ， 
1982 。 


prs Ph i he a |! 


3。 汪 家 了 环 。 分 析 力 学 。 北 京 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1983， 
4。 刘 永 。 分 析 力 学 。 哈尔滨 :黑龙江 科 学 技术 出 版 社 ， 


5。 关 镇 。 分 析 力 学 ， 上海: 上 海 交 通 大 学 ，1984。 

6，. 黄 昭 度 ， 纪 辉 玉 ， 分析 力学 。 北 京 : 清华 大 学 出 版 社 ， 
1985， 

7。 谈 开 胖 。 分 析 力 学 。 哈 和 尔 滨 :哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ， 
1985。 
”8、 梅 风 翔 。 非 完整 系统 力学 基础 。 北 京 : 北京 工业 学 院 出 
版 社 ，1985 。 

9 陈 误 。 分 析 动 力学 。 北 京 : 北京 大 学 出 版 社 ，1987。 

10。 梅 凤翔 ， 刘 桂林 。 分 析 力 学 基础 。 西 安 ， 西安 交通 大 学 
出 版 社 ，1987。 

11。 梅 凤翔 。 非 完整 动力 学 研究 ， 北 京 ， 北京 工业 学 院 出 版 
什 ，1987， 
12, 梅 凤翔 。 分 析 力 学 专题 。 北 京 : 北京 工业 学 院 出 版 社 ， 
1988, : 

13， 刘 桂林 。 分 析 力 学 范例 与 习题 。 北 京 ， 北京 理工 大 学 出 
版 社 ，1988。 

14, 杨 来 伍 ， 梅 凤翔 ， 变 质量 系统 力学 。 北 京 ， 北京 理工 大 
学 出 版 社 ，1989， 


1.7.4 分 析 力 学 大 事 年 表 


1657 年 ”Fermat 提出 最 小 时 间 厌 理 。 

1686 年 、Leibniz 以 物体 质量 与 其 速度 平方 之 积 为 活力 ， 并 
提出 活力 的 守恒 。 

1690 年 J. Bernoulli 讨论 悬 链 线 平衡 形状 。 

1717 年 了 . Bernoulli 对 虑 位 移 原理 作 一 般 性 表达 。 

1743 年 、D'Alembert 在 《动力 学 ;中 提出 受 约束 质点 的 动力 


1744 年 Maupertuis 提出 最 小 作用 量 原 理 。 

1783 年 ”Carnot 提出 虚 位 移 的 概念 。 

1788 年 Iagrange《 分 析 力 学 ?出 版 。 

1829 年 ”Gauss 提出 力学 中 的 最 小 拘束 原理 。 

1834 一 1835 年 ”Hamilton 提出 Hamilton 原理 和 正则 方 
程 。 

1837 年 ”Jacobi 建立 定理 用 以 解 Hamiilton 正则 方程 。 

1872 年 ”Ferrers 导 出 非 完 整 系统 不 带 来 子 的 方程 。 

1876 年 ”Kirchhotf 将 Hamilton 原理 推广 到 连续 介质 。 

1876 年 ”Routh 用 循环 坐标 将 Lagrange 方程 降 阶 。 

1877 年 ”Lie 应 用 接触 变换 于 力学 ， 处 理 正 则 方程 的 变换 和 

1884 年 ”Ronuth 导出 适用 于 非 完整 系统 的 带 乘 子 的 动力 学 

方程 。 

1892 年 ”JIqnyHoB 提出 运动 稳定 性 的 一 般 数 学 理论 。 

1894 年 ”Hertz 提出 约束 和 系统 分 为 完整 的 和 非 完 整 的 。 

1895 年 、dannpiraa 导出 非 完 整 系统 不 带 乘 子 的 动力 学 方 

1898 年 ”Volterra 给 出 非 完整 系统 准 坐 标 中 的 方程 。 

1892 一 1899 年 ”Poincarek 天 体力 学 新 方法 》 3 卷 出 版 。 

1899 年 ” Appell 给 出 非 完 整 系统 的 动力 学 方程 。 

1901 年 ”Levi-Civita 给 出 自治 正则 系统 平稳 解 的 定理 。 

1901 年 Maggi 给 出 非 完 整 系统 的 动力 学 方程 。 

1901 一 1904 年 Boposger (1901)， Boltzmann (1902 )， 
Hamel (1904) 给 出 完整 和 非 完整 系统 准 坐 
标 中 的 方程 。 

1904 年 ”Whittaker 在 其 《分 析 动 力学 》 中 总 结 经 典 力 学 的 

成 果 。 


1908 年 ”Jourdain 提出 一 类 微分 变 分 原理 。 

1918 年 ”Noether 发 表 对 称 不 变性 定理 。 

1920 年 ”Jeaoa 提出 非 完整 系统 的 混合 型 方程 。 

1922 年 、Beghin 提出 伺服 约束 的 概念 。 

1926 一 1928 年 Vranceanu, Horak, Schouten, Cartan 所 
出 非 完 整 几何 学 。 

1932 一 1933 年 ”deraes 提出 非 线性 非 完 整 约束 的 碟 位 移 定 

1935 年 ”Nielsen 在 其 《基础 力学 》 中 提 完整 系统 一 类 新 方 
程 。 

1936 年 ”Mac-Millian 在 其 《刚体 动力 学 》 中 提出 非 完 整 系统 

| 一 类 新 方程 。 
1937 年 、Agostinelli 提出 等 价 动力 系统 。 
1939 年 ”五 oGpoSpaaoB 得 到 非 完整 系统 准 坐 标 中 的 正则 方 


程 。 
1957 年 ”Honoceros 对 一 阶 非 线性 非 完整 系统 动力 学 进行 
一 系列 研究 。 


1958 年 ” 汪 家 斌 的 《分析 动 力学 出 版 。 
1962 年 Mangeron、Deleanu 得 到 高 阶 系统 的 动力 学 方 
程 。 

1962 一 1963 年 Apnonpn 和 Moser 发 展 了 Konmoropos 
1954 年 关于 近 且 amilton 系统 的 理论 ， 形 成 
KAM 定理 。 

1964 年 ”和牛 青 潍 提 出 速 论 空 间 和 加 速度 空间 虚 位 移 的 概 念 。 

1966 年 ”区 omanqreB 提出 高 阶 非 完整 系统 的 动力 学 方程 。 

1967 年 ”Heiimapx 和 dy 中 aea《 非 完整 系统 动力 学 》 出 版 。 

1969 年 ”Godbillon 的 《微分 几何 积分 析 力 学 ?出 版 。 

1974 年 ”Apaoxpx 的 4 经 典 力 学 的 数学 方法 ?出 版 。 

1978 年 ”Abraham 和 Marsden 的 《力学 基础 ?出 版 。 


1.7.5 关于 分 析 力 学 的 历史 与 现状 研究 


文献 [15] 对 非 完 整 力学 的 发 展 简 史 作 了 很 好 的 总 结 ， 收 集 了 
50 年 代 以 前 的 大 量 文献 。 文 献 516) 的 参考 书目 有 515 篇 ,反映 了 
60 年 代 以 前 人 们 在 非 完 整 系统 分 析 力 学 方面 的 主要 贡献 。 文 献 
[17D 研究 了 分 析 力 学 的 近代 发 展 以 及 非 完整 力 学 的 历史 与 现状 ， 
1 别 询 党 了 我 国 分 析 力 学 的 近年 研究 成 果 。 


1.7.6 关于 分 析 力 学 的 基本 概念 的 研究 


文献 C7 对 约束 的 研究 相当 出 色 。 关 于 分 析 力 学 基本 概念 的 
讲述 与 讨论 还 可 参考 文献 [18] 一 5C27]。 


习 症 
1. 一 质点 在 空间 中 运动 ， 所 受 约束 为 
2 一 4 三 用 


试 证 这 是 一 个 非 完整 约束 ， 但 可 找到 满足 约束 的 一 些 轨 道 +=x(t)，y= 
y(t), s = 2(t)o 

2。 试 证 (1.3.5) 是 不 可 积 的 。 

3。 验 证 约 束 x (w+ y+t22)+2Crrt yy +a) =0 不 满足 条 件 (1.1.26)， 
但 却 是 可 积 的 。 z 

4。 试 证 ， 如 约 束 fa(4s, gs, 人 = 0， (=1…8gs=1…0) 是 可 积 
的 ， 则 有 


= 0， (fH=1,°,g;S=1, °°,n) 


5。 试用 抛物 线 坐 标 w，v，? 及 其 对 时 间 的 导数 来 表示 点 的 速度 和 加 速 
度 ， 其 中 = aoc os9， » = Vwv sing, 2 = 二 (Ce-o)。 


6。 利用 (1.3.19) 及 (1.2.8)， 试 证 下 述 关 系 


。 7 。 
Pr pr Dr da 0gr 
df 0OT。 Os 天 109x di Dows 


7。 一 质点 在 空间 中 运动 ， 所 受 约 束 为 ?= zx。 试 分 别 用 Hertz-Hslder 
原则 和 Appell- 了 Teraea 定义 给 出 该 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 。 

8.“ 当 有 微分 约束 在 场 时 ， 正 像 当 有 非 无 限 小 约束 在 场 时 那样 ， 虚 位 
移 只 有 在 那 种 场合 下 才 和 实 位 移 相 合 ， 邯 约束 是 稳定 的 .” 下 yxronpE 书 中 


这 段 话 是 否 正 确 ? 
9。 试 证 明 如 下 交换 关系 
t 
tim) (mI di OPa™ Po ‘ri} 
m0 ds )-0gs= > (oo my 
0 二 0 go 0 do 


& 
Pa™ OPy™ (m—1) 
,2 (好 一 (mm) ) O do 


人 1 D etry D gs 
es 
-全 Opi (rm) 1m—1) Cm) 
{rm ) (mi do )— O qo ] (B=1,*,g) 
人 二 1 0 go 
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第 二 章 “分析 力学 的 变 分 原理 


分 析 力 学 的 变 分 原理 分 为 两 大 类 : 一 类 是 微分 变 分 原理 ， 另 
一 类 是 积分 变 分 原理 。 微 分 变 分 原理 是 研究 力学 系统 在 某 状态 邻 
近 无 限 小 时 间 间 隔 中 真实 运动 和 其 它 可 能 运动 之 间 所 做 的 局 部 比 
较 。 比 较 结果 表明 、 对 真实 运动 来 说 ， 某 国 数 取 极 值 。 积 分 变 分 
”原理 是 研究 力学 系统 在 一 段 有 限时 间 内 真实 运动 与 可 能 运动 之 间 
的 比较 。 比 较 结果 表明 ， 对 真实 运动 来 说 ， 某 泛 函 取 极 值 。 

分 析 力 学 的 变 分 原理 是 整个 分 析 力 学 的 基础 和 出 发 点 。 同 时 
又 有 相当 的 概括 性 ， 对 坐标 变换 的 不 变性 以 及 比 微分 方程 有 更 广 
泛 的 适应 性 等 优点 。 

在 这 一 章 里 ， 我 们 介绍 微分 变 分 原理 ， 完 整 系统 在 广义 坐标 
下 的 积分 变 分 原理 ， 完 整 系统 在 准 坐 标 下 的 积分 变 分 原理 ， 非 完 
整 系统 的 积分 变 分 原理 ， 一 类 新 型 积分 变 分 原理 ， 新 型 交换 关系 
下 的 互 amilton 原理 ， 最 后 给 出 一 些 历史 资料 。 


3 2.1 微分 变 分 原理 


本 节 讨论 DAlembert-Lagrange 原理 ，Jourdain 原理 ， 
Gauss 原理 和 万 有 了 DAlembert 原理 等 各 种 微分 变 分 原理 ， 最 后 
讨论 微分 变 分 原理 的 应 用 。 


2.1.1 D'Alembert-Lagrange 原理 


1. D'Alembert 原理 z 
设 力 学 系统 由 入 个 质量 为 mz 二 1,…,N》 的 质点 组 成 ， 质 
点 的 加 速度 为 wa = 天, 我 们 把 囊 ;= 一 m7; 称 为 价 性 力 。D’Alem- 


二 


i HAT i 下 i 


bert 原理 指出 ， 在 每 一 瞬时 ， 作 用 在 质点 上 的 主动 力 严 ;， 约 束 
反 力 R;， 以 及 假想 的 惯性 力 吓 ;， 必 满足 平 衡 条 件 
F;+ ;+R;=0, ($=1,*, NN) (2.1.1) 

D'Alembert 原理 《2.1.1) 有 重要 的 理论 意义 和 应 用 价值 。 
首先 ， 它 把 动力 学 问题 用 静 力 平衡 方法 来 求解 ， 形 成 所 谓 “动静 
法 "”。 用 这 个 方法 思考 问题 简单 ， 而 且 有 时 解 题 很 方便 。 其 次 ， 
D'Alembert 原理 与 虚 位 移 原理 联合 而 构成 动力 学 普 亿 方程 一 一 
D Alembert-Lagrange 原理 。 

2， 虚 位 移 原 理 

虚 位 移 原理 可 表述 如 下 : 在 理想 双 面 约束 下 ， 力 学 系统 平衡 
的 必要 和 充分 条 件 是 作用 在 系统 上 的 主动 力 在 任何 为 约束 允许 的 
虚 位 移 中 所 作 元 功 之 和 等 于 零 ， 即 


~N 
FiOr;=0 (2.1.2) 
i =1 
虚 位 移 原 理 ， 亦 称 虚 功 原理 ， 它 是 分 析 静 力学 的 基础 ， 用 它 
来 解 静 力学 问题 有 许多 方便 之 处 。 虚 位 移 原 理 与 D'Alembert 原 
理 联 合 而 构成 了 Alembert-Lagrange 原理 。 
3. D'Alembert-Lagrange 原理 
根据 D'Alembert 原理 ， 加 在 系统 的 点 上 的 主动 力 i, 约束 
反 力 Ri:， 以 及 假想 的 惯性 力 TB; 所 组 成 的 力 系 ， 在 每 一 瞬时 ， 即 
在 运动 条 统 的 每 个 位 置 上 ， 都 满足 平衡 条 件 。 但 是 ， 对 于 满足 平 
衡 条 件 的 力 系 可 以 应 用 由 虚 位 移 原理 所 表示 的 平衡 条 件 。 因 此 ， 
D' Alembert 原理 与 虚 位 移 原 理 相 结合 ， 就 得 到 D’Alembert- 
Lagrange 原理 。 这 个 原理 可 表述 如 下 ， 在 理想 双 面 约束 下 ， 在 
所 有 时 刻 真 实 运动 不 同 于 运动 学 上 可 能 的 运动 仅 在 于 ， 对 真实 运 
动 来 说 ， 主 动力 和 假想 的 惯性 力 在 系统 任何 虚 位 移 中 所 作 的 元 功 
之 和 等 于 零 。 
由 DAlembert 原理 和 虚 位 移 原理 ， 我 们 有 


A 
DEFit+ Ri—miii): dri=0 (2.1.3) 


上 三 1 
在 理想 约束 下 ， 即 当 
LV 
> 民 …or; 一 0 (2.1.4) 
! 二 工 
时 ， 式 (2.1.3) 成 为 
LV 
(天 ;一 MP) dr:=0 (2.1.5) 
{二 1 


是 D'Alembert-Lagrange 原理 的 矢量 形式 。 原 理 〈2.1.5) 在 
直角 坐标 下 表 为 
NN 
> {CC—mikit Fi dX CC— myit Piy)OYi 


1 二 } 
+ (—Ii2i+ Fir)d2i} =0 (2.1.6) 


4. D'Alembert-Lagrange 原理 在 广义 坐标 中 的 表达 
现在 变换 惯性 力 在 虚 位 移 上 所 作 元 功 之 和 一 Sm Or ;0 


1: 二] 
~ 
为 此 ， 引 进 系统 的 动能 了 -二 开 mt 广 ， 并 且 刹 时 不 考虑 非 完 
整 约束 的 限制 。 四 
命题 1 我 们 有 


N 好 、 
Ymiticori = (S$ -89， (2.1.7) 


: di 0 90g 
1 二 1 =1 
证明] 
-db7 807 
> (FH 0 ) 
了 三 二 
~ 7 。 
Q or:; .0r:; 
“之 Tim "04 ) -mi 0g; je 


利用 经 典 ILagrange 关系 〈1.2.8》 及 关系 〈1.4.3)， 上 式 右 端 


Hh eh rnp i i 


N n 


,, Or; 一 
> (mii, . 2, Bq, 99， ) 一 > JI2; 六 1， 人 7; | 


‘二 1 + 二 1 xz 二 1] 
根据 命题 1 ， D Alembert-Lagrange 原理 (2.1.5) 可 表 为 
Euler-Lagrange 形式 


5 (9 d 67 
Og, dr Bi + 0 )8g:=0 (2.1.8) 


二 1 
其 中 
入 
加 0O7; 
0 Fi og, (2.1.9) 
为 广义 力 。 若 引进 Euler 算 子 
Fr_dD 0 
di 这 一 (s=1,%,n) (2.1.10) 
则 起 (2.1.8) 写 成 
2 {—E(T)+0,}8y,=0 (2.1.11) 
了 二 1 
命题 2 我 们 有 
~N 7 。 
., oo 六 oar 
MF Or:; 一 (2 一 3 ) 
2 之 5 一 2)ag (2.1.12) 
证明】 
> oT 2 .04 
‘1 4 Og jag 
Vv 7 。 
= (mi tm 0 mis Dt og 
fs 二 1s=1 ds 


据 经 典 Nielsen 关系 (1.2.12) 以 及 关系 (1.2.8) 的 第 一 式 
上 式 右 端 与 式 (2.1,12) 左 端 一 致 。 | 
根据 命题 2 ， D'Alembert-Lagrange 原理 (2.1.5) 可 表 为 


» 


”Nielsen 形式 


三 (只 -六 +0,)8g,=0 


(2.1.13) 
车 引进 Nielsen 算 了 于 
0 d 0 
一 一 “ Gg (S 一 1,…,H1) (2,.1.14) 
则 式 (2.1.13〉 写 成 
引入 的 加 这 
LT mz. ,， (2.1.16) 
“全 
命题 3 我 们 有 
Bm, Or; -5 6000, (2.1.17) 
[证 明 ] 
0 -04 = 5 Tm Go, = Tr | 
了 二 和 s 二 lt=1 1 三 1 


根据 命题 3 ，D'Alembert-Lagrange 原理 (2.1.5) 可 表 为 
Appell 形式 


疗 


0S 
>(- Od: .04. 一 (2.1.18) 


| 
在 建立 命题 1 一 命题 3 时 ， 并 未 考虑 到 非 完 整 约 束 的 限制 。 
但 原理 (2.1.8)、(2.1.13) 和 (2.1.18〉 对 非 完 整 系统 仍然 有 
效 。 实 际 上 ， 在 许多 情况 下 仅 在 得 到 这 些 形式 后 才 考 虑 到 非 完 整 
约束 ， 从 而 推导 出 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 
用 D'Alembert-Lagrange 原理 可 推 寻 完整 系统 和 一 阶 非 完 


整 系统 的 运动 微分 方程 。 对 于 线性 非 完整 约束 系统 来 说 ， 约 束 对 
于 虚 位 移 的 限制 用 是 关于 64 的 线性 式 ,因此 可 直接 应 用 原理 (2， 
1.8)、(2.1.13)》 和 《〈2.1.18)。 对 于 非 线性 非 完整 系统 ， 则 需 采 
用 Appell-qeraeB 定义 。 


2.1.2 Jourdain 原理 


1。Jourdain 原理 

在 D'Alembert-Lagrange 原理 中 变 分 是 坐标 的 变 分 ， 即 通 
曾 所 指 的 虚 位 移 。 在 Jourdain 原 理 中 变 分 是 速度 的 变 分 ， 即 速 
府 空 间 的 虚 位 移 “。Jourdain 原 理 可 表示 为 


Ny 
DF ,i— mi) dF; = (2.1.19) 
:二 1 


此 原理 对 约束 所 加 限制 是 Jourdain 意 义 下 的 理想 性 ， 即 


人 
2_,Ri:d7;=0 (2.1.20) 
:=1 


2. Jourdain 原理 在 广义 坐标 中 的 表达 
在 2.1.1 | 1 一 命 题 3 ， 对 速度 空间 的 虚 位 移 仍然 成 
了 这， 有 


Dm OF = DBT, ENTy0, = bn 
(2.1.21) 


利用 这 些 结果 容易 将 Jourdain 原理 (2.1.9) 表 为 Euler-Lag- 
range 形式 


ar d 7 
( Os “di BG + Q)86,=0 (2.1.22) 
Nielsen 形式 
T 了 
一 3 + 0)a2, = (2.1.23) 
ss 二 1 ’ 


以 及 六 ppell 形式 


5 (~ +0,),=0 (2.1.24) 


三 ] ds 


利用 Jourdain 原理 (2,1.22) 一 (2,1,24) 可 以 推导 完整 系 
统 的 运动 微分 方程 。 考 虑 到 非 完 整 约 束 对 速度 空间 虚 位 移 的 限 
制 ， 它 们 还 可 用 于 推导 一 阶 非 完 整 系统 的 运动 微分 方程 。 利 用 二 
阶 Appell-deraeB 定义 (1.4.20)， 还 可 用 于 推导 二 阶 非 完 整 系 
统 的 运动 微分 方程 。 


3 Gauss 有 奈 理 


1。 Gauss 原理 


Gauss 原理 的 物理 基础 是 最 小 拘束 的 概念 。 力 学 系统 的 拘束 


~ 
1 
Zo (i (2.1.25) 


(rauss 原理 可 表述 如 下 : 在 每 一 时 刻 处 于 主动 力 及 理想 双 面 
约束 下 的 系统 ， 其 真实 运动 不 同 于 所 有 同样 初 位 置 、 同 样 初速 度 
的 运动 学 可 能 的 运动 之 处 在 于 ， 真 实 运 动 对 自由 运动 的 偏离 的 量 
度 〈 拘 束 ) 是 极 小 。 

Gauss 原理 的 数学 表示 为 
6~。 一 0 


Ny 


DFi—miri) dFi=0 (2.1.26) | 
i=1 


而 Gauss 站 义 下 的 理想 约束 条 件 为 
~ 
>_, R01;=0 (2.1.27) 


i=1 
2、Gauss 原理 在 广义 坐标 中 的 表达 


在 2.1.] 中 的 命题 1 一 命题 3 ， 对 加 速度 空间 的 虚 位 移 仍然 
成 立 ， 即 有 下 述 结果 

” 0S . 

和 2" Wi i di A NT 之 三 Bd 


(2.1.28) 
利用 这 些 结 果 容 易 将 Gauss 原理 (2.1.26) 表 为 Euler-Laerange 
形式 


于 (一下 总 + Q:)o%=0 (2.1.29) 
YY 二 1 ” 
Nielsen 形式 
/07 07 
也 (2 有- Do + 0:)6 人 一 (2.1.30) 
以 及 Appell 形式 
(+ 0)od,=0 (2.1.31) 
| 


利用 Gauss 原理 可 以 推导 完整 系统 和 一 阶 非 完整 系统 的 运 
动 微分 方程 。Gauss 原理 (2.1.29) 一 (2.1.31) 联 同 加 速度 空间 
的 虚 位 移 定 义 ,还 可 推导 二 阶 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 .Crauss 
原理 (2.1.29) 一 (2.1.31) 联 同 三 阶 Appell-Heraes 定 义 (1.4。 
19)(M 王 3)， 还 可 推导 三 阶 非 完 整 系统 的 运动 微分 方程 。 


2.1.4 万 有 DAlembert 原理 


1. 万 有 DAlembert 原理 
万 有 DAlembert 原 理 是 最 一 般 的 微 分 变 分 原理 ， 其 形式 


为 4 
N CH ) : 
2 (天 ;一 AP) Ori*=0 
:1 (fr) 
(~ 1 ) 人 了 
5-=-0，8ri 一 Ori 一 一 D Tri =0, Or;0, (ML 一 0 1 2，… ) 


(2.1.32) 


其 中 天 是 点 的 矢 径 对 时 间 1 的 凡 阶 导数 。 原 理 〈2.1.32) 对 
约束 的 理想 性 限制 可 表 为 


N (0) 
> 民 :…or; 一 0 (2 .1.33) 


i =1 
万 有 D'Alembert 原理 〈2.1.32) 是 罗马 尼 亚 学 者 Mangeron 和 
Deleanu 于 1962 年 提出 的 。 它 表示 ， 系 统 的 主动 力 和 惯 性 力 在 
反 次 速度 空间 中 的 虚 位 移 上 所 作 “ 元 功 ” 之 和 等 于 零 。 
万 有 D'Alembert 原理 (2.1.32) 是 最 一 般 的 微分 变 分 原理 。 
当 jm% 二 0 时 ， 原 理 (2.1.32) 成 为 D'Alembert-Lagrange 原理 
(2.1.5); 当 mm 二 1 了 时， 原理 (2.1.32) 成 为 Jourdain 原理 (2. 
1.19); 而 当 二 2 时 ,原理 (2.1.32) 成 为 Gatuss 原理 (2.1.26)。 
2, 万 有 D'Alembert 原理 在 广义 坐标 中 的 表达 
在 2.1.1 中 的 命题 1 一 命题 3 ， 对 妈 次 速度 空间 中 的 虚 位 移 
仍然 成 立 ， 即 有 下 述 结果 


N Cm ) a (CH) ” (rn) ”7 (1) 

Smidr = DED = TNT = 0g 

r=1] :=1 * 二 1 了 二 
(2.1.34) 

利用 这 些 结果 容易 将 万 有 DD Alembert 原理 (2.1.32) 表 为 Euler- 


Lagrange 形式 


”Jar d oT cm 
马 Bq, qf 0g, + 0 0 一 0 《2.1.35) 
Nielsen 形式 
”yy 07 往 (m) 
=( dg; bd, + 0,)0g'=0 (2,1.36) 
以 及 Appell 形式 
z | 
BS (CP) 
>(- O06, + 0.)ag 一 (2.1.37) 


下 面 将 万 有 了 Alermbert 原理 (2.1.32) 表 为 Mangeron-PDe- 


leanu 形式 。 
命题 4 我 们 有 


(4) 


(C17 ) TT (CF) 
Dm i* OP; -yl | 9 (Cm +1) og 
+s=1 0 ds 
gd: 
(1% = 1,2,°) (2.1.38) 


其 中 工 为 动能 对 时 间 t 的 t 阶 导数 。 
[证 明 ] 将 点 的 矢 径 7; 二 r;(g,t) 对 时 间 z 求 加 阶 导数 ， 


得 到 
(9) 和 + 一 ， 二 着 一 (m8~ 1) 
并 +m (DF Page 09;69k 4 + gs g: ) + 


三 1 
本 (2.1.39) 
其 中 未 写 出 之 项 不 含 gq,， ge 。 由 此 得 到 下 述 重要 关系 
Dr; Or; Or. Or:; 
mi Ho, — 二 (2.1.,40) 
人 gs 0g, | 0g 


N 
将 动能 T=(1/2) > ooiri 对 时 间 二 求 4 阶 导数 ， 得 


=1 
(on) (m+ 1) (Co) 
《 二 Sm 。 7; i or; 十 (2.1.41) 
一 y 一 工 
其 中 未 写 出 之 项 页 不 含 rr， 。 由 起 (2.1.41)， 得 
?个 Fr (or ) 
97 - -Tm i 和 ji Ore (2.1.42) 
Og; 0g; yz 二 工 0g: 
又 3 
aT N BF 
5 站 go (2.1.43) 


由 式 〈2,1.42)、(2.1.43) 和 (2,1.40)， 并 注 春 到 
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(mm) {2) 
ar; = 5 or 8g, (2.1.44) 
:=1 Og; 


便 得 式 (2.1.38)。 | 
推论 1 当 私 = 时， 命题 4 成 为 命题 2 。 
推论 2 当 如 = 一 2 时， 命题 4 给 出 二 阶 Jeaoa 形 云 


- ja T、. 
Dm (1 
;二 1 了 


推论 3 当 弘 = 3 时 ， 全 是 4 给 出 三 阶 Ilesoe 形式 
R7 他 亲本 
Smiisr = D3 4 ol )69， (2.1.46) 
一 一 3 ..、 Og; 
£=1 Y=] 0g: 


根据 命题 4 ,万 有 DD'Alembert 原理 (2.1.32) 可 表 为 Mange- 
ron-Deleanu 形 式 


《3 ) 
二 | 到 Cm+D2- oT + Qjag =0 (2.1.47) 
7 DCI， 9g, 


了 二 
根据 推论 2 和 推论 3 ， 万 有 D Alembert 原理 可 表 为 二 阶 eHon 


ff11。67 07 
la( 3 G0 )+ Q: bd =0 (2.1.48) 


和 三 阶 ero 形式 
"fl1/, 7 97 ls _ 
Tal’ Ogs 9. +, 8g; 一 0 (2.1.49) 
下 面 给 出 万 有 了 Alembert 原理 的 onanaves 形式 . 取 广 义 
Leaoa 邱 数 
= 高 {一 (+ DT |— ,9 (ME =1,2,°") 


7 二 1 


(2.1.50) 
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tn) i of (ns ) 
TA》 Og; fs (2.1.51) 
了 二 工 
命题 5 我 们 有 
N (#1) ” (1) 
SmitE). or = — 5 09 (2.1.52) 
1 二 1 s 二 1 Os 
[证 明 ] 
oF (94 ) 一 f ] 7 (Co) 
2 dg = > 元 0 一 (十 1) 9 |—0.)09. 
s= 1 0g; s=1 ~ Og; 00， 


” 


利用 命题 4 ， 便 证 明了 命题 5 。 
,根据 命题 5 ,万 有 D Alembert 原理 可 表 为 [onanuacs 形式 


7 


KK (3 ) 
5 000g9, 一 0 (2.1.53) 
一 1 09s 


利用 万 有 D Alembert 原理 的 各 种 表达 (2.1.35) 一 (2.1， 
37),(2.1.47) 一 (2.1.49) 和 (2,1.53)， 以 及 称 次 速度 空间 的 虚 位 
移 定义 ， 可 以 推导 出 任意 阶 非 完 整 系统 的 运动 方程 。 


2.1.5 微分 变 分 原理 的 应 用 


各 种 微分 变 分 原理 都 可 表 为 某 函 数 取 极 值 这 一 共性 ， 因 此 微 
分 变 分 原理 在 非 线 性 力学 ， 多 刚体 与 机 器 人 动力 学 等 领域 得 到 广 
泛 应 用 。 / 
1，Gauss 原理 在 机 器 人 动力 学 中 的 应 用 
解决 力学 问题 有 两 种 方法 :“ 一 种 方法 是 根据 平衡 或 运动 规律 
的 直接 方法 ， 另 一 种 方法 是 运用 极 大 值 或 极 小 值 的 公式 ， 通 过 求 
极 大 值 或 极 小 值 的 方法 求 出 这 些 公式 的 解 ” (Euler) 。 描 述 构件 
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之 间 具 有 各 种 约束 的 机 器 入 非常 复杂 的 空间 机 构 时 ， 确 定 闭 式 的 
动力 学 方程 有 不 少 困难 。 而 建立 相 应 的 极 值 问题 并 不 困难 ， 这 种 
极 慎 问题 作为 很 一 般 的 数学 规划 问题 。 如 果 写 成 泛 函 ， 通 过 选取 
所 有 未 知 量 使 之 取 极 小 值 ， 并 确定 对 这 些 未知 量 所 加 的 全 部 约 
束 ， 那 么 就 每 一 具体 情况 用 数字 计算 机 求 这 种 极 值 问题 的 数值 
解 ， 要 比 寻 求解 的 解析 式 容 易 得 多 ")。 

选 质 量 为 m* 的 质点 的 齐 次 坐标 = 二 [ri,?2 ,7s ,127, 力 人 *= 
CF ,iFs,027， 则 拘束 可 写成 


z Zu (F (一) 
据 两 矢量 的 标 积 可 表 为 方 阵 的 迹 ， 上 式 可 写成 


-ee 
= (Em # (六 {EF (7) + 


(2.1.54) 
其 中 未 写 出 之 项 不 含 六 。 现 在 研究 由 wn 个 刚体 组 成 的 多 刚体 系 
统 。 对 刚体 之 上 每 一 质点 在 连 体 基 中 的 矢 径 为 P; =[ofypi2， 
oj 1D7， 在 绝对 坐标 系 中 的 加 速度 为 
六 :一 全 ;P; (2.1.55) 
其 中 了 ;为 位 姿 变换 矩阵 了; 对 时 间 的 二 阶 导数 .将 式 (2.1.55) 代 
入 式 (2.1.54)， 得 


他 


Zu= Dtr {FHF} tr{BTT)} + (2.1.56) 


其 中 的 

:= > 天 ;23)7 (2.1.57) 
为 作用 于 刚体 i 上 的 作用 力 的 4x 4 阶 矩 阵 ,而 

H;:= ,mipi(P!)T (2.1.58) 
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为 广义 惯量 的 4x 4 阶 和 矩阵 。 
下 面 研究 具有 简单 开 链 的 操作 机 器 人 机 构 。 设 机 构 中 每 个 驱 
动 器 通过 具有 固定 传动 比 的 减速 器 操纵 一 个 广义 坐标 4; 的 变化 。 
如 果 驱 动 器 装 在 机 构 构 件 上 ， 那 么 在 机 构 运动 过 程 中 与 回 针 着 的 
转子 辆 方位 的 可 能 变化 有 关 的 附加 动态 效应 不 予 游 虑 。 这 种 无 分 
支 的 简单 开 链 ， 运 动 副 数目 等 于 刚体 构件 数目 ， 构 件 之 间 有 递 扒 
的 结构 关系 
Zi 一 IC9i) (2.1.59) 
其 中 TT; 为 第 :个 刚体 在 参考 基 中 的 位 姿 失 阵 ，A; 为 两 邻接 刚体 
的 相对 位 姿 矩阵 。 利 用 


A,=0A0 / (2.1.60) 

则 有 ;= 大 A+Bo+C. (2.1.61) 
其 中 B;=T;_.0A;, C.: =2T ,1:04,6; t+.10°A,0: 

(2.1.62) 


这 里 机 座 的 位 形 和 运动 To,To,T 可 认为 是 已 知 的 , 式 (2.1.61) 
称 为 运动 副 约 束 条 件 。 令 4; 是 第 ;个 驱动 器 转子 的 转化 转动 惯 
量 ，0; 是 该 驱动 器 力矩 ( 力 ) 的 转化 值 ， 则 拘束 可 表 为 


Za Dtr{ STH + Dd D0 
和 和 “(2.1.63) 

于 是 ，Gauss 原理 所 建立 的 机 器 人 机 构 动力 学 模型 可 表述 如 
下 ; 在 所 研究 时 刻 ， 当 已 知 机 器 人 机 构 的 位 形 、 速 度 时 ， 在 满足 
运动 副 约 束 条 件 〈2.1.61)》 的 所 有 可 能 运动 中 ， 机 构 的 真实 加 速 
度 使 拘束 (2.1.63〉 取 极 小 值 。 

上 述 有 约束 的 极 小 值 问题 ， 在 引入 Lagrange 乘 子 后 可 变 为 
无 约束 的 极 小 值 问 题 。 

利用 Gauss 原理 解 机 器 人 动力 学 问题 的 主要 优点 有: (1) 可 
以 利用 各 种 有 效 的 数学 规划 方法 寻求 泛 函 的 极 值 ，(2) 动 力 学 分 
析 可 与 系统 优化 结合 进行 ，(3) 对 树 形 和 非 树 形 系 统 可 用 同一 方 


法 赋 究 。 
2。 用 Gauss 原理 建立 非 线性 振动 方 程 的 近似 解 
普 先 研究 下 述 非 线 性 方程 
mit= P(t, X,Y) (2.1.64) 
其 中 培 为 质 扎 的 质量 ，% 为 直线 运动 的 坐标 ， 瑟 为 作用 在 质点 上 
的 力 。 假 设 质 点 在 区 加 50,z] 中 的 运动 有 形式 


17} 


X(t) = > arf rlt) (2.1.65) 
k=1 


其 中 广 的 是 线性 独立 的 国 数 ，eux 为 需 确 定 的 参数 。 式 (2.1.65) 
中 给 出 的 函数 x( 基 ， 一 般 说 来 ， 不 满足 微分 方程 (2.1.64) ,因此 
将 其 代入 得 到 

mix— F(t,x,X) 一 并 (2.1.66) 
其 中 怀 是 误差 。 这 个 误差 从 力学 观点 看 需 当 作 力 来 研究 ， 此 力 加 
在 质点 上 使 其 运动 精确 地 满足 方程 (2.1.64)。 形 如 式 (2.1.65) 的 
运动 没有 完全 给 定 ， 因 ax 没有 给 定 。 pri 
速度 变 分 ， 使 得 玉 在 [0,5 中 的 均 方 值 为 极 小 ， 县 


x 
5| {mi— Ft,x,t) di=0 
0 


这 里 的 8 是 Gauss 意义 下 的 变 分 。 换 言 之 ， 由 要 求 区 间 [0 ,752 上 
均 方 差 取 极 小 来 求 得 系数 dk。 因 Gauss 原 理 中 仅 加 速度 变更 , 
于 是 

， {mi — F(X, i)} eidi=0 
0 
将 式 (2.1.65) 代 入 上 式 ， 得 到 


ni 


To] {2 Taj AG Eat Ea) dt =0 


(2.1.67) 
最 04, 是 线性 独立 的 ， 由 式 (2.1.67) 得 到 
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Tt F772 WR 7 ， 、\、 . 
| fm Saf F(t, >axr fr Sarfi)}fdt=0 
0 R=1 R=1 R=1 

(v=1," ,77) (2.1.68) 


上 上 述 代 数 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 依 赖 于 函数 五 (1,x,%) 的 形式 ， 
也 依赖 于 国 数 fi( 四 的 形式 。 
公式 (2.1.66) 中 引出 的 量 尽 ， 前 面 当 作 力 来 研究 。 现 在 把 
它 当 作 误 差 ， 在 此 误差 下 形式 (2.1.65) 给 出 的 函数 *( 力 满足 方 
程 (2.1.64)。 用 这 种 办 法 ， 相 对 参数 ws 的 方程 组 (2.1.68) 成 
为 在 确定 条 件 下 来 求 方程 〈2,1.64) 的 形 如 式 (2.1.65) 的 特殊 
近似 解 的 方程 组 。 
应 用 这 个 方法 来 确定 方程 (2.1.64) 的 近似 周期 解 。 为 简单 
起 网， 周期 解 取 为 
Xf) =acosot + asinot (2.1.69) 
此 了 时， 时间 = 应 取 为 周期 2r/o， 方 程 组 (2.1.68) 写成 形式 


2TT/ oo 
| {— mw (acosot + qsinwt) — F(t,acosol 


0 
十 ioSInoL — arvsinwt + gwecosowt)} cosowtdt=0 


27/w 
{—0(a1coswt + AS11021) 一 - F(t,aicoswt 


0 
+ Aasinot,— awsinot i+ arwcoswt)}sinwtdi=0 
(‘2.1.70) 
这 些 方程 可 用 来 求 方程 〈2.1.64) 的 形 如 式 (2.1.69) 的 近似 解 。 
这 与 由 动力 学 方程 出 发 通常 采用 的 FarepKHH 方法 一 致 。 
其 次 ， 研 究 多 自由 度 系统 。 上 述 方法 容易 推广 到 具有 多 自由 
度 的 完整 力学 系统 。 将 Gauss 原理 的 Euler-La3grarige 形式 (2， 
1.29) 对 i 由 0 至 7 积分 ， 得 
rp d oT 


) 互 | 0g; “df G0, + 0 )ag.dt =0 (2.1.71) 


™ vm Rm Er ty he nn re 


函数 9.(7) 按 下 述 形式 给 出 
q(t) = jarf rt), (s=1,°",N) (2.1.72) 
R=1 . 
如 果 参 数 frk 满足 方程 
下 
67T 4d 87 
| (一 60, + @;) fxdt=0, 
(2.1.73) 


(SS 一 1，…w ,1%; R= 1 ,) 


其 中 国 数 4.( 力 按 式 (2.1.72) 给 出 ,那么 7.(2) 可 当 作 Lagrange 
方程 的 近似 解 来 研究 **。 
9 2.2 完整 系统 在 广义 坐标 下 的 
积分 变 分 原理 


积分 变 分 原理 中 最 做 名 的 是 Hamilton 原理 和 工 agrange 原 
理 。 对 完整 保守 系统 来 说 ， 它 们 独 是 泛 函 的 极 值 问 题 。 本 节 讨 论 


完整 系统 在 广 闵 坐标 下 的 Hamilton 原理 和 Lagrange 原理 。 


2.2.1 Hamilton 原理 


1， Hamilton 原 理 
研究 具有 双 面 、 理 想 、 完 整 约束 的 力学 系统 ， 所 受 广义 力 是 
有 势 的 。 系 统 的 位 形 由 ?%* 个 厂 义 坐标 4:(sS 二 1,…,n) 来 确定 。 系 
统 的 动 势 ， 即 Lagrange 函数 为 = 了 一 L(g,,$,,t), 其 中 了 为 
系统 的 动能 ， 卫 为 系统 的 势能 。 
定义 1 Lagrange 国 数 在 时 间 页 至 下 的 积分 


fi 
=| Ldt (2.2.1) 


io 


称 为 Hamilton 意义 下 的 作用 量 。 
Hamilton 作用 量 是 一 个 泛 孙 ， 此 江 隙 由 选取 % 个 时间 的 通 
ae A 


数 4:( 幻 的 总 合 来 确定 。 在 系统 的 真实 路 径 上 ， 作 用 量 5 取 完全 
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确定 的 值 ， 此 时 出 现 于 被 积 孙 数 工 的 表达 式 中 的 g.(1) ,6;(2) 就 是 
真实 运动 中 的 广义 坐标 和 广义 速度 。Hamitton 原 理 能 够 指出 ， 
系统 真实 运动 与 可 能 运动 相 比 较 时 ， 真 实 运 动 所 具有 的 性 质 。 

在 下 amilton 原理 中 ， 所 有 可 比较 的 运动 有 三 个 共同 点 : 
(1 ) 约束 是 双 面 、 理 想 、 完 整 的， 广义 力 是 有 势 的 。( 2 ) 所 
有 可 比较 运动 在 同一 时 刻 夺 开始 ， 并 在 同一 时 刻 五 结束 .因此 ， 
比较 运动 在 同一 时 人 间 间 了 同志 一 加 内 完成 。 在 所 有 运动 中 ， 时 间 的 
变化 规律 一 样 ， 即 时 间 1 不 变更 。 因 此 ， 变 量 的 变 分 是 等 时 的 。 
《3 ) 既然 所 有 比较 运动 由 同一 点 在 同一 时 刻 为 开始 ， 并 在 同一 
所 在 同一 时 刻 所 结束 ， 亦 即 所 有 广义 坐标 在 这 些 时 刻 彼 此 相等 。 
因此 ， 广 义举 标的 等 时 变 分 在 这 些 边 值 上 人 重 等 于 零 ， 即 

(BY) son 一 0，(8g) 一 0，  (s=1,%,n) (2.2.2) 

为 订 论 方便 起 见 , 把 完整 系统 的 运动 与 一 个 以 91,9:，… ,4s 为 
坐标 的 % 维 空 间 中 的 质点 运动 相对 应 。 因 此 ， 两 个 相 比 较 的 运动 
用 具有 共同 的 起 点 和 共同 的 终点 的 两 条 空间 曲线 来 描述 。 因 为 在 
相 比 较 的 运动 中 系统 在 同样 的 时 间 内 经 过 不 同 的 路 径 ， 那么 在 相 
应 时 娃 的 广义 速度 是 不 同 的 ， 央 此 在 相应 时 刻 的 动能 的 数值 也 不 
同 。 而 依赖 于 坐标 的 势能 的 值 也 不 相同 。 

在 所 列举 的 加 在 比较 运动 上 的 三 个 条 件 下 ，Hamilton 原理 
表述 如 下 : 

在 相同 的 时 间 、 相 同 的 起 始 和 终了 位 置 和 相同 的 约束 条 件 
下 ， 双 面 、 完 整 、 广 义 力 有 势 的 系统 ， 在 所 有 可 能 的 各 种 运动 中 
真实 运动 是 使 Hamilton 作用 量具 有 稳定 值 ， 即 


Fl 


oS=6| Lg,t)dt=0 (2.2.3) 

Hamilton 原理 (2.2.3) 也 是 力学 的 基本 原理 ， 并 且 它 把 力 

学 原理 归结 为 更 一 般 的 形式 。 同 时 ， 它 和 坐标 选择 无 关 。 因 此 更 
有 普遍 性 并 在 多 方面 应 用 上 更 为 方便 。 

2. 利用 Hamilton 原理 推导 完整 保守 系统 的 Lagrange 方 


程 
现在 由 五 amilton 原理 (2.2.3) 来 推导 Lagrange 方程 。 
我 们 有 
0 or . 
0=65 =| { 工 ( 世 Bo Og + 0g )ya 


fio =1 


-| {5( -和 a] 


:on 8 三 1 


这 里 用 到 分 部 积分 法 以 及 交换 关系 


81 


fo 


0g) = (Ss=1,)%) (2.2.4) 
沽 虑 到 端 扣 条件 (2.2.2)， 则 有 


iI 


| 王 ( 新 - 剖 往 je ja 


io =1 


这 个 等 式 对 任何 的 积分 区 间 都 是 对 的 。 因 此 ， 被 积 函 数 为 零 ， 即 


/0L d aL 
Z( Og, — Ff 300 一 (2.2.5) 
2 1 


因 所 研究 的 系统 是 完整 的 , 式 (2.2.5) 中 的 59, 就 是 彼此 独立 的 ， 


任意 的 ， 于 是 得 到 Lagrange 方程 


d 0 0L | 加 
dt Bg; | 0g; 二 0， 《CS 一 1，… ,1) (2.2.6) 


3. Hamilton 原理 的 极 值 特性 
Hamilton 原理 表示 Hamilton 作用 量 在 真 实 路 径 上 有 具有 稳 
定 值 ( 极 值 )。 那 么 ， 这 个 极 值 是 极 大 还 是 极 小 呢 ? 有 如 下 命题 。 
命题 ”如 果 积 分 区 间 g 充 分 小 ， 那 么 在 定常 约束 下 ,Hamilton 
原理 的 泛 消 在 真实 路 人 符 上 具有 极 小 值 '”。 
[证 明 ] 我 们 号 出 瓦 amiliton 作用 量 的 二 次 变 分 注意 到 


V2(*) 一 二 08(*)), 有 


fi | 


1 O°(T—V) 
| Lu) {TET gg 


,aa 
A 0g de dt PAL dt z 


(2.2.7) 
因 约 束 是 定 当 的 ， 动 能 为 三 义 速度 的 齐 二 次 式 ， 于 是 有 


] re nt D27 
万 2 2 odd 运 00,604=T(80) 
r= 1k=1 
其 中 了 (89) 是 动能 中 以 86; 代 震 9 时 得 到 的 表达 式 。 海 虑 到 
Sq:(4o) =0, 有 


中 
og.(D1=|| 5 (89.)dt =|| 84.dt <9) 
£0 fo 


其 中 8 为 66; 在 ot<ti 中 的 最 大 模 。 因 此 ， 在 充分 小 的 时 间 
间隔 一 16 内 ， 式 (2.2.7) 的 符号 由 7 了 (8589) 来 确定 ， 即 式 (2.2.7) 
可 写成 
| L at ={ T(89)dt+ OC hy)? (2.2.8) 
因 T(89) 是 正定 的 ， 故 得 : 
07 | Ldi~w | rpa>。 (2.2.9)]| 

下 面 举例 说 明 了 amilton 作用 量 对 真实 运动 来 说 可 以 取 极 
/ho 

例 1 研究 单位 质量 的 质点 在 有 力 销 数 U(x) 的 势 力 场 中 的 
一 维 运动 。 


问题 的 运动 微分 方程 为 


设 XxX(2) 为 真实 运动 ， 并 且 有 X(t0) 二 Xo0,X(11) 二 Xi1， ti-to > 0。 去 
x'(t) 是 满足 同样 条 件 的 、 与 真实 运动 相 比 较 的 运动 。 因 此， 有 
x (f)—=x(f) + a(t) 

其 中 ge(8) 为 任意 蜗 数 ， 但 a(0)=a(#1)=0。 用 S 和 5S’ 表 记 对 
真实 运动 和 比较 运动 的 王 amilton 作用 量 ， 相 应 的 动能 为 全 和 

7'， 力 函数 为 U 和 避 。 我 们 有 
S 一 S=| {(T +U)— (T+U)Yd 


11 


=| 人 二 (+ 0: 一 到 如 +UCz+a) 一 DC2) Ydt 


fo 


-| 及 4z+ U(x+a)— UY)- -a ds C4) 
将 力 函数 展开 为 Taylor 级 数 
Uw+t oa) Ut) + a ar 0<=<0<1 
则 式 (wg》 成 为 
S' 一 s=3| {r+ ard) Ya (3) 


如 果 在 整个 力 场 中 及 吉之 0， 那么 式 〈 5) 的 被 积 函 数 是 
正 的 ， 有 S$ 一 S>0， 因 此 Hamilton 作用 量 对 真实 运 动 来 说 取 
极 小 。 | 

上 述 结论 ， 对 点 在 均匀 重力 场 中 的 直线 运动 (过 = 0 ) 以 及 
具有 距离 的 单调 不 减 函数 (例如 ， 忆 = azxz) 的 中 心 斥 力 场 中 的 
直线 运动 ， 都 是 正确 的 。 

4. Hamilton 原理 对 近似 解法 的 应 用 

Hamilton 原理 特别 适用 于 近似 解法 ， 在 连续 介质 力学 ， 结 


构 力学 等 领域 中 用 得 很 广泛 .下面 举例 说 明 近 似 解 法 的 基本 思想 。 
例 2 单位 质量 的 质点 在 Yy 平面 上 运动 ,外 力 的 势能 由 了 = 
x 给 出 。 在 三 0 时 ， 它 在 原点 (0,0)， 在 二 1 时 , 它 在 (2,0)。 
求 员 点 的 运动 规律 52。 
我 们 先 求 精确 解 ， 以 便 与 近似 解 作 比 较 。 问 题 的 Lagrange 
国 数 是 
三 ( 夭 二 加) 一 2 
由 Lagrange 方程 (2.2.6) 给 出 的 运动 微分 方程 为 
% 十 yy 一 0，Y 十 X% 一 0 


多 =C1S1in} 十 CrCosf 十 casht + ccht 


4 一 CISl + ccost— casht—ccht 


请 足 问 题 端 点 条 件 的 特 解 是 
_ sinf sh _ sins 四 shf . 
” sinl shl’ sinl shl (4 1 
这 是 精确 解 。 这 个 解 使 了 amilton 作用 量 
1 1 
Ss=| 信和 (+3-ay bat (2) 
0 
取 极 小 值 
Sai 一 ctg1+cth1 一 1.955128 (Cc) 


下 面 用 Ritz 法 来 求 近似 解 。 在 x-i 图 上 和 yy-t 图 上 联结 两 
给 定 端 氮 的 直线 方程 为 
YX 一 21，4 一 0 
现在 再 加 上 两 端 均 为 堆 的 图 数 ， 这 种 在 二 =0 和 上 =1 都 为 零 的 
最 简单 函数 是 11 一。 因此 ， 取 
”x=2ftai(l—i), y= pi(1—t) (4) 
作为 可 能 运动 的 集合 。 这 里 a,8 是 参数 ， 它 们 是 x( 才 和 vy(2) 偏 
离 直 线 的 一 种 度量 。 将 式 (4) 代 入 式 (5), 求 得 瑟 amilton 作用 量 


iol 1 
s=S(a,8)=| 和 te) + 8(1—2t) 
0 


(2f+ at— at’) Bi(11) Va 
下 面 求 使 SCx,8) 取 极 值 的 a 和 8。 令 


ba 一 86 一 
得 
1 
| {(2+ a—2at)(l—21)— (fi—t)Pi(l—i)}di=0 
0 
1 " . 
| {PB(1—21)2— (2f + af—af:)t(1—i)}di=0 
0 
积分 后 ， 得 
1 1 1 1 1 
3%730870, “T3013f76 
解 得 
9 50 
“一 99， “一 级 
将 其 代 回 式 (4 )， 求 得 近似 解 
of SIL wd 
X=2t+ aot(1—it), y=go0t(1—8) (Ce) 


这 组 近似 解 〈e ) 与 精确 解 〈&Z 〉 在 时 间 的 天 范围 内 性 质 极 不 一 
样 ， 但 在 所 关心 的 时 间 闻 隔 (0,1〉 内 ， 两 者 差别 不 大 。 相 应 于 
式 (e) 的 S 值 为 12793/6534 二 1.957912。 | 
5、 一 般 完整 系统 的 Hamilton 原理 
完整 系统 的 开 amilton 原理 (2.2.3) 要 求 广 义 力 是 有 势 的 ， 


即 存 在 一 个 势能 让， 使 得 


OV 
4 一 一 7， (s=1,",n) (2.2.10) 


一 般 完整 系统 的 了 Hamilton 原理 有 形式 


£1 


| (sr+ 0,8g, jat=0 (2.2.11) 
fo 了 二 


原理 (2.2.11) 本 质 上 不 同 于 广义 力 有 势 情形 的 Hamilton 原理 
(2.2.3)， 因 为 一 般 说 来 不 存在 某 个 量 使 其 变 分 等 于 式 (2,2.11) 
的 左 端 。 当 然 ， 原 理 (2.2.11) 比 原理 (2.2.3) 更 普遍。 如果 
式 《2.2.11) 中 的 厂 义 力 满 足 条 件 (2.2.10)， 则 原理 (2.2.11) 


成 为 原理 (2.2.3)。 进 而 ， 如 果 广 义 力 具有 广义 势 ， 即 存在 某国 
数 斑 使 得 


__or ad or 1 
一 一 dg; Ta Od, ($=],* ,7 ) (2.2.12) 
则 原理 (2,2.11〉 也 成 为 原理 (2.2.3)。 
虽然 原理 《2 ,2.11) 一 般 不 是 稳定 作用 量 原理 ， 但 仍 可 由 它 


出 发 寻 出 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 实 际 上 ， 原 理 (2.2.11) 可 
写成 


| -| [三 ( 芝 oo+ 革 G7 09)+ D000) 
f1 71 ， 
-| {>(3— -让 训 计 ja jt (3 )| 
-| {2 Be 这 Og, + 0)og da (2.2.13) 


这 里 用 到 交换 关系 (2.2.4)， 分 部 积分 法 以 及 端 点 条 件 (2.2.2)。 
因 式 (2.2,13) 对 任何 积分 区 间 都 是 对 的 ， 并 且 3g: 是 很 此 猩 并 
的 ， 于 是 导出 


d 07 Gf 


二 


这 就 是 一 般 完整 系统 的 第 二 类 Lagrange 方程 。 


2.2.2 Lagrange 原理 


卫 ， 非 等 时 变 分 
前 面 提 到 的 变 分 8 是 指 时 间 不 变 的 变 分 ， 即 等 时 变 分 。 但 
是 ， 在 比较 真实 运动 与 邻近 运动 的 位 形 时 不 一 定 属 于 同一 时 
刻 。 换 言 之 ， 用 广义 坐标 9.( 小 给 定 系统 在 真 实 运动 中 的 位 置 ， 
我 们 可 用 画 数 974+Ai) 给 定 在 邻近 运动 中 无 限 接近 的 .为 约束 
所 允许 的 位 置 ， 并且 差 
gq* (1)— gs(1) =0g;, : (2.2.15) 
就 是 前 面 引 出 的 广 你 坐标 的 等 时 变 分 。 当 只 考虑 一 阶 小 量 时 ， 我 
们 有 
gi (t+ At)=gi(t) +G(t) AL=9.(1) + dg + Gt)A1 
因此 
gt (E+Al)—g(i)=Ag=0g +G(2AE (ss=1,°,%) 


(2.2.16) 
记号 A 表 示 非 等 时 变 分 ， 它 可 应 用 于 任何 国 数 上 ， 有 
Af=6f+fAt | (2.2.17) 
特别 地 ， 有 
Ad=bGs + At=(0g) +0OAE (2.2.18) 


在 关系 〈2.2,.16) 中 量 Ai 是 时 间 的 任意 可 微 无 限 小 函数 。 因 为 
(Af)° =(07)° + fAttfAL): 
所 以 z 
(Ag) "= (809) +ALTG(AL)' =Ad, +6,(At): 
(2.2.19) 
于 是 可 知 运 算 A 和 d 是 不 可 交换 的 。 对 积分 的 非 等 时 变 分 ， 
有 L397 


Ft £1 
A| Fat=| {AF+FCAD'}dt (2,2.20) 
i 


£0 


2. Lagrange 原理 


定义 2 动能 的 两 倍 在 时 间 如 至 二 的 积分 


w=| 2 Tdt (2,2.21) 


称 为 Lagrange 意义 下 的 作用 量 。 
我 们 来 研究 带 有 定常 约束 的 完整 力学 系统 ， 广 闵 力 有 势 ， 因 
此 在 和 运动 过 程 中 系统 的 总 机 权能 保持 为 常数 到 
T+V=h (2.2.22) 
这 个 关系 在 联结 真实 路 径 上 两 国定 位 置 4942 和 ?4 生 的 所 有 邻近 路 
径 上 成 立 。 既 然 条 件 (2.2.22〉 是 对 系统 在 邻近 运动 中 加 在 点 的 
速度 上 的 某 个 限制 ， 那 么 ， 把 与 真实 路 人 径 上 的 位 形 g; 相 应 的 令 
和 近 路 径 上 的 位 形 9? 认为 属于 同一 时 刻 就 不 对 了 。 具 体 地 说 ,不 
可 要 求 系 统 沿 邻近 路 径 由 初始 位 置 到 终了 位 置 的 过 渡 同 沿 真实 路 
径 在 同一 时 间 间 了 同志 一 加 内 完成 。 于 是 ， 条 件 (2.2.22) 必须 应 
用 非 等 时 变 分 。 考 虑 到 式 (2.2.17)， 有 
A(T+V)=8(T+V)+(T+V)'At=68(T +V)= Ah=0h=0 
(2.2.23) 
完整 系统 的 Lagrange 原理 表述 如 下 :在 系统 的 两 个 固定 位 
置 之 则 ，Lagrange 作用 量 在 真实 路 径 上 与 具有 同一 总 机 械 能 常 
数 的 邻近 路 径 上 相 比 较 而 有 稳定 值 。Lagrange 原理 的 数学 表 
达 为 


Aw=A| 2 Tdi=0 (2,2.24) 


Lagrange 原理 (2.2.24) 的 条 件 是 : (1) 系统 所 受 约束 是 双 面 、 
理想 、 定 常 、 完 整 的 ， 广 义 力 是 有 势 的 ，(2)〉 可 比较 的 运动 具有 
同样 的 能 量 常数 ,Ah= 二 0; (3) 在 端点 坐标 的 非 等 时 变 分 等 于 零 
(Agi) i=0, (Ags)i-s,=0 (2.2.25) 
3. Lagrange 原理 的 其 它 形式 “1” \ 
Lagrange 原理 (2.2.24) 可 有 多 种 表达 形式 ， 其 中 有 的 形 

式 在 数学 上 极其 简明 ， 在 物理 上 极 有 概括 性 。 


因 动 能 
1 AM 
T= 2 miv 
i = 1 


故 Lagrange 作用 量 可 写成 


A 


NN 
( 2_ miv? jdi 


to #1£=1 


注意 到 
其 中 ds; 为 第 ; 个 质点 在 饭 卡 儿 参 考 系 中 运动 的 路 径 弧 元 矢量 。 
于 是 有 
MN el 
w= | mivi*ds: (2.2.26) 


?=1] 79 
这 就 是 Lagrange 作用 量 的 Maupertuis 形式 。 它 表明，Lagra- 
nge 作用 量 帮 是 系统 各 质 挟 的 动量 沿 其 路 算 所 作 “ 功 ”之 和 。 
现在 设法 消去 多 V 中 的 了 时 间 变 元 。 根 据 假设 ， 动 能 了 为 广义 
速度 的 齐 二 次 式 


T= rT,- 15 5 A (2.2.27) 
+ 二 1R=1 
又 2 T=2 (h—V) 
于 是 d= (DT 5 Andg.dgs ) ® /vaipy 7 ) 


Y= 1k=1 


将 其 代入 式 (2.2. 2 得 到 


人 2( 广 一 = (Ag ) (2.2.28) 


s=1k=1 
这 就 是 Lagrange 全 的 Jacobi 形式 。 利 用 工 agrange 原理 
的 Jacobi 形式 可 直接 来 寻求 系统 的 运动 轨道 而 不 涉及 时 间 变 元 。 
5| 进 度量 


天 党 


(ds)’= >， > Aixdg,dgx (2.2.29) 
s=1k=1 


则 动能 (2.2.27) 写成 


旭 系 统 的 动能 等 于 表现 点 在 以 14.xl 为 Riemann 度 规 的 广义 华 
标 位 形 空间 内 运动 的 动能 。 于 是 Lagrange 作用 量 为 


-人 v 了 UFJ ds (2.2.30) 
A 
如 改变 Riemann 度 规 的 取 法 ， 令 
(ds)?= 3 »), (%—V)Andgdgr. (2.2.,31) 
Y=1K= 工 


则 Lagrange 作用 量 可 取 形 式 


B 
w=| ds (2.2.32) 
4 
它 代 下 表现 点 的 弧 长 。Lagrange 原理 此 时 表现 为 Riemann 短 


程 线 。 
4， 由 Lagrange 原理 导出 Lagrange 方程 
利用 公式 (2.2.20)，Lagrange 原理 (2.2.24) 可 写成 
| {A(2T) +2T(AD'}di=0 (2.2.33) 
io 


利用 式 (2.2.23) 及 (2.2.19)， 我 们 有 


“OL "OL ， 
A(27)=A(2T go 49 之 Ag 


(Ag 一 OAT) } 


-2 57 -总 这 )ae + 二 忆 计 4 
_ pe (AD). 
3 一 了 


考虑 到 式 〈2.2.27)， 有 
2 a7 ”OL 
27 (AI ) 一 一 一 0 AL) = > 一 一 0 (AZE) 
(A#) gr (AP) og ) 
于 是 式 (2.2.33) 可 化 成 形式 


让 这 (类 -名 全 )soat (于 玫 o0)| -。 
f 


fos=] 9 
(2.2.34) 


考 虚 到 端点 条 件 (2.2.25)， 则 式 (2,2.34) 为 


f {全 (六 -总 3 )Awja=。 (2.2.35) 


fo 了 三 1 
由 积分 区 间 的 任意 性 以 及 Ag, 的 独立 性 ， 得 到 Lagrange 方程 
06g 4 ， (Ss=1,"'",) (2.2.36) 
5. Lagrange 原理 对 非 保 守 系 统 的 推广 及 其 应 用 


现在 求 作用 量 环 的 全 变 分 。 由 式 (2.2.17) 和 (2.2.20)， 
我 们 有 


£1 


AW=| 802 Td + (2 TAZ) (2.2.37) 
i 


fo 
将 完整 系统 的 Lagrange 方程 (2.2.14) 写成 形式 


d 7 oT 人 y 
di G0 Gg ~ Gg tH: (sl1,%%,n) (2.2.38) 


Os 为 非 势 广义 力 。 二 辐 央 (2.2.38)， 我 们 有 


fi 
上 [ra (这 二 维 )wa+ 人 (全 人 04 | 


1 


£1 


=| (av — 2_,07 04; + (Dg 9 ) 


£0 1 一 工 


| 


fo 


(2.2.39) 
将 式 (2.2.39) 代入 式 (2.2.37)， 得 1 


zi 2 2 1 
和 下 Gap a): | (2 a Tat) 加 


(2 .2.40) 
或 者 与 成 
21 好 7 
AW =| (0 000)ant 全 
fo + 三 1 二 
oT 4 
+(2 rT 5 3 A ] (2.2.41) 
j=1 fo 
其 中 
h=T+V 


厦 理 (2.2.40) 或 〈2.2.41) 可 称 为 Lagrange 原理 对 非 保守 系 
统 的 推广 形式 ， 基 中 对 端点 条 件 未 加 限制 。 
Eo 的 ， 即 韭 势力 0; 不 存在，64% 二 0， 


区 二 -2 7 =27, 再 加 上 端点 条 件 (Ag) = (Ag 一 0， 则 原 


理 (2.2.41) 给 出 Lagrange 原理 (2.2.24)， 
原理 (2.2.40) 或 (2.2.41) 可 用 于 求 振动 问题 的 近似 解 。 
例 3 有 非 线 性 弹性 项 的 Van der Pol 方程 的 近似 解 于-。 
无 量 纲 运动 方程 为 | 
z G+ el(gq—1)G+gt+ eRg’=0 (4) 
其 中 。 为 小 参数 ， 是 给 定常 数 ， 因 此 


= 太一 六 好 十 hg @=<(1 一 和) (2) 


9 二 2 SI 人 Te(XCcos3 人 十 有 psin3%)，o 一 1+ep7y，0 三 of 
《c ) 
其 中 a,B8,Y 为 待定 〈 一 阶 ) 校正 常数 。 我 们 有 
. O67 . 
9 一 0 =? WCOSV + EE(—3 Cwsin3 y+ 3 有 Bawcos3 ys) 
dg= (ecos3 y)Oa+ (epsin3 y)68 + (2 cosg —3 easing 
+3 ceRpcos3 4)i0w 
KN/w 


= (2+3 epP):xTOw 


{2 TA?} ——(2+3 eh)ndw 


于 是 式 〈2.2.40) 成 为 
Tw A/W 
AW—| od +| 0Q0gdi=0 (a) 
0 0 


计算 得 


W= 0(4+9 e+ 9 ep:B!) 
A = {9 ewAa)Ba+ (9 ep wdB +( 2 十 ea 
9 ， 
二 )oo i 


当 忽 略 x?, B?,a8B 等 二 阶 小 量 时 ， 有 
XT/ 

| ST dt = (Treao jaat (本 rez1epo jo8 
+(3T+6xekp)S8o 


Tw ] 
| Vdi= (Fe +3 ek) Cw ioa 
0 


€ 
七 
* 
: 


十 元 ( 读 8 一 1+ 3 epB)e282o-108 


士 开 (- 1 一 六 e+ eh2B ja-20o 
/ww 
/af 2 2 (> : 
| Qo0gdi=7( 1 一 了 cpp )edatr (Teke)oB 


+ (a+t2 TB jle20o 


将 这 些 表达 式 代 入 式 〈4& )， 得 


T 和 eiw 0 — eta — (+3 Cb | 1 一 4e6 ) jc 


+ (92h Bo ho eho (元 8 一 1+ 3 eh ) 


+ eh (Tea )}se+ 1 2 + ea? 十 人 2 本 人 2 一 (3 二 8 cp 
3 /5 
一 四 (一 1 一 了 入 十 sj2 有 ) 二 ea (Feet2 Tepp )}jsy=。 


因此 ，sx<,58,07 前 系数 为 零 。 由 6c 前 系数 为 零 ， 去 掉 高 阶 小 
量 ,， 得 


9 /1 四 
wa— (3 + 3 eh) aw-!1+1—ehB =0 


将 。 二 1+ ekY 代入 ， 忽 略 高 阶 小 量 ， 得 


% = 一 他 (2 ) 
类 似 地 ， 由 88 前 系数 为 零 ， 得 到 
8 = 一 二 (Cf) 


由 67 前 系数 为 零 ， 得 到 


了 
一 了 (&) 


最 后 ， 将 式 (e)、(f) 和 (8) 代 入 (c)， 得 到 近似 解 为 


. e . 3 
d=2sing ~— (cos3 pg+ Rsin39 ), o=1+ ek, y= | 


$2.3 完整 系统 在 准 坐 标 下 的 
积分 变 分 原理 
本 忆 讨论 完整 系统 在 准 坐 标 下 的 天 amilton 原理 和 Lagra- 
nge 有 原理 。 


2.3.1 完整 系统 在 准 坐 标 下 的 Hamilton 原理 


1。 Hamilton 原理 
我 们 引入 即 个 相对 广义 速度 CS=1， 2)》 为 独立 的 关系 
WE= Wg, 9 7), (Ss,Rk=1i,***,%) : (2.3.1) 
作为 准 速度 。 因 式 (2.3.1) 各 式 人 此 独立 , 故 拓 了 | 的 行列 
式 异 干 零 。 设 由 式 (2.3.1) 可 反 解 出 广义 速度 
Gr = (qt, orsd), (sy,R=1,* ,7) (2.3.2) 
由 此 , 广 闵 坐标 的 独立 变 分 可 用 % 个 任意 准 坐 标的 变 分 8rx 表 出 


一 06， 
0 a0 OXk, (SsS=1,**,H) (2.3.3) 
有 反 过 来 ， 则 有 : 
OT 二 5 十 aq， (p=1,* ,7) (2.3.4) 
了 二 荆 


令 L* 为 Lagrange 函数 元 中 借助 关系 (2.3.2) 消去 9 而 
用 堆 速 度 ox 表示 的 表达 式 ， 即 / 
L*(gres orst)=L(g ,Gqgr, or,t),£) (2.3.5) 
因此 / 


一 84 一 


SL*=—68L (2.3.6) 
干 是 ，Hamilton 原理 (2.2.3) 可 表 为 形式 


£1 
ol L*di—0 (2.3.7) 


由 式 (2.2.,2) 和 (2.3.4)， 得 到 准 坐 标 下 的 端点 条 件 
(HA) p=0, (NX) =0 (2.3.8) 

下 面 由 准 坐 标 下 的 五 amilton 原理 (2.3.7) 出 发 来 推导 完 
整 系统 准 坐 标 下 的 运动 微分 方程 ， 为 此 先 研究 微分 运算 与 变 分 运 
算 的 交换 性 问题 。 

2. 交换 关系 

首先 ， 研 究 准 坐标 下 的 交换 关系 用 广义 坐标 下 的 交换 关系 及 
准 坐 标的 变 分 来 表示 的 问题 。 将 式 (2.3.4) 对 时 间 求 导数， 再 
对 式 〈2.3.1) 取 变 分 ， 将 所 得 结果 相 减 并 注意 到 式 (2.3.3)， 
得 到 

d 


d Do， . 


W, Ow,\ Og 
+ 开工 全 0 ) DOr 3.9) 
这 就 是 式 (1.6.16)。 
其 次 ， 研 究 广义 坐标 下 的 交换 关系 用 准 坐 标 下 的 交换 关系 及 
准 坐 标的 变 分 来 表示 的 问题 。 将 式 (2.3.3) 对 时 间 求 导数， 再 
对 式 (2.3.2) 有 取 变 分 ， 将 所 得 结果 相 减 ， 得 到 : 


bi 


d 。 0g; d 
Ad Bg 0\ 


这 就 是 式 (1.6.28)。 
如 果 准 速度 选 为 广义 球 度 的 线性 齐 次 式 ， 即 


ok 一 ard (2.3.11) 
太一 > Drok (2.3.12) 


那么 式 (2.3,9) 与 (2.3.10) 分 别 为 


(O71) 00, 一 Da 和 吉 (090 一 0 j+ > > Ys :TT 


R=1 二 1 三 1 
(2.3., 13) 
d oe qd 
d1 (09;) 一 99: 一 2 | 一 sw | 
- - DO Ob,m 
十 和 2 人 ~ Onx jos (2.3.14) 
其 中 
s 一 二 Oasx Ourr 
yin Dd 《2.3.15) 


称 为 Boltzmann 三 标记 号 
考虑 到 交换 关系 (2.2.4) 时 ， 关系 (2.3.9)、(2.3.10)、 
(2.3.13) 及 (2.3.14) 分 别 为 


ad Ci/d bo Oo, 9 


r=1lk=1 
0 = 三 区 全 Goro0 一 oot }+ (二 2 -or 
本 (2.3.17) 
n ‘ll 
A 
-1 = lm=1 


(2.3.19) 
一 86 一 


3. 由 准 坐 标 下 的 Hamilton 原理 推导 完整 系统 准 坐标 下 的 


运动 微分 方程 
我 们 有 
#5 Ons + 8 ws 


了 二 10 
-二 ( 秩 -和 jt 1 
十 7 oo， — (On,) | (2.3.20) 
将 式 (2.3， 16) 代入 式 (2.3.20)， 得 到 
eb 
一 jw (Dor (2.3.21) 


将 式 (2.3.21) 代入 Hamilton 原理 (2.3.7)， 并 利用 端点 条 件 
(2,3.8)， 得 到 


(OL™ d OL* /qd Ow, 
-区 (Ei Ogr 


| 位 聊 - at 2 


— ot) rd =0 
考虑 式 (2.3.22) 的 积分 区 间 是 任 取 的 ， 且 ar: 是 彼此 独立 的 ， 


(2.3.22) 


便 得 
d olL* LL* Dr*/d Oo bo OG 
df Bw, Dr， T 2 2 Do (十 Ogr 0g; ) Oo, 
r=1k=1 
(2.3.23) 


(S 一 ] ,+e ,22) 
方程 (2.3.23) 是 完整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方 程 。 特 别 


地 ， 在 式 (2.3.11) 和 (2.3.12) 下 ， 方 程 (2.3.23) 成 为 


d 9L* 6L* 一 一 0784 
下 Go rt 0) 
r=lk=]1 
(2.3.24) 
考虑 到 
0L* 一 07 06x 
-之 Bo do, (2.3.25) 


OL, dt Ow, di 1 99， 
好 1 3 86， ad 
| 二 二 5 ao 一 二 Com) (2.3.26) 


将 式 (2.3.17〉 代 入 式 (2.3.26)， 得 
(0L* d aL* oc 6L/d G0 00 
率 _ -一 | -一 . _ 
5 = OX, di 0o， 之 0I， (总 Ow, OTs ) lor, 


d /OL* | 
+ i( Poe™) (2.3.27】 


将 式 (2.3.27) 代入 Hamilton 原理 〈2.3.7)， 并 利用 端点 条 件 
(2.3.8)， 得 到 


考 虎 到 式 〈2.3.28) 的 积分 区 间 是 任 取 的 ， 目 sr, 是 彼此 外 3 
的 ， 便 得 
6lL* GL* ~ OL/d 0 00 
Ow, -7 和 00k ( 硬 5 5 一 
(Ss=1," ,nN) (2.3.29) 
方程 (2.3.29) 可 称 为 完整 系统 准 坐标 下 的 Hannpiraa 方程 。 
特别 地 ， 在 式 (2.3.12) 下 ， 方 程 (2.3.29) 成 为 


dl 8 sv/ bw \), 
di Do On, -之 a DG 这 One 9 ) = 
(1. 。… ,7IL ) (2.3.30) 
4. 一 般 完整 系统 的 Hamiilton 原理 
如 果 广 闵 力 不 是 有 势 的 ， 则 谁 坐 标 下 的 于 amiiton 原理 可 以 
写成 形式 


| (eT* + 5 P30r, jdt=0 (2.3.31) 
fo 了 一 上 
其 中 
= 0 (2.3.32) 
=1 
为 礁 坐 标 下 的 广义 力 。 


原理 (2.3.31) 比 原理 (2.3.7) 更 一 般 ， 因 为 当 广 义 力 有 
热 时 ， 由 式 (2.3.31) 可 导出 式 (2.3.7)。 


2.3.2 完整 系统 在 准 坐 标 下 的 Lagrange 原理 


1。Lagrange 原理 
考虑 理想 、 双 面 、 完 整 、 有 势 系统 。 令 7* 为 用 准 速度 表 达 
的 动能 ， 即 
TY(gr sorst) =T(g, ,Gg rst),t) (2.3.33) 
则 有 
A7 “一 AT 《2.3.34 ) 
将 式 (2.3.34) 代入 Lagrange 原理 (2.2.24)， 得 到 


£1 


A| 2T*di=0 (2.3.35) 


这 就 是 完整 系统 在 准 坐 标 下 的 Lagrange 原理 。 
下 面 研 究 原 理 (2.3,35) 的 端点 条 件 。 由 式 (2,2.17)， 我 
们 有 : 


AT 一 6 开 ， + WA, Ad 一 80 二 OA 
由 此 并 利用 式 《2.3.4)， 有 
AT,= 2, OO + ,A 


和 
ki1 Odk . 


Ow, . 
= 5 7 (Agqi— At) + wiAf (2.3.36) 
因此 ， 端 点 条 件 (2.2.25) 成 为 


(CA) ={ (0 — > 2 ge ) A 天 


站 
(Az) so ={ (0 — > a Gr ) A | 
RI1 Odqx f=7) 


特别 地 ， 当 准 速度 物 广 义 速度 的 线性 齐 次 式 移 取 时 ， 云 (2.3.37) 
成 为 


(2.3.37) 


(ANXs),ss, =0, (AAXs)ii=0 (2.3.38) 
2. 由 Lagrange 原理 推导 运动 微分 方程 
由 原理 (2.3.35) 同样 可 以 推导 出 完整 系统 准 坐 标 下 的 运动 
微分 方程 (2.3.23) 和 (2.3.29)。 


S$ 2.4 非 完 整 系统 的 积分 变 分 原理 


对 于 双 面 、 理 想 、 完 整 、 有 势 系 统 ， 囊 amilton 作 用 量 和 
Lagrange 作用 量 阁 系统 的 真实 运动 具有 稳定 值 性 质 。 但 是 ， 对 
于 非 完 整 来 说 ， 一 般 没 有 这 个 结论 ， 仅 在 极 特殊 情况 下 作用 量 才 
有 稳定 值 性 质 。 本 证 讨论 变 分 65. 的 定义 ， 非 完整 系统 在 广义 坐 
标 下 的 Hamilton 原理 和 Lagrange 原理 ， 以 及 非 完 整 系统 在 准 
坐标 下 的 Hamilton 原理 和 Lagrange 原理 等 问题 。 


2.4.1 变 分 09, 的 定义 
1， 非 完 整 系统 需 对 广义 速度 的 变 分 下 定义 


设 系统 的 位 形 由 么 个 广义 坐标 Vs 三 1 ,mn》 来 确定 ， 并 受 
有 & 个 理想 非 完整 约束 

fe(g,,60;,t)=0, (B=1,*" ,pg; S=1,%,h) (2.4.1) 
根据 Appell-qeraea 定义 ， 约 东 (2.4.1) 加 在 虚 位 移 8g, 上 的 
条 件 为 式 〈1.4.9)， 即 


5 04 0g,=0 (B=1,*,g) (2.4.2) 


坐标 的 变 分 满足 条 件 


> 00: 一 0 
二 1 
它 与 关系 8s 二 0 是 一 回 事 。 但 对 非 完整 系统 来 说 ， 有 


/0 6 
op= 开 (0g+ 0g )， (B=1,,2) (2.4.3) 


7 二] 


比较 式 (2.4.3) 与 (2.4.2) 就 会 发 现 ,关系 8 =0 与 式 (2.4.2) 
并 不 是 一 回 事 。 不 同 于 完整 系统 ， 在 非 完 整 系统 中 仅 在 变 分 0& 
的 确定 定义 下 ， 关 系 5 7 ==0 才能 满足 2。 变 分 8g, 的 定义 有 两 
种 : CycnoB 定义 与 Helder 定义 。 

2.。 CycanoB 定义 

设 由 式 (2.4.1) 可 解 出 后 面 & 个 广义 速度 


S= 1] ,ee ,73; o—=] ,ee € 


Gera=palgsGst)  ( ) (2.4.4) 


e=N— ps P=1,",p 
定义 1 对 独立 的 变 分 取 交 换 关系 
09, = (dg,), (0 =1,°,e) (2.4.5) 
以 及 条 件 
91 一 


8fs=0, (B=1,.,8) (2.4.6) 
由 式 〈2.4.5》 和 (2.4.6) 来 确定 669,44。 这 种 定义 称 为 Cycnos 
下 筷 来 求 690.1sg。 人 条 件 (2.4.6) 成 为 
O98 -0 这 
。 _ OOY B 
ee 和 09。 0 志 坟 pg 人 3 2.4.0) 
对 式 《2.4.4) 利用 APpell-HeTaes 定义 ， a 
上 
dq.1s = 5 0s 8g。 (2.4.8) 
ol 
于 是 
d OPp OF pg 
ji(0g9.+8) 一 二 Go + 二 况 og.) (2.4.9) 
由 式 (2.4.7) 和 (2.4.9)， 得 
d G9 d i 
D918 = i( 09.42)+ > 5 2 -09))- D7; Fg, 
og=1 
(2.4.10) 
其 中 
d DO O08 OFsg 0D0， 
+p 一 二 
Td 一 下 人 do .411) 
注意 到 式 (2,4.5)， 则 
d e 
dG.18 = F709.12)— 2 Toh0g, (2.4.12) 
oC=1 


因此 ， 在 Cycnos 定义 下 ， 变 更 轨道 满足 约束 方程 但 d,6 
运算 的 可 交换 性 仅 对 与 独立 的 广义 速度 相应 的 坐标 才 是 对 的 。 
3. Holder 定义 
定义 2 对 所 有 变 分 采用 交换 关系 
0 = 0g: (Ss=1,*,N) (‘2.4.13) 


由 此 来 确定 8fs。 这 种 定义 称 为 Helder 定义 。 
现在 按 Helder 定义 来 计算 8fs。 我 们 有 


of 4d9 of 
= (0 0 og + i Bo dg 
注音 到 条 件 (2.4.2)， 则 有 


/60fs ad Dj 
= jo dG jog. (2.4.14) 


对 于 非 完 整 系 统 来 说 ， 一 般 没 有 8 大 =0。 
因此 ， 在 Ha5lder 定义 下 ，d ;0 运算 的 可 交换 性 允 所 有 坐 款 
都 对 ， 但 一 般 说 来 ， 变 更 轨道 不 痛 足 约束 方程 。 


2.4.2 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 积分 变 分 原理 


这 里 讨论 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 瓦 amilton 原理 的 各 种 形 
式 ， 它 成 为 稳定 作用 量 原 理 的 充 要 条 件 ， 利 用 它 来 推 好 非 完 整 系 
统 的 运动 方程 ， 以 及 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Lagrange 原理 等 
问题 。 

1。 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 Hamilton 原理 

现在 我 们 将 Alembert-Lagrange 原理 在 二 至 二 内 对 时 
间 积 分 ， 来 考察 非 完 整 系统 的 Hamiiton 原理 应 该 有 怎样 的 形 
式 . 如 果 广 义 力 是 有 势 的 , 则 D'Alembert-ILagrange 原理 (2.1.8) 
可 -号 成 形 去 ， 


"jar ad a 
(a5 -总 809， )29, =0 “(2.4.15) 


它 可 变形 为 
d1 87 7 1 


(2.4.16) 
将 式 (2.4.16) 对 了 由 天 至 玉 积 分 ， 并 注音 到 端点 条 件 (2.2.2)， 
得 到 


人 {aL+ 2 C09,) —0g: jjas=0 (2,.4.17) 


由 式 (2.4.17) 出 发 ， 恨 据 对 66; 的 两 种 不 同 定义 ， 可 以 得 到 非 
完整 系统 两 种 不 同形 式 的 再 amiiton 原理 。 

将 Cyezroa 定义 的 式 (2.4.5) 和 (2.4.12) 代 入 式 (2.4.17)， 
我 们 得 到 


| 


£ AL 2 
| { GZ)e+ 2 ST:+s0g, las=0, (2.4.18) 


0 了 ==1 
其 中 〈85)c 表示 Ca 意义 下 的 8。 由 式 (2.4.5) 和 (2. 
4.12)， 我 们 有 


"OL -、8L 9L 
(0L)c=( > ,0g+ >》 a 00+ ), 99 ) 
(Fi A 84。 gL, Ogerp c 


0L_ fd 
+ GG.+8 1 二 Gogso) -7: gs ) (2. 4.19) 


原理 (2.4.18) 称 为 非 洛 整 系统 在 Cyc7noB 定义 下 的 广义 坐标 形 
式 的 Hamilton 原理 。 这 个 原理 与 完整 系统 的 开 amilton 原理 
(2.2.3) 和 被 积 图 数 多 出 了 一 项 


te 


i 元 > 人。 09。 


ogo=1 


将 HH5lder 定义 的 式 (2.4.13) 代入 式 (2.4,17)， 我 们 得 到 
| (sz)adi=0 (2.4.20) 


fo 
其 中 (6Z)n 表示 51lder 意义 下 的 8KL， 我 们 有 


二 ~ 6L d 
A 4 + 2 Bg, 69.) 


8 
十 Be pe $8 - 0g. +8) (2.4.21) 


原理 (2.4.20) 称 为 非 先 整 系 统 在 昌 6lder 定义 下 的 广义 坐标 形 
式 的 HHamilton 原理 。 这 个 原理 与 完整 系统 的 Hamilton 原 理 
(2.2.3) 有 类 似 形式 。 但 是 ， 原 理 (2.4.20〉 中 的 8 不 能 写 在 
积分 写 之 前 ， 而 且 其 中 的 8g; 也 不 是 独立 的 。 : 

如 果 广 义 力 不 是 有 势 的 ， 则 非 完 整 系统 的 Hamilton 原理 的 
CycaosB 形式 为 


有 aT E 
| {G79e+ Tom + 之 3 — 2 7s'?0g, 后 =。 
′ =1l 


(2.4.22) 
而 匡 61lder 形式 为 
fi! 他 
| {87a > 0.80， 人 =。 (2.4.23) 
fo | 
关于 瑞 amilton 原理 的 两 种 形式 (2,4.18) 3 (2,4.20) 之 间 的 
关系 ， 有 下 述 命 题 。 
命题 ] 我 们 有 ， 
(6L)c+ 5 0- >》 73+p069 = (07) (2.4,.24) 


00 18 7 1 


[证 明 ) 比较 关系 (2.4.19) 与 (2.4.21)， 便 得 结论 。!| 
由 这 个 命题 可 知 ， 非 完整 系统 Hamilton 原理 的 两 种 形式 
(2.4.18) 和 2.4.20) 是 等 价 的 。 类 似 地 ， 式 (2.4.22)〉 和 


《2.4.23) 也 是 等 价 的 。 


现在 将 原理 〈2.4.18) 写成 另外 的 形式 。 为 此 ,利用 下 述 
命题 。 


命题 2 我 们 有 


(8L)c= (8L)e, (2.4.25) 
其 中 
Lgssdr st)=L(g dG 9a(g.,0,,t), 1) (2.4.26) 
[证 明 ) 因 | 
7 er 上 让 
~ ( 
0 一 2 Bo 09 > 57 oF 
+s=] T=1 
€ 
oaL eoL 
= 70+ 2 a ddt 2) p 
:210 o=1 BE1 05934 
而 
”HL ~ 0 
oT = Og; 0 + 十 之 66 DG。 >, G6 Ofer+8 
让 
-~ 
OL =0L— 2 37 (0g.+0— 602) (2.4.27) 
A= 1 (+8 


在 Cycnos 意义 下 ， 有 
6.5 一 9906 (2.4.28) 
于 是 
(BL)ce= (8L)e z | 
根据 命题 2 ，Cyczroa 形式 (2.4.18) 还 可 写成 


£1 


g E 
~ L 
| {87)e+ 3 5 > 72+p04。 lai=0 (2.4.29) 
B=1 7 


jo T=1] 


2， 非 完整 系统 Hamilton 原理 为 稳定 作用 量 原理 的 充 要 
条 件 


一 般 说 来 ， 非 完整 系统 Hamilton 原理 的 两 种 形式 (2.4.18) 


和 (2.4.20) 都 不 是 稳定 作用 量 原理 ， 即 不 能 成 为 东 记 国 的 极 
值 。 现在 研究 这 两 种 形式 成 为 稳定 作用 量 原理 的 充 要 条 件 。 


首先 ， 研 究 Hlder 形式 (2.4.20)。 把 它 与 作用 积 分 人 La 


在 条 件 (2.4.1) 下 取 稳定 值 的 Lagrange 问题 作 一 比较。93| 入 
不 定 乘 了 Ka(1D， 这 个 问题 变 成 下 述 变 分 问题 


ti 


10 一 于 
而 变 分 问题 的 Euler 为 
ad eoL _ Of a d Of 8 
di 0g; -Br 三 Ko (全 一 di 区 )- 区 包罗 
(S$=1],***,) (2.4.31) 
由 式 〈2.4.20)，3 引 入 不定 乘 子 16， 可 导出 非 完 整 系 统 带 乘 子 的 
方程 ， 
d OL oL 加 Of pg 1 
di Og; Og, i 0d， 9 ($= 1]， ,72) 
(2.4.32) 


韭 完 整 系统 的 运动 方程 (2.4.32) 和 (2.4.1) 不 等 价 于 变 分 问 
题 (2.4.30) 的 方程 (2.4.31) 和 (2.4.1)， 但 这 并 不 意味 着 两 
个 方程 组 设 有 共同 解 。 现 在 导出 两 个 方程 组 有 共同 解 的 充 要 条 
件 。 如 果 方 程 组 〈2.4.32)、(2.4.1) 和 方程 组 (2.4.31)、(2.4.1) 
有 共同 解 ， 则 有 


& 8 
» Ofa Ofse d 0/n 
2 (hp+ Kp) 0G 2 Ke 这 一 和 02， )， 


(S 一 1 y72) (2.4.33) 
将 这 些 方程 两 边 乘 以 虚 位 移 8g:, 并 对 5 求 和 ,考虑 到 式 (2.4.2)， 
便 得 到 03 


Oa dd0/e 
Ks ( 五 jg =0 (2.4.34) 


这 是 两 个 方程 组 有 共同 解 的 必要 条 件 。 同 时 ， 这 个 条 件 也 是 充分 
的 。 实 际 上 ， 方 程 组 (2.4.31)、(2.4.1) 的 解 4(t) 满 足 条 件 
(2.4.34)， 那 么 将 式 (2.4.31) 两 端 同 时 乘 以 dg， 并 对 3 求 
和 ， 将 式 (2.4.2) 乘 以 2s 并 对 8 求 和 ， 然 后 相 加 ， 再 考虑 到 去 
(2.4.34) 和 (2.4.2)， 我 们 得 到 
- L 
(8 5 一 5 2 1 jag.=0 
这 说 明 解 9;(1) 也 满足 方程 组 (2.4.32)、(2,4.1)。 
命题 3 ” 非 完 整 系统 了 Hamilton 原理 的 Holder 形式 (2.4. 
20) 为 稳定 作用 量 原 理 的 充 要 条 件 是 式 (2.4.34)。 
这 样 ， 在 条 件 〈2.4.34) 下 ， 非 完整 系统 的 运动 方程 (2.4， 
32) 取 Euler 方程 (2.4.31) 的 形式 。 因 此 ， 对 于 满足 条 件 
(2.4.34) 的 非 完 整 系统 的 所 有 运动 ，Hamilton 原理 的 Holder 
形式 (2.4.20) 成 为 稳定 作用 量 原 理 。 
其 次 ， 研 究 CycnoB 形式 (2.4.18)。 使 原理 (2.4.18) 成 
为 稳定 作用 量 原理 的 充 要 条 件 是 


il 


| (二 起 


to B=1 
而 由 6g6 的 任意 性 ， 可 归结 为 
g 
之 
B=1 
于 是 有 下 述 命 题 。 
命题 4 非 完 整 系 统 Hamilton 原理 的 CycxAos 形式 (2,4. 
18) 为 稳定 作用 量 原理 的 死机 条件 是 式 〈《2.4.36)。 
使 Hamilton 原理 成 为 稳定 作用 量 原 理 的 充 要 条 件 (2.4.34) 
或 (2.4.36)， 仅 对 极 个 别 的 非 完 整 系统 才 成 并 。 
例 对 Appell-Hamel 例 ，Hamilton 原理 是 稳定 作用 量 
了 原理 。 


匡 
+ 有 
By 7: 0g, jd =0 (2.4.35) 


L 
0 T :+8 ~—0, (oS=1,***,E) (2.4.36) 
Og e+8 


令 9:=*”,9: 一 93=2， 我 们 有 
L=T—V=Tmgi+9 +d!) —megg, 
约束 方程 为 
， 一 了 一 一 
d= V0 +g: 
于 是 


OL 7 (a Gd gs Ws Bg) 
0g3 : 0g3 \di O01 Og! 09: 0gi 
me da/ 9 : 
3 D(a 

OL ,, b 人 人 ) 


WT a i 


对 Appell-Hamel 例 ， 方 程 (2.4.32) 给 出 
2 bo a bo _ gd -= 
MI a Fo? W142 二 一 ag te mqgs=—= —met i 
由 此 得 到 : 
lig2 一 小 gz 一 0 
因此 有 
-2 Ta- 02 Ts 一 0 
O03 003 : 
于 是 条 件 (2.4.36) 成 六 。amilton 原理 对 Appell-Hamel 例 | 
是 稳定 作用 量 原 理 。 | 
3， 利 用 Hamilton 原理 导出 非 完 整 系统 的 运动 方程 
非 完 整 系统 的 瓦 amilton 原理 (2.4.18)、(2.4.29) 和 (2. 
4.20) 尽管 一 般 说 来 不 是 稳定 作用 量 原理 ， 但 是 ， 可 以 根据 它们 
来 推导 韭 完 整 系统 的 运动 微分 方程 。 
自 先 ， 利 用 原理 (2.4.29)。 考 虑 到 Appeli-qeraea 定 义 
(2.4.8)， 我 们 有 


DLL d Ol Of, 0¢F; 
一 > Te (Og ) 一 > (Se 十 > ， 一 = 一 
=1 Ofso dt r=1l 0O8。 B=1 Oq +8 09。 


一 E 
d 0 \ d/o 0 
dt 60。 /07- + : 


将 上 式 代 入 式 (2.4.29)， 忆 谨 到 涡 扣 条 件 ， 便 得 


1! 


- - 2 d 8/ 
4 一 -一 
{二 (六 + 和 5 df 06, 


:ec OU=1 


& 
ol 。 加 
"2 7 To 7 )89。 


由 此 ， 考 由 到 积分 区 辣 的 任意 性 以 及 69s 的 独立 性 ， 便 得 


+8 


(0—1,* ,Ee) (2.4.37) 
方程 (2.4.37) 是 非 完整 系 统 广 义 坐 标 下 的 广义 QaTPITHE 方 


和 
程 Cl12) 
. 总 
Pa 


其 次 ， 利 用 原理 〈2.4.20)。 原 理 (2.4.20) 可 写成 形式 


i1 fl 


| (>( 总 -总 六 )o8 ja (DE 2 5 )| =0 


考虑 到 原理 的 端点 条 件 ， 上 式 第 二 项 为 零 。 利 用 式 〈2.4.2)， 引 
入 不 定 乘 子 4s， 由 此 得 到 


do oo Of? 
di 060 6g, 人 po (Ss=1,%,n) (2.4,38) 


这 是 非 完整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 。 
4， 非 完整 系统 广义 坐标 下 Hamilton 原理 的 一 般 形式 
如 果 广 闵 力 不 是 有 势 的 ， 则 非 完 整 系统 有 Hamilton 原 再 


一 100 一 


CycIAo8 意义 下 的 一 般 形式 为 


[1 


| | (87)c+ >》， 00g, 
s=1 


fo 


€ . 
1 0g, = 
| 


或 者 与 成 
fi 
| {67 )c 十 DO.+ 元 > T_T, 0g, jdi=0 
fo =]1 
(2.4.39) 
其 中 
g£ 
+ 5 0 (2.4.40) 
B=1 4 
而 也 6lder 意义 下 的 一 般 形 式 为 
| erya+ D0g fd=。 (2.4.41) 
fy $=] 


由 原理 (2.4.39) 容易 导出 非 完整 系 统一 般 形式 的 广义 坐标 
下 的 广义 HannpIrnas 方程 
d 687 有 07T ,.. 
dt 0go 6g 2 dd..s 一 二 5 a =0。 
(zc 一 ] sy (2.4.42) 
由 原理 (2.4.41) 容易 导出 非 完整 系统 一 般 形式 的 带 乘 子 的 方程 
d 7 -67 ofs 
dt gr Gg CT 产 1 
(2,4.,43) 


若 将 广义 力 Q; 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 有 势 的 0Q,;， 男 一 部 分 是 非 
势 的 0,: 


0.=07+0" 
or  d OV 


He 


0:=— go ai 0 
并 令 工 = 了 一 冯 ， 则 式 〈《2.4.43) 可 写成 形式 


一 101 一 


(2.4.44) 
5， 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 Lagrange 原理 
现在 讨论 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Lagrange 原理 。 与 完整 
系统 一 样 ， 要 求 可 比较 的 运动 有 同样 的 总 机 机 能 常数 。 我 们 来 讨 
论 在 什么 条 件 下 非 完 整 系统 具有 能 量 积 分 。 
命题 5 ”如果 非 完整 系统 满足 条 件 
(1 ) 约束 方程 中 fs 对 4 是 齐 次 的 ， 即 


> 一 Boy (2.4.45) 
其 中 &， 为 弄 次 性 阶 指数 ; 
《2 ) 非 势 力 0, 是 陀螺 力 或 者 不 存在 ， 即 
于 0? -。 (2.4.46) 
(3) Lagrange 衣 数 不 显 含 时 间 £, 
0 (2.4.47) 
则 存在 广义 能 量 积分 
二 -3 _ 4 


[证 明 ] 按照 式 的 求 式 〈2.4.48) 左 端 对 时 间 的 

导数 ， 我 们 有 
d /一 ay 
这 


外 


-L)= Do%+ 5 Th 2 


全 09， Os 
将 条 件 C2.4.45) (C2.4. a7) 代入 上 太 便 得 


中 二 人 L)= 0 


一 102 一 


于 是 括号 内 表达 式 为 常数 。 命 题 得 证 。 | 
推论 ” 非 完整 系统 若 满 足 条 件 (2.4.45) 一 (2.4.47)， 且 所 
受 完整 约束 是 定常 的 ， 则 存在 能 量 积分 7 了 +V=h。 
韭 完整 系统 的 Lagrange 原理 仍 具 有 形式 〈2.2.31)， 即 


ft 


A| 2 Tdf=0 (2.4.49) 


Lo 


或 者 写成 


z 


| {AC+27(AbD jdi=0 (2.4.50) 


对 于 非 完 整 系统 来 说 ， 由 于 变更 运动 一 般 不 满足 约束 方程 ， 
因而 Lagrange 原理 一 般 不 是 稳定 作用 量 原理 。 非 完整 系 统 的 
Lagrange 原理 是 稳定 作用 量 原理 的 充 要 条 件 仍 然 是 条 件 (2、 
4.34)。 

非 完整 系统 的 Lagrange 原理 (2.4.50〉 可 用 于 推导 非 完 整 
系统 的 运动 方程 。 为 此 ， 将 式 (2.4.50〉 引 向 更 明显 的 形式 。 

命题 6 原理 (2.4.50) 等 价 于 下 列 形式 


11 万 号 
DLL d 0L aL 
| 二 | 09。 一 2_ (Bo 


8 一 荆 B= 1 


“4 0L ) 
dt 0Q9 ,+8 09 


5 证 明 ] 由 条 件 (2.4.47〉 知 ， 工 不 显 含 :， 故 


}Agdt =0 (2.4.51) 


上 8 、 
OL. aL 
AL= 2, Og, Ags + > 09。,， Age+a 


一 104 一 


+ 允 人 (a0 一 5(AN) 


总 
十 
关 , 
将 约束 表 为 


G18 = Vp(g,Go 1 ) 
则 条 件 (2.4.45) 成 为 


025 . 
> 和 0 ;1 


于 是 
Ag.+a =0g.rs + gra At= 5 2260 
y=1 9° 
-Do 0 
+ DahAi= DAg 
df 07。 全 04。 
而 


。 久 
(Ag.+2) -二 3 Age+ > De (Ag,): 


, {CAg.4p)' —60.40 (At)'} (2.4.52) 


(2.4.53) 


(2.4.54) 


将 式 (2.4.53) 和 (2,4.54) 人 和 去 (2.4.52)， 得 到 


AL -D(A 三 3 9) 


= 1 Og .18 0g, 


B=1 0g ,+8 


0oL ) 2 Opp ta 
Og c+8 07。 4A9。 


di 
_ (二 Lv 
6G, 和 Pr: 


0 
04.: 


< 0 ) AB): 


Ad。 | 


起 
0 六 dd 8L < or 
+ -下 + 
d 


(2.4,55) 


因 所 受 完整 约束 是 定常 的 ， 动能 为 广义 过 上 的 庆 二 站 有 


一 104 一 


二 67 
2 T(At) 9 6,( AL) (2.4.56) 
联合 式 (2.4,55) 和 (2.4.56)， 有 
3 q 后 9 ， 
AL+21(A)' = Ta 之 元 + 有 a )Ag | 
- OL E oL d dL \09, 
+ Ogqo -总 这 之 (3 dr OG .48 ) }Ag; 
(2.4.57) 


将 式 (2.4.57) 代 入 式 (2.4.50), 并 考虑 到 端点 条 件 (Ags)4-t, 二 0， 
(Ad。) -=0， 便 得 式 (2.4.51)。 | 


2.4.3 非 完 整 系 统 准 坐标 下 的 积分 变 分 原理 


1.。 非 完整 系统 准 坐 标 下 的 Hamilton 原理 
对 受 有 形 如 式 (2.4.1) 的 非 完 整 约束 的 力学 系统 ， 我 们 选 
准 速度 如 下 | 1 
Wj = Wo (Gr, Ys) ， 和 一 1 ， see ， 
wg= fag 0 月， (88 一 1 eg) “2.4.58) 


也 就 是 说 ， 前 面 * 个 准 吉 度 任意 技 此 执 立 地 选取 ， 后 面 & 个 准 退 
度 按 约束 方程 的 左边 选取 。 因 此 有 we=0， 但 在 许多 情形 中 ， 
这 些 条 件 仅 在 最 终 所 得 结果 中 才 人 允许 应 用 。 
为 建立 非 完 整 系统 在 准 坐 标 中 的 丽 amilton 原理 ， 可 对 完整 
系统 准 坐 标 下 的 Hamilton 原理 增加 条 件 
Wrp—=0, OX.+g= 
即 有 
人 aL*at=0 
w+1a=0, 0 工 , = 0, 70 (B= 1, sse ， 2; < 一 名 一 C) 


(2.4.59) 
(ONXo) so 一 (To) -一 0， (o=1, ***, €) 


一 105 一 


利用 原理 (2.4.59) 可 以 推导 非 完 整 系统 准 坐 标 下 的 运动 方 
程 。 类 似 于 式 (2.3.28)， 原 理 〈2.4.59) 可 化 成 形式 


上 3 
olL* dd OL* 0L / d Gg 8 
| | [ ox, di Do。 + 区 Og x | ) ) 


‘di Do。 On, 
orbdt=0 z (2.4.60) 
由 此 ， 注 意 到 积分 区 间 的 任意 性 以 及 6T。 的 彼此 独立 性 , 便 得 
ad lL* id 6 6 
df 0o。 br。 之 2 Dao。 D7 )=0 
: (II 一 1,，%。 <e) (2.4.61) 
这 是 非 完 整 系 统 准 坐标 下 的 三 义 Hanmeiran 方程 。 
类 似 干 式 (2.3.22)， 原 理 (2.4.59) 还 可 写成 形式 


ty C= 


a 


> nn 

OL™ d 90L™* OL™ 
| | | 2 元- 和 di Ow - 2 2, Ow 
to OO=1 r=1 k=1 


x (一 5 -党 rr。 j= (2.4.62) 
由 此 ， 注 意 到 积分 区 间 的 任意 性 以 及 6X。 的 彼此 独立 性 ， 便 得 


a 6L* OL -- BL* Bo or \ 0, 
df Do。 io 工区 (等 di Bi, 09， )ae 


一 0， (0 一 1 ee) (2.4.63) 
这 是 非 完 整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 。 值 得 注意 的 是 ， 在 


LL* 
方程 《2.4.63) 中 ， 仅 在 计算 如 一 之 后 才 可 应 用 wsso 一 0。 


2. 非 完整 系统 准 坐 标 下 的 Lagrange 原理 
当 准 速度 按 广 闵 速 度 的 线性 齐 次 式 选 取 时 ， 非 完整 系统 维 坐 
标 下 和 的 Lagrange 原理 可 表 为 
EY oT#*df=0 


i0 
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,18= 0, AX,.p=0， (B= 1, *., 区 多 EN— pp) 
(2.4.64) 
(ATv)i 二 (ATv)- = 0, (II 一 上 “9, €) 


$2.5 一 类 新 型 积分 变 分 原理 


现在 我 们 来 研究 一 类 新 型 积分 变 分 原理 ， 不 同 于 前 面 讨论 的 
Hamilton 原理 和 Lagrange 原理 ， 它 们 不 是 在 通常 位 形 空间 中 ， 
而 是 在 多 次 速度 空间 中 讨论 的 。 当 然 ， 使 用 高 阶 变 分 空间 时 ， 对 
可 取 国 数 的 光 请 度 要 求 较 高 。 本 节 讨 论 妈 次 速度 空间 中 的 积分 变 
分 原理 ， 二 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 及 其 极 值 特性 ， 以 及 新 
型 变 分 原理 的 应 用 。 


2.5.1 mm 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 


1. 下 的 基本 假定 

定义 1 取 % (2 二 1,*…*,，N) 为 3NV 维 欧 氏 空 间 R(0，@， 
。。.…， en) 中 的 从 标 变量 ， 在 此 3 N 维 空 间 中 位 意 一 点 的 拓 公 x 
为 


光一 xX @; (2.5.1) 


中 x 一 -站 “， 称 此 空间 为 多 次 速 庆 空 间 59。 
当 m= 二 0,1,2 时 ， 上 述 空间 分 别称 为 坐标 空间 、 速 度 空间 和 
加 速度 空间 ?7。 
在 m 次 速度 空间 中 的 变 分 规则 为 
0x = 0%' = = *X =0 
54 ' 0, bx ‘0 
在 广义 坐标 下 写成 


(2.5.2) 
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0 9: 本 1) (R=1, 1 m7) (2,.5.3) 
0g;, 0, 0 gq, 0, (s=1, ***, 1) 
定义 2 车 在 m% 次 速度 空间 中 ， 菜 个 约束 产生 的 约束 反 力 沿 
着 约束 方程 在 该 空间 所 确定 的 超 曲 面 的 法 线 方向 ， 出 称 之 为 于 下 
约束 。 


因此 ， 当 力学 系统 受 有 约束 


Folt, Xi, Ri, so, %' )=0, (B=1,, gt=1,",3N) 
(2.5.4) 
有 时， 其 约束 反 力 为 
sg 
及 :一 2， 1 (2.5.5) 
B=1 OX 
各 将 约束 用 广义 坐标 表示 ， 则 有 
fal¥, si J ero, 0:) 一 0， (B=1, “»*， ;3S= 1， “es 1) 
(2.5.6) 


约束 (2.5.6) 是 对 9， 的 限制 ， 因此 在 % 次 速度 空间 中 ,约束 
(2.5.6) 加 在 该 空间 中 虚 位 移 6 9, 上 的 限制 条 件 为 


5 e070 6 g) (2.5.7) 
4 二 104; 


定义 3 mn 次 速度 空间 中 的 交换 关系 为 


(4) (p+1) 


d 
0 一 2 g =0 (2.,5.8) 


2. ma 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 

命题 1 5” 如 果 力 学 系统 受 有 双 面 、 理 想 、 完 整 约束 ， 所 
受 广 义 力 是 有 势 的 ， 其 势能 为 了 = (1 9,)， 那 么 ， 在 xm 次 速度 
空间 中 系统 真实 运动 将 使 泛 消 


1=| (T+mT.—V )di (2.5.9) 


£0 
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取 稳定 值 。 这 里 工 为 系统 的 动能 , T=- 了， 了 


{r+1) 


d (qn -1) om 人 PT 
< 一 2 


“4，， 而 坊 为 不 等 于 1 的 自然 数 。mr 次 速度 空间 中 轨道 端点 满足 


条 件 


(41) (1m) 
(8 0 ) 一 0， (8 gq ) 一 0 (2 
fa fn fufl 


[证 明 ) 
2 


(m3 ) 


-| 人 2 


fo 2 了 = ， 


+ 了 人 


aa, 


(m+ DT LT oO 


s=1 Og; 


£1 (rm) 
-| {一 
(HF) 


8#07 三 了 OQ gs 


这 里 已 用 到 交换 关系 (2.5.8)、 


亚 关 系 CH) 
oT 

0 

容易 证 明 的 
of of 

9g 6 


(m+1) 一 


.9.10) 


(C7) 《Pi 【793 
(OT +m 87,.—0V )df 


‘+1) 


A 97 | vi ds 
s=10 4 


0 了 
— (m+1) Gd dg dd 


(2.5.11) 
端点 条 件 〈2,5.10) 以 及 下 述 明 


(2.5.12) 


(2.5.13) 


将 式 “2.5.13) 代入 式 (2.5.11)， 得 到 
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o7=| { 王 ( 迁 -站 -各 og Yat 


1 好 (fx) 
=| {( m+1 Of _OV 1 3 )og, jd 
m 6g Og; m oo 


(2.5.14) 
利用 原理 (2.1.35) 或 (2.1.47)， 便 得 5IT=0。 | 
推论 ”如 果 m= 二 0， 则 命题 1 给 出 Hamilton 原理 


ol (TV)di=0 (2.5.15) 
20 
车 在 lm 一 1) 次 速度 空间 中 的 广义 力 是 非 势 的 ， 即 
GO 一 GD (Ss, R=1, ,1) (2.5.16) 
那么 它们 在 4w 次 速度 空间 中 就 具有 广 闷 势 ， 只 要 取 


(Co) 全 (FF 
V=— >,0.g (2.5.17) 
了 二 1 
就 有 《他 了 
9 一 一 OV (2.5.18) 
0 g; 
于 是 有 下 述 命 题 。 


命题 2") 对 于 (m 一 1) 次 速度 空间 中 为 非 势 力 (2.5.16) 
的 系统 ， 命 题 1 仍 成 立 。 

下 面 研 究 非 完 整 系 统 。 设 系统 受 有 & 个 非 完 整 约束 (2.5.6)， 
我 们 有 下 述 命题 。 
”命题 3" 5) 若 系 统 受 有 双 面 、 理 想 非 完整 约束 (2.5.6)， 
且 广 义 力 是 有 势 的 ， 则 在 儿 次 速度 空间 中 系统 真实 运动 使 泛 国 


fi 局 


4=1 (T+ mT.—V— > pfe jd (2.5.19) 
to B=1 


取 稳 定 值 ， 其 中 以 为 不 等 于 1 的 自然 数 ，2s 为 不 定 乘 子 。 
证明】 类 似 于 命题 1 的 讨论 ， 有 
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(9) 
aT BT 1 oT (13) 
Ay 9) 0g: 
| NM 0g;s Gg; I 
(Crt 8 
‘=1 B=1 04: B=1 
考虑 到 式 〈2.5.6)， 则 有 


， 用 (40) 
m+1 0 0r 1 07 
04= mn a a mm 
to 了 = 了 09: 人 0 ds 
3 1 i jeg dds (2.5.20) 
B=1 0 gr 


由 原理 (2.1.47) 和 虚 位 移 方程 (2.5.7)， 利 用 Lagrange 
乘 子 法 ， 容 易 得 到 方程 
1107 . Oo Ofa 


mg, : dg pl 4 
(Ss=1], **°, 1%) (2.5.21) 

将 式 (2.5.21) 代入 式 (2.5.20)， 便 得 84=0。 | 
命题 4 对 于 (m 一 1) 次 速度 空间 中 为 非 势 力 的 系统 , 命题 


3 仍然 成 立 。 


2.5.2 二 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 及 其 极 值 特性 


1， 二 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 
当 纹 二 2 有 时， 命题 2 和 命题 4 分别 给 出 


| (+42 di=0 (2.5.22) 
fo 


f1 


| 
o| (T+2F.—V -5 fs jd =0 (2.5.23) 
10 : -B=1 


2， 积 分 变 分 原理 的 极 值 特性 
下 面 研究 原理 (2.5.22) 和 (2.5.23) 的 极 值 特性 。 我 们 有 


一 下 一 


如 下 命题 。 
命题 5 对 于 受 有 双 面 、 理 想 、 定 常 ,完整 约束 的 系统 ， 
二 次 速度 空间 中 的 泛 国 


fl 


I=| (全 + 2 人 一 广 )dt (2.5.24) 
在 其 真实 路 径 上 取 极 大 值 。 
人 人 一 次 建 度 空间 中 ， 式 (2.5.24) 的 二 次 变 分 为 
1 3 1 607 07、，. 
BE( 2 和 ”2 0 Tad ) 人 


1 _07 7 + O27 ss 
D9:09k 


(2.5.25) 


由 运动 方程 知 上 式 右 端 第 一 项 为 零 。 据 假设 ， 系 统 动 能 为 广义 速 
度 的 齐 二 次 式 


T= 区 SV A ith 
s=1 =] 
故 
-一 4 一 一 一 一 =0 (2.5.26) 
097094 88.0 gn 


将 式 (2.5.26〉 代 入 式 (2.5.25)， 得 到 


a! 2 
1=—5) (5 于 400589 )dt 


ty ss=1 k=1 
-a| T(89)d : (2.5.27) 
其 中 了 (69) 为 并 中 少 用 82. 替代 的 结果 。 因 了 人 是 正定 的 ， 故 
7(60)>0, 而 627 一 0。 命题 得 证 。 四 | 
命题 6'') 对 受 有 8 个 非 完 整 约束 
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rm 
Ts 


folt; fs) gs, ds) = 0,， (B=1, *,, 2;s=1, 和 
(2.5.28) 
的 力学 系统 ， 和 如 所 受 完整 约束 是 定 第 的 ， 那 么 二 次 速度 空间 中 的 
这 的 , ， 
4=| (TF +2 Df jd (2.5.29) 
B=1 - 


fo 


取 极 大 值 的 条 件 归 结 为 


£ 
0 ja 
2 二 (和 pd 55 和 05x>>0 (2.5.30) 


推论 ”大 fs 为 4: 的 线性 函数 时 ， 泛 函 4 取 极 大 什 。 


2.5.3 ”新 型 积分 变 分 原理 的 应 用 


“1. 在 弹性 力学 中 的 应 用 
设 呈 性 系统 的 位 形 由 位 移 天 芭 W (x, 71) 确定 ， 系 统 的 控制 
方程 为 


W x, 1) +D,CW (x, 1)]=0 (2.5.31) 
其 中 D; 为 线性 假 微 分 算 子 ， 边 界 条 件 为 
{U CW (x, 1)Y}s=0 (2.5.32) 


当 吃 , 为 自 伴 算 子 时 ， 式 (2.5.31) 就 是 弹性 保守 系统 的 运 动 微 
分 方程 ;， 当 D, 韭 自 伴 时 ， 式 (2.5.31》 就 是 弹性 非 保 守 系 统 的 
运动 微分 方程 。 

对 式 (2.5.31) 和 〈2.5.32) 的 情形 ， 有 如 下 命题 。 

命题 7 ”在 二 次 速度 空间 中 ， 弹 性 系统 的 真实 运动 使 泛 玉 


11 


dz rr1.. . ,.. 
1=| | (Wx 1) ]+2W (x, 1)*. W (x, 1) 


— DW x, J*W (x, ja (2.5.33) 
取 极 大 侧 ， 而 使 记 扼 


1 


7=| | 入 W(x, D+ DCW x, 2- W (x, 四) ja 
to VV 
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(2.5.34) 
取 极 小 值 。 
[证明 
£1 
o1=| | {2W (x, 1) .5W (x, 1) + 3W (x, 1) 


fo0 Vv 
-SW x, E)—DCWox, DDI:OW x, £) }dvdt 
{1 


- -| | {W (x, D+ DCW (x, 1)Y} .0W dvdi 


io VV 
£1 


+| 3W ox, 1) .0W (x, fdy 


V fo 
这 里 已 用 到 交换 关系 8 硼 一 -全 (3 咏 )。 利 用 端点 条 件 (8 态 ),-, 


= (8 矿 ),-,, 一 0， 以 及 方程 (2.5.31)， 便 得 0T= 0。 再 计算 二 次 
变 分 ， 有 


| 


327 一 -| | SW .85W dvdi<0 
jo V 
因此 ， 工 取 极 大 值 。 
又 有 
oJ=| | {VG D+ DCW x, A)}°OW (x, 5dod 
j0 VV 
一 0 


o7= 工 人 | 矿 .6 祖 dudi>0 
vr 


因此 ， 了 取 极 小 值 。 | 
2， 在 热传导 问题 中 的 应 用 
设 在 热传导 问题 中 物体 内 的 温度 分 布 为 了， 物体 中 有 内 热源 
0， 则 不 稳 态 有 内 热源 的 热平衡 方程 为 
DA oT OD 807 ， 
za -5 人 OX Oy” ~ O22 )+0 


Gt 一 
其 中 /a 称 为 热 扩散 率 。 对 这 类 问题 ， 我 们 有 下 述 命题 。 
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(2.5.35) 


-SA 


™ pip"ri 


命题 8 在 ;次 速度 空间 中 ， 对 于 有 内 热源 的 不 稳 赤 热传导 
问题 ， 系 统 的 真实 物理 状态 使 泛 函 


RR -2 


(2.5.36) 


取 稳 定 值 ， 其 中 二 2， 3， "es, 和 IT 一 区 ) 和 2 一 人 名 3 < 
[5 证明] 按 mm 次 速度 空间 的 变 分 规则 ， 有 


fi 3 
OF (2) 。 (m2) oF7 oT NV 
1) 1 4 ST — 08T+ D1 ) 0( Be ) ad 
0 一 


(2.5.37) 
利用 Stokes 定理 和 边界 变 分 条 件 ， 有 
| 4) | ) F(T )d 
= A hs; 7d 1 57 dy 
= 一 1 8T dy (2.5.38) 


将 式 (2.5.38) 代入 式 〈2.5.37)， 得 


rf 
OX oT vo 7 .Yn 
°7=) | {0-5 Fe: 十 Oy 十 jr ) -0 haT godt 
z (2.5.39) 
洋 虑 到 方程 (2.5.35)， 便 有 987 一 0。 | 


2.6 新 型 交换 关系 下 的 Hamilton 原理 
和 高 阶 非 完整 系统 的 Hamilton 原理 
本 节 讨 论 两 个 披 此 独立 的 问题 ， 一 个 是 新 型 交换 关系 下 的 
Hamilton 原理 ， 田 一 个 是 高 阶 非 完整 系统 的 Hamilton 原 理 。 
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2.6.1 完整 非 保守 系统 的 Hamilton 原理 

首先 讨论 第 一 个 问题 : 新 型 交换 关系 下 的 Hamilton 原理 。 

1，YVujanovic 形式 的 Hamilton 原理 

现在 研究 在 Vujanovic 交 换 关 系 下 完整 非 保 守 系 统 的 和 a~ 
milton 原理 。Vujanovié 交换 关系 (1.6.48) 实际 上 给 出 了 
30, 的 定义 ， 它 可 写成 


9G:= (6g) + 27 TL Oa (Ss=1, ***, %) 

: (2.6.1) 
现在 由 D'Alembert-Lagrange 原理 (2.1.8) 出 发 ， 来 导出 
YUanovic 的 本 amilton 原 理 。 原 理 (2.1.8) 可 改写 为 下 列 形 
大 z 


/OT d 
7 ge -i 0 +0 jg.=0 (2.6.2) 
其 中 广义 力 分 成 有 势 的 04 和 非 势 的 0 
(一 OO 十 OO， “一 一 Sr. ,二 TC—VV (2.6.3) 


将 式 (2.6.2)〉 改写 为 如 下 形式 


0L—— ( Se | 


" Lf/d 
将 式 (2.6.1) 代入 式 (2.6.4)， 并 注意 到 
> 9 gq;=2L,+ Li (2.6.5) 
s=1 


得 到 
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其 中 (8L)v 为 在 交换 关系 (2.6.1) 下 的 8L。 将 式 (2.6.6) 由 
上 至 六 对 三 积分 ， 并 注意 到 端点 条 件 

(659 -一 0，(694.)- 一 0 (2.6.7) 
便 得 , 


| GL)vdi=0 (2.6.8) 


这 就 是 Vujanovié 提 出 的 完整 非 保 守 系 统 的 Hamilton 原 理 。 
一 般 完整 系统 通常 形式 的 Hamilton 原理 为 式 (2.2.11)， 
考虑 到 式 (2.6.3)， 它 可 表 为 


f (or + 开 oag)a- (2.6.9) 


原理 (2.6.8) 与 《2.6.9》 虽然 形式 不 同 ， 但 其 实质 是 一 样 
移 。 之 所 以 形式 不 同 ， 是 因为 所 来 用 的 交换 关系 不 同 ， 或 者 说 所 
定义 的 52 不同。 在 式 (2.6.8) 中 的 86, 由 式 (2.6.1) 给 出 ， 
而 在 式 (2.6.9〉 中 的 66, 为 


3 一 89 《S 一 1 ， ss 1) (2.6.10) 
比较 式 (2.6.8) 与 (2.6.9)， 得 到 下 述 命 题 。 
命题 1 我 们 有 
(dL)v=6L+ ?0’0g, (2.6.11) 


2. 原理 -(2.6.8) 的 应 用 
利用 Vujanovic 形 式 的 五 amilton 原理 (2.6.8) 可 以 推导 
完整 非 保守 系统 的 运动 微分 方程 。 
例 1 一 质量 为 m 的 质点 在 平面 (Xx, y) 上 运动 ， 其 Lagra- 
nge 的 数 为 
L = mE) mgy (a) 


而 非 势 广义 力 为 
0:; = —C1%X, Oy = —C2Y, (C1, C2 为 常数 ) (5b) 


一 了 工 7 一 


试用 原理 〈2.6.8) 来 建立 质点 的 运动 微分 方程 。 
据 交 换 关系 (2.6,1)， 我 们 有 


(一 CIX8X 一 Co2Yy8Yy) 
《2 ) 
(一 CIX8X 一 C2Y07) 


。 d 过 
OX 二 qr (0%) 十 mT Di) 


. d 
0 = 本) + RT 
而 
OL=midr+mydoy ~—medy (a) 


将 式 〈c ) 代入 式 (4 )， 得 到 | 
.dd . ad . 
(0L)r 一 MX yr (O%) + my gs (OV) 一 COX 


一 C2787 一 Moy 
于 是 原理 (2.5.8) 成 为 
1 d d 
| 这 (OX) TF my 00) 一 CIMXOX 一 C2704 


—medy ddi=( (e) 
分 部 积分 ， 得 


11 i1 £1 
+ (myOY) ] -| (mi% + er) xd 
70 


fy 


(HXOX) 


i0 
i1 
一 人 Gm? tesy+me)dydt=0 Cf) 


加 
由 此 ， 据 端点 条 件 , 积分 区 间 的 任意 性 以 及 8x 与 87 的 独立 性 ， 
得 到 
Mm%+cecX=0, my+cr y+me=0 | 
2.6.2 非 完 整 非 保守 系统 的 Hamilton 原理 


1. 非 完 整 系统 的 Hamilton 原理 
现在 研究 在 交换 关系 (1.6.51) 十 非 完 整 系统 的 Hamilton 
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原理 。 交 换 关 系 〈1.6.51) 实际 上 给 出 了 686, 的 定义 ， 它 可 写成 
形式 


, d G6 a/, .0f 
09 a 00) + 7 (0 名 1 8g )ag 


(2.6.12) 
将 式 (2.6.12) 代入 式 (2.6,4)， 并 汪 总和 到 (2.6.5)， 得 到 


(8L)z— 辣 ( 工 蕊 这 二 3 1 09 = 


=1] B=1 
(2.6.13) 
其 中 (65)z 为 在 交换 关系 (2.6.12) 下 的 65。 将 式 (2.6.13) 
由 如 至 二 对 积分， 于 人 《2.6.7)， 得 到 


11 


| fr 二 滞 1 oqr Vi = 0 (2.6.14) 
jo R=1 8=1 dn 


所 Appell-HeTtaes 定义 ， 有 


工党 09: 一 0， 《8 一 1，…， £) (2.6.15) 
将 式 (2.6.15) 代入 式 (2.6,14)， 得 到 5987- 
71 
| oz)zdt= (2.6.16) 
i 


这 驶 是 非 完 整 非 保 守 系 统 在 交换 关系 (2.6.12) 下 的 Hamilton 
原理 。 

在 Helder 交换 关系 (2.6.10) 下 ， 非 完整 非 保守 系统 的 
Hamilton 原理 (2.4.23) 可 改写 成 形式 


£1 


| {Ds + 5 0;0g bdt=0 (2.6.17) 


io + 三 ] 
比较 式 〈2.6.16) 和 (2.6,17)， 得 到 下 述 命 题 。 
命题 2 我们 有 


(8Z)z= (8Z)a+ 5 0’8g9, (2.6.18) 


一 1 


2. 原理 (2.6.16) 的 应 用 


利用 互 amilton 原理 〈2.6.16) 可 以 推导 非 完 整 系 统 的 运动 


微分 方程 。 
例 2 一 质点 在 平面 上 运动 ， 其 Lagrange 函数 为 


L = m(g! +0:) 


韭 势 广义 力 为 0;，05， 它 的 运动 受 有 非 完 整 约束 
/=f —iG1=0 


(4) 


《2 ) 


现在 利用 原理 〈2.6.16) 来 导出 问题 的 运动 微分 方程 。 按 照 


式 〈2.6.12)， 有 


0d1 = (0g) ta (0 一 人 为 09 
+ (OQ; + 1)6g,} 

8d.=-d (8 ) 上 一 一 经 CO' 1t)8 

(009 


+ (Os + 4)0g,} 

由 式 〈《Z) 得 

0 人 一 MG1691 十 M1102002 
和 将 式 《c ) 代入 式 (4 )， 得 

(87) = mg (09) + mgs a- (8g,) 
+t (0 —1i)6g + (0 + 14)0g, 

十 是 式 (2.6.16) 给 出 
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£1 
| (8L)zdf= (mgi0g1 + mésdg,) 
Fo 


fo 


f1 
+| {( 一 MG 十 GO —1t)6g1+ (— mg, 
po 
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(c) 


(a) 


+0;,+A)dgq dt 一 0 (Cf) 
由 此 得 到 问题 的 运动 微分 方程 
magi= 01—it, més:= 0Q%+7 (gy) | 


2.6.3 高 阶 非 完整 系统 的 Hamiiton 原理 


现在 讨论 第 二 个 问题 ， 高 阶 非 完 整 系统 的 Hamilton 原理 。 
我 们 由 万 有 D’Alembert 原理 和 高 阶 非 完 整 系统 的 交换 关 系 
出 发 ， 来 看 高 阶 非 完 整 系统 的 于 amilton 原理 有 怎样 的 形式 。 
(Wm 一 1) 阶 万 有 DAlembert 原理 的 Euler-Lagrange 形式 ， 类 
似 于 式 〈2.1.35)， 可 写成 


“OT oT (m1) 
对 人 一 -+0:) gs 一 0 (2.6.19) 
5 二 “ 


Ogs oF 
容易 证 明 下 述 关 系 
(m1) (tm -1) Cn- 1) 
= 总 0 一 7 一 《7 一 二 ) 
00 01 og, df og, 
(2.6.20) 
将 式 (2.5.20) 代入 式 (2.6,19)， 得 到 
2 (rm - 1) (mr 1) 
d 
(Lm e+) 9 =0 (2.6.21) 
‘=1 0 gq 0g; 
乐 用 1.6.2 中 的 变 分 ， 即 
《< 点) 
0 9;=0 (R=0, 1,*%, 1 —2), St=0 (2.6.22) 
则 有 
cme) 位 9 ep (m1) 他 9 op] 
8 7 = dg +》 一 -00 (2.6.23) 
Y=1 0 gs 4=1 Ogs 
此 时 原理 (2.6.21) 可 改写 成 形式 
1) 
dd 6 7" {17 -1 (rm -19 
-mr( 5 m0 0Q; )+8 2 + 
=]1 0d， 
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of | d (898 ~ 1) 


(74) 一 (28 - 1) 
CH) 一 一 一 一 二 一 et 
了 一 1 Og 9 dr (0 fs ) 5 1+ 0 ds 一 0 (2.6.24) 


将 式 (2.6.24) 从 为 至 所 对 了 积分 ， 并 取 端 点 条 件 


《22 -~ 1) (sm — 1) 
(0 9 )i-10 = (0 gs ) er 一 0 (2.6.25) 
便 得 
; yy -1) 
1 1) FT (Cm) 
| E (813 ) [om (0 ds ) og | 
di 
70 | 0 gq; 
1 三 oo 0 “后 =。 (2.6.26) 


原理 (2.6.26) 宁 称 为 帝 阶 非 先 整 系统 amilton 原理 的 一 般 形 
利用 交换 关系 (1.6.34) 和 (1.6.35)， 有 


(m7 —1) 


d 《93 ~ 1) (13 ) 
5 er ot gs ) 一 59 } 


二 上 
- 1) (pt -1) 
(m1) 5 37 rn ge + 2 
$s=1 09， B=1 O04.+p 
E O98 DO 0 g Op DO 72 《从 -1) 
~ -4 mn 一 一 和 一 (3 二 1) Om) js do 
vo=1 0 go 0go Y=1 0 qrr 0 go 
(2.6.27) 


将 式 (2.6.27》 代 入 式 (2.6.26)， 并 注意 到 条 件 (2.6.25)， 得 
到 | 


-1) 


f {oz 7 oo 网 5 5 a7 


10 IT=l B=1 009.+8 


x ( d Decoz) pc Deco Doom ) 
0d。 0 go Y=10 grr 0go 


(1 - 1) 加 cm 2 1) 
“9 9 一 (mr-D 一 -和 (2 g; hat=0 


二 工 0 g, 
(2.6.28) 
原理 (2.6.28) 称 为 高 阶 非 和 完整 系 统 的 有 amilton 原理 的 第 一 种 
形式 。 : 
现在 进一步 变换 原理 (2.6.28)。 令 
(oz 1 (m1) nm) 
7 gn Gry GY: » Go, t) 
Th (1 ~ 1) Cf) 
~ 7 (gq, sy 0 » do， 
(m1) (m9) 
2 2 (gs, gs， “0 Yr » fo) 7), 1) (2.6.29) 
则 
党” 区 ”< 和 ” ao 
pn 一 ps 十 Cy re (2.6.30) 
Ogs Ogs B=1 00.:p6 Og 
于 是 ， 利用 式 (1.6.30), 有 
12 (18 — 【92 ~ 
d oO “m1) d oT Wd 
> -一 (rs ds 一 > ( Ci ) go 
人 1 di ( 0g, ) C1 dt 7 
E d oT Do {Ps—1y 
十 2, -人 (PF) (72) o 
p=1 Os +18 0=1 Ogo 
6 了 A (my g 9 7 OPP mm- 
-人 3 mg 
=1 0 go B=1 Oge+8 0=1 04。 
(2.6.31) 


将 式 (2.6.31) 代入 趟 (2.6,28)， 最 终 得 到 “2 


《9 ~ 1) 


| + 人 + 开 [ 立 2 


o=1 p= 1 Ogs+8 
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d OP 9 Op QP) 
x (m 一 一 5 一 5 | 


(2) Yn 1) ‘Pi 1) 【93 ) 
dt Ogo 0 go Y=10g.4r Ogo 
、 pi—1) 
一 《说 一 工 ) of je do lat=0 (2.6.32) 
fo 
其 中 
pT 3} 
,0.1 0, 2 (2.6.33) 
=1 Og4o 


原理 (2.6.32) 为 家 队 提 必 验 系统 Hamilton 原理 的 第 二 种 形 
当 m= 二 1 了 时， 原理 (2.6.32) 给 出 一 阶 非 完整 系统 和 Hamiiton 
原理 的 Cycnos 形式 (2.4.22)。 
利用 原理 (2.6.32) 可 以 推导 高 阶 非 完 整 系统 的 运动 微分 方 
程 。 


$32.7 历史 资料 


2.7.1 名 家 介绍 


J te R.D'Alembert (1717 一 1783) ”法 国 数学 家 ,力学 家 、 
哲学 家 。 在 他 的 著作 《动力 学 》(Traite de dynamigue, Paris, 
1743) 中 指出 Newton 第 二 定律 也 适用 于 非 自 由 物体 ， 从 此 开始 
研究 非 自 由 质点 系 动力 学 。 书 中 提出 的 原理 , 后 来 演变 为 D Ale- 
mbert 原理 的 近代 说 法 。 

K.F.Gauss (1777 一 1855》〉 德 国 数学 家 。 他 的 主要 成 就 在 
高 等 代数 ， 数 论 ， 微 分 几何 等 方面 。 他 所 研究 的 行星 轨道 的 计算 
方法 至 今 仍 是 这 类 计算 的 基础 。 在 他 的 论文 《 论 力学 的 一 个 新 的 
普遍 原理 》(Uber ein neues allegemeines Grundgesetz der 


Mechanik, 1829》〉 中 提出 著名 的 最 小 拘束 原理 。 
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W. R. Hamilton (1805 一 1865) 英国 数学 家 、 物理 学 家 、 
力学 家 。 他 发 展 了 分 析 力 学 ， 在 他 的 两 篇 长 论文 (bn a general 
method in dynamics, 1834; Second essay on & general 
method in dynamics, 1835〉 中 提出 了 著名 的 也 amilton 原理 
和 正则 方程 。 


2.7.2 力学 的 变 分 原理 发 展 简 史 


力学 的 变 分 原理 以 及 与 其 相关 的 物理 思想 和 数学 方法 的 经 
合 ， 在 理论 与 应 用 力学 以 及 物理 中 起 重要 作用 。 很 难 指出 物 理 - 
数学 科学 的 其 它 领域 ， 把 抽象 的 数学 研究 与 具体 的 物理 内 容 如 此 
深刻 地 结合 起 来 。 力 学 的 变 分 原理 不 仅 是 自然 和 技术 的 最 复 末 、 
多 方面 问题 科学 研究 的 精美 工具 ， 而 且 运 动 规则 的 独特 表达 形式 
远 远 超出 了 经 典 力 学 的 限制 。 力 学 的 变 分 原理 与 变换 群 理论 ， 
光 - 机 相似 ， 经 典 和 量子 物理 场 论 ， 运 动 、 平 衡 、 稳 定性 以 及 物 
理 系统 结构 等 问题 解 的 变 分 方法 等 密切 相关 。 

ft。 力学 的 变 分 原理 的 发 展 

文献 [17] 对 力学 的 变 分 原理 的 发 展 史 作 了 很 好 的 总 结 与 概 
括 。 主 要 有 : 

力学 的 变 分 原理 和 光 - 机 相似 的 经 过 史 ; 

Maupertuis 最 小 作用 量 原 理 ， 

18 世纪 关于 最 小 作用 量 原 理 的 讨论 ， 

Euler 最 小 作用 量 原 理 ; 

Laplace，Carnot 和 Poisson 与 最 小 作用 量 原理 相关 的 工 
作 ， 
Hamilton 在 几何 光学 和 光 - 机 相似 领域 中 的 研究 ; 
Hamilton 动力 学 ; 
Jacobi 和 OcrporparcKrE 在 力学 的 变 分 原理 领域 中 的 研 


Lie 接 殷 变换 和 丙 amilton-Jacopi 动力 学 ; 
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19 世纪 变 分 原理 的 分 析 力 学 的 数学 问题 的 发 展 ， 

Hamilton--Tacobi 分 析 力 学 和 的 几何 化 ， 

19 一 20 世纪 力学 的 变 分 原理 的 发 展 和 推广 ; 

Gauss 原理 和 Hertz 原理 。 

2， 力学 的 变 分 原理 在 经 典 物 理 和 近代 物理 中 的 作用 1”。 

3。 力 学 与 物理 中 变 分 原理 的 涵义 和 意义 

文献 C17) 以 较 长 篇 幅 论 述 了 这 一 问题 ， 主 要 有 以 下 观点 

力学 的 变 分 原理 的 应 用 和 物理 意义 的 基础 是 两 个 定理 : 
Jilbeit 独立 性 定理 和 Noether 定理 。 第 一 个 定理 给 出 变 分 原 理 
的 数学 论据 ， 第 二 个 定理 揭示 它 的 物理 瑟 义 。 

物理 中 电磁 场 的 表现 不 仅 可 以 用 法 拉 第 模型 来 描述 ， 而 且 其 
规律 可 借助 Lagrange 型 方程 来 表达 。 

与 D'Alembert 原理 相 比 较 ， 瑟 amjlton 原理 的 优越 性 在 于 
研究 一 个 唯一 的 标量 L， 因 此 没有 必要 去 计算 每 个 质点 的 加 速度 
和 确定 惯性 力 的 虚 功 。 
文献 中 大 量 出 现 的 “原理 的 证 明 ” 无 疑 是 不 合理 的 ， 原 理 无 
需 证 明 。 四 

Hamilton 原理 包罗 了 力学 的 以 及 一 系列 非 力 学 的 现象 。 

Hamilton 原理 也 最 小 作用 量 原 理 的 相近 没有 排除 它们 之 间 
的 差别 。 

Hamilton 原理 与 经 典 力学 中 Galilei-Newton 惯性 原 理 密 
切 相 关 。 

以 荣 积 分 和 半数 变 分 形式 表达 的 原理 构成 动力 学 定律 的 真实 
极 值 性 质 。 

用 Jacobi 形式 的 最 小 作用 量 原 理 确 定 的 轨道 归结 为 确定 测 
地 线 的 纯 几 何 问题 。 

不 同 的 力学 公式 有 不 同 的 意义 。 基 于 用 微分 形式 表达 
Lagrange 力学 中 的 公式 对 解 工程 力学 问题 是 特别 有 效 的 ， 基 了 
积分 原理 的 HHamilton, Jacobi 力学 中 的 其 它 公 式 是 研究 无 论 宏 
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观 世 界 还 是 微观 世界 一 系列 天 文 和 物理 问题 的 基本 方法 。 

力学 定律 的 基础 是 因果 关系 的 确定 类 型 一 一 所 谓 动 力学 合理 
性 ， 其 在 力学 中 的 意义 是 ， 如果 给 定 系 统 的 初始 条 件 和 作用 力 ， 
孝 么 在 任何 时 刻 在 轨道 上 的 位 置 是 单 值 确定 的 。 力 学 的 变 分 原理 
从 内 容 和 数学 形式 上 看 是 一 种 “公理 ”。 

总 起 来 说 ， 力 学 的 变 分 原理 不 仅 以 简单 不 变形 式 表达 运动 方 
程 和 场 方 程 ， 而 且 是 运动 的 离散 和 连续 观点 的 综合 ， 是 物理 中 广 
义 因 来 原理 的 表达 。 


~ 导 
习 十 
1。 试 证 明 下 述 命 题 
人 $2 ( (PT 一 
{pt} T {mr} 
> Hire * Or: = > (% d 0 I 2 一 0O gs 
dz 
:= 1 ss 二 1] 0gs das 
» aT m1) 、 
一 > {mm 一 【〈3553 十 D -07 Ogs 
ss 二] D gs 0 gs 


2. 引进 非 等 时 变 分 
Ags = gs + goAt 
以 及 
Aie=0，A=0 
试 证 明 Jourdain 非 等 时 变 分 为 
Aigs = 01g, 
(Airs) ' = 6. gs + gsC Af) 
Aigs = (Aige) ~ gs(Ait)’ 
将 无 限 小 量 (Aig。)* 和 (A 站"' 作 为 Jourdain 无 限 小 变换 的 构成 元 素 ， 5| 进 
空间 和 时 间 的 无 限 小 变换 生成 函数 
(A1gs) = ePICt, ge gn) 
(Al = ef,(t, x, gn) 
则 Jourdain 原理 可 表 为 
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党 NV 
试 证 明之 。 
3。 试 证 原理 (2.2.11) 在 条 件 (2.2.12〉 下 将 成 为 原理 (2.2.3)。 
4. 菜单 自由 度 完整 系统 的 Lagrange 函数 为 上 = 二 e 9， 其 运动 方程 


Dr 用 。_ 
和) (F; 9 


为 6 “(z+ ?9) = 0， 其 中 ? 为 一 常数 。 试 说 明 可 由 原理 (2.2.3) 导出 问 
题 的 运动 方程 。 

5。 试 用 方程 (2.3.24) 和 (2.3.30) 导出 刚体 定点 转动 的 Euler 动力 
学 方程 。 

6。 试 由 完整 系统 准 坐 标 下 的 一 般 了 amilton 原理 (2.3.31) 导 出 系统 
的 qarnBTaR 方程 


qd OZ _ 0 oT (ad. Og -9 
df Ow xs > 1 Og df Om, ee)= “Ps, 


和 Boltzmann-Hamel 方程 


9 本 
d O7* DZ7* 7 1 a Dr_ poxNOc 
dt Ow, OTs - 2 2 ODkr、 dt Og 04r /0 


= Ps, (Ss=1,.,%) 
.一 间 位 质量 质点 在 空间 中 按 惯性 运动 并 受 有 一 个 非 完 整 约束 


2% --7 =0 Ca) 
它 的 运动 方程 为 。 
* -hzs=0, y +X=0, z =0 (5) 
已 知 (a)、(5) 的 解 为 
»=AWi0, y= AW“'(cosh0 ~-1), z=sinnO = Wt (Cc) 


ti 
其 中 4， 为 积分 常数 。 试 证 解 组 (c) 的 任 一 特 解 都 不 能 使 泛 函 \ Lat 在 


约束 条 件 (a) 下 具有 稳定 值 。 ， 
8。 试 根据 Appell-Hamel 例 的 运动 方程 来 证 明 2 Ldf =0。 
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第 三 章 “ 分 析 力学 的 各 种 运动 微分 方程 


根据 分 析 力 学 的 基本 概念 ， 人 
力学 系统 的 运动 微分 方程 ， 是 分 析 力 学 的 方法 ， 也 是 分 析 力 学 
重要 内 容 。 

在 计算 技术 高 度 发 达 的 今天 ， 只 要 正确 邮 建 广 了 运动 微分 方 
程 ， 则 在 给 定 的 初始 条 件 下 ， 便 有 可 能 借助 电子 计算 机 求 出 近似 
解答 。 因 此 ， 正 确 地 列 写 完整 系统 和 非 完 整 系统 的 运动 微分 方程 
就 显得 特别 重要 。 

力学 系统 的 运动 徽 分 方程 有 各 种 各 样 的 形式 。 但 大 致 可 以 分 
成 二 大 体系 : Euler-Lagrange 体系 ，Nielsen 体系 和 Appell 体 
系 。 在 $3.1 一 $ 3.3 中 耳 究 这 三 个 体系 的 方程 。 此 外 ,还 有 混合 
形式 的 方程 ， 它 们 在 $ 3.4 中 讨论 。 在 $3.5 中 讨论 运动 方程 的 
正则 形式 。 


S3.1 Euler-ILagrange 体系 的 方程 


本 节 讨 论 完整 系统 的 Lagrange 方程 ， 一 阶 非 完 整 系统 的 
Kouth 方程 、Mac-Millan 方程 、Volterra 方程 、JanxrplrHH 方 
程 和 Boltzmann-Hamel 方程 ,以 及 高 阶 非 完整 系统 的 若干 方程 。 


3.1.1 完整 系统 的 Lagrange 方程 


这 里 研究 第 二 类 Lagrange 方程 ,有 多 余 坐 标 系统 的 Jagra 一 
nge 方程 ， 准 坐标 下 的 Lagrange 方程 ,以 及 耗 散 函 数 的 Lagra— 
nge 方程 。 

1。 第 二 类 Lagrange 方程 
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设 力 学 系统 所 受 约束 是 理想 、 双 面 、 完 整 的 ， 其 位 形 由 多 个 
广义 坐标 0 一 1 1) 来 确定 。 了 TAIembert-Lagratfge 原理 
的 Euler-Lagrange 形式 为 式 (2.1.8)， 即 


“/ 6T 4 67 
》 |( 一 一 一 一 +0, 69;= . 


Ot: 4/ 


其 中 了 为 系统 的 动能 ，@ 为 厂 义 力 。 对 完整 系统 来 次 ，59; 是 和 
此 独立 的 ， 任 意 的 ， 于 是 下 原理 (3.1.1) 得 到 


(S 一 1 和 M) (3.1.2) 
方程 (3.1.2) 就 是 车 名 的 第 二 类 工 agrange 方程 。 它 对 约束 是 
否定 稍 没 有 限制 。 

首先 ， 如 果 广 义 力 是 有 势 的 ， 即 存 在 一 图 数 和 = 六 (oo 太 ， 


;一 一 到 (3S 一 1…)M1) (3.1.3) 


那么 ， 在 引入 Lagrange 国 数 工 = 了 天 后， 方程 (3.1.2) 可 写 
成 形式 


0 (S= 1,° ,7) (3.1.4) 


其 次 ， 如 果 广 义 力 有 广义 势 ， 即 存在 站， 使 得 


站 
NE 


($= 1 ee ,1) 


(3.1.5) 
那么 方程 (3.1.2》 也 可 写成 形式 (3.1,4)。 最 后 ， 对 厂 义 力 为 
韭 势力 的 某 些 系统 ， 也 有 可 能 将 方程 表 为 形式 (3.1.4)， 但 一 般 
说 来 函数 工 已 不 再 是 动能 减 去 势能 了 。 对 给 定 的 二 阶 微 分 方程 
组 ,来 构造 函数 工 的 问题 ,就 是 所 谓 Lagrange 力学 的 逆 同 题 "'”， 
现在 将 方程 (3.1.2) 表 为 显 形式 。 系 统 的 动能 为 
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Ny . 
T= mv v T+T 十 了 0 


盖 ] 


其 中 


T= 5 Avdd, T= TB 
‘=1 k=1 s=1 


fr 三 1 09， 0, 
引进 Fauler 算 子 
_.d4 0 8 
一 了 -一 di 60, ~ 6g; (3.1.6) 
则 有 
El(1,) = > Ax: gx 十 2 > ， CR, Hs SJdkv 
R=1 R=1 m=1 
5 (3.1.7) 
k=1 © 
DO B, 
££.(f1)= 0 -ge 一 元 名 (3.1.8) 
三 了 “ 
7 。 
Ofs 
其 中 


- 1 OArs OAp,s Da 
CR, 7 S] 人 六 a Ba, ) (3.1,.10) 


为 系数 矩阵 | 4xj 的 第 一 类 Christoffel 符号 。 将 式 (3.1.7) 一 
(3.1.9) 代入 Lagrange 方程 (3,1,2)， 便 得 


Dr 和》 2 Ck, m; 5I GG 
k=1 k=1m=1 
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~ - 0 万/ _, 0 万 ， )s 9B, 
R=1 Of: Ogn K 


6 和 p+ Os, (s= 1 ,Nn) 
上 =1 

(3.1.11) 
仿 算 阵 上 | 44 的 道 算 阵 元 素 为 4;}， 将 方程 (3.1.11) 两 端 乘 以 
471 并 对 5 求 和 ， 得 到 


gi 十 D4 5 5 Cp, mm; SJGrGm 


+ 


ni=1] KkK=1 
0 万 9B, \. 8B 
人 (Ca 9B, J 08, 
(A og Bqx 3 
. of - 0 ®. | -一 
T Ods +0 # (7 = 1， “3 72 ) 
(3.1.12) 


特别 地 ， 如 果 矢 径 7r; 中 不 显 含 时 间 ， 则 方程 (3.1.11) 和 
(3.1.12) 分 别 为 


5 dk， grt 5 5 CR ,170; Sj qdm= VY, (3.1.13) 


R=1 R=1 m=1 
Gt >》 4412 > Ck,m;s) GGm= 2 AiiQ, 
rs=1 m=1 义 =1 s=] 


(3.1.14) 
方程 (3,1.11) 一 (3.1.14〉 称 为 Lagrange 方程 的 显 式 。 

例 1 .Beghin 问题 

一 薄 的 铅 垂 矩形 平板 可 无 摩擦 地 绕 其 对 称 铅 垂 轴 02Z 转动 ， 
一 质点 邓 可 无 摩擦 地 褒 平 板 对 角 线 上 的 直 槽 移动。 已 知 平板 对 轴 
0Z 的 转动 惯量 为 7/， 质 点 并 的 质量 为 mw， 槽 与 转轴 的 夹 角 为 
a (0 之 a 之 x/2)。 在 下 列 两 种 情形 中 研究 系统 的 运动 ，(1) 平板 
的 初 角 速度 四 关 0; (2) 平板 以 常 角速度 。 转动 。 
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( 1 ) 取 平 板 转角 以 及 质点 必 离 平板 中 心 的 距离 7 为 广 
义 坐 标 。 系 统 的 动能 为 
了 = m7 + rsin?a) + 
努 能 为 
V=mpercosa 
Lagrange 方程 (3.1.4) 给 出 


da 0/ .0 CQ 0/ oOL 
dt OF Or 1 di 0» 0p 
B 
mr—mryp’sin:a+mecosa=0 (a) 
(T+ mr’sin2a)$)=0 (5b) 
由 方程 (5 ) 得 积分 
(J +mr’sin’a) $=2%= const, (c) 
这 就 是 循环 积分 。 将 方程 (4 ) 乘 以 7:，( 5 ) 乘 以 多 然后 相 加 
并 积分 得 


» 7“ 十 (J + mr’sin:a) :+mercosa =h= const, 


(4 ) 
这 就 是 能 量 积分 。 由 积分 (5c )、( 4 ) 就 可 求解 运动 。 
(2 ) 当 平 板 以 常 角速度 % 转动 时 , 系统 仅 有 一 个 自由 度 ， 
取 / 义 坐标 x 。 系 统 的 动能 为 
一 = 了 m 《区 + ossinza) 二 -Ja 


Lagrange 方程 (3.1.4) 经 人 出 


d ar or 
dt O07 07 
即 
mr 一 MI OSI + mecosa= 0 (ee) 
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2 
Cf) 
在 姑 0，7 一 *o，8? 一 加 下 再 积分 一 次 ， 得 
7 =( ro— BS ) ch(wt sin o) 
WSINo 
Pn OY - 本 
sh(otsine) + Ce)l 
2. 有 多 余 坐 标 系 统 的 Lagrange 方程 


设 完整 系统 的 位 形 由 7%* 个 广 闵 坐标 9,(s 二 1,…,n) 来 确定 。 
为 方便 计算 ， 选 m 个 多 余 坐 标 ， 记 作 9o+， (一 1 9M)， 此 时 
有 个 理想 双 面 完整 约束 

f(r+a9t)=0, (» ,LA= 1 ,0 ,1) (3,1.15) 
约束 《3.1.15) 加 在 坐标 变 分 上 的 条 件 为 


+ 
Of. 
之 G0 09.=0 (3.1.16) 


由 原理 〈3.1.1) 和 虚 位 移 方程 (3.1.16)， 利用 通常 的 Lagrange 
乘 子 法 ， 容 易 得 到 方程 
-一 D1 (w=1,% ,n+ mm) 
(3.1.17) 
方程 (3.1.17)〉 称 为 有 多 余 坐 标的 完整 系统 的 Lagrange 方程 。 
它们 联 同 约束 〈3.1.15)， 便 可 确定 〈2+W) 个 坐标 gq， qt 和 
个 羔 子 4,。 

例 2 一 质量 为 图 的 小 珠 自 由 地 在 一 光 请 螺 线 上 运动 ， 螺 线 
方程 在 柱 坐 标 下 写成 x 二 a，42=:5$。 重 力作 用 在 z 的 正 向 。 质 点 
在 上 后 7 二 4，J$ 二 0，z 二 0 处 由 静止 开始 运动 。 试 确定 螺 线 加 给 小 
珠 的 反 力 的 z 分 量 和 分 量 。 
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问题 有 一 个 日 由 度 。 为 确定 约束 肥力 ， 取 ?和 为 广义 化 
标 ， 即 有 多 余 坐 标 。 动 能 写成 


1 pi 工 ，2a 
人 7 ma?yp? 十 2 M2 (&) 
约 来 为 
2 一 00 一 0 (2 ) 
有 多 余 坐 标的 Lagrange 方程 (3.1.17) 给 出 
d 67 oT d 0 eT 
df Di az -Ct14, -a op oy Co 
而 
Qs=mg, OQ,=0 
于 是 
mi=mg t+, map$=—20 (2C ) 
由 式 (2)、(c) 解 得 
MBEG- 
6 十 4 
那么 约束 反 力 的 广义 分 量 为 
.mea’ Jp mea’b 
fs= 4 at+b: “ 人 4 a2 + b? 
设 螺 线 给 小 珠 的 反 力 分 景 为 FF 和,， 则 
_p__ mepea’ _R, mepab 
,= R= a f= yy pi 《2) | 


3. 准 坐 标 下 的 Lagrange 方程 
为 得 到 完整 系统 准 坐 标 下 的 Lagrange 方 程 ， 我 们 先 将 
D'Alembert-Lagrange 原理 (3.1.1) 表 为 准 坐 标的 形式 。 取 彼 
此 训 数 独立 的 谁 速度 
w= w, (ge,6,,8), (Ss, k= 1,. ,1) (3.1.18) 
设 由 此 可 反 解 出 广义 速度 
太一 六 (go 区 (3.1.19) 
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令 T* 为 用 准 速度 表示 的 动能 ， 即 


T*(g, 21) =T (Gg ,G09 0 ,1) ,7) (3.1.20) 
取 维 坐标 下 的 Euler 算 子 为 
* a 0 0 
下 了 一 dt Do Ox, (3.1.21) 


命题 1 我 们 有 


0) Ox, 


Dz; (T+) Or/ = TE CT) dg.+ + 2 pe 


+=1 R=1 s=1 
(3.1.22) 


[证 明 ] 由 式 (3.1.20) 得 


于 是 有 
力 1 7 q oT oT 3 , 
Li (7T*)8x, 一 六 dn 人 了 
之 之 和 df 60x Ogr / Ow, ?7 


+ eo 


:1 Kel Or Of Ow On 
77 2 7 aT es 
k=1 s=1 R=1 “人 


命题 2 我 们 有 


2 E? (T*)867,= 》 厂 (7)09， 
=1 =1] 


-vy 3 二 <“ 一 Elo 04) x : (3.1.23) 


=1 +=1 k=1 
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[证 明 ] 将 式 (3.1.19) 代入 式 (3.1.18)， 得 恒 鹤 式 
=o, (gr Gr (G1 Vi,t) ,7) 
上 式 两 问 对 op 求 偏 导 数 ， 得 


站 


(3.1.24) 
类 似 地 ， 有 


SE 8 
2 G0 Dr, 00 9 (3.1.25) 


特 式 (3.1.24) 和 03,1.25) 信人 命题 1， 并 注意 到 
-区 入 oT* 3 


3.1.26 
5 ) 


便 得 命题 2 。 | 
根据 命题 1 ,D'Alembert-Lagrange 原理 可 写成 准 坐 标 形 式 


2 


二- —E: T+ 


yY 二 工 


2E Cg) 二 一 0 


(3.1.27) 


-Do je (3.1.28) 


为 准 坐 标 下 的 广义 力 。 
根据 命题 2 ， D' Alembert-Lagrange 原理 可 写成 


5{- E}(T*)— 二 > De ~ FE, (woh) 


YY 二 1 R=1r= 


pe (3.1.29) 
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出 原理 《3.1.27》 中 Sz 的 彼此 独立 ， 得 到 


2 - 马 CD 一 PC 
(3.1.30) 
此 方程 可 称 为 完整 系统 准 坐标 下 的 HannpIrnn 方程 。 由 原理 
(3.1.29)， 得 到 
Et(T*)+ >, 2», Co) se =P?, 
R=1+r=1 
(S=1,° ,1) (3.].31) 
此 方程 可 称 为 完整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 。 
由 方程 (3.1.30) 和 (3.1.31) 可 以 看 出 ， 完 整 系统 准 坐 标 
下 的 方程 形式 上 没有 广义 坐标 下 的 Lagrange 方程 那样 简单 。 但 
它们 仍 有 意义 。 从 理论 上 讲 ， 它 们 比 Lagrange 方程 更 一 般 ， 因 


为 当 取 准 速 度 为 广义 速度 时 ， 它 们 就 是 Lagrange 方程 ， 从 应 用 


上 讲 ， 它 们 在 推导 像 刚 体 定点 转动 的 Euler 动力 学 方程 时 ， 会 带 
来 方便 。 

例 3 一 质量 为 m4 的 质点 M 在 指向 定点 0 的 有 心力 作用 下 在 
一 平面 内 运动 。 力 的 大 小 为 /(rY)， 其 中 ?为 OO 和 MM 间 的 距离 。 研 
究 质点 在 变量 +x，0, 7 和 4 下 的 运动 方程 ， 其 中 +，0 为 点 的 极 
坐标 ，4 是 面积 速度 3)。 

取 上 广义 坐标 9:，9:，、 准 速度 wj，o: 为 


11 一 7 42 = 0， Wl=7， oa 一 了 = 
质点 的 动能 
T= 5m(7:+720’) 
用 准 速 度 表 为 


re- lm( ot+ 0: | 
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方程 (3.1.30) 给 出 
d HT* 87* 2 
2, 


= et rt 


di do0, On, 


(全 3 仆 和) 


(s=1,2) (a) 
进行 下 列 计算 
07” oT™ _ (2 
Go | me, Ow, = 4% 7 
07 07” Or 07” 00 4me” oT* -0 
if Or Bor 00 0o y3 ”Dr 
qd 0 60 一 0 d 00 606, .42: 
di Hw On: di 90%, ON ry» 
d 001 OF! —0 
dz Om, On, 
ad 6 00 _ 4o x 07 00 
dt OW» On, 3 Pi=0 OW 0: OW) QO,, 
P;=0 
将 这 些 表 达 式 代 和 方程 (C2), 简化 得 
可 见 ，4 是 常数 。 | 
4. 耗 散 函数 的 Lagrange 方程 
考虑 系统 的 每 个 质点 上 作用 有 与 其 速度 相关 的 阻力 
(3.1.32) 


天 = — Rij:(V;) 


其 中 v; 为 点 的 速度 的 大 小 ，R; 是 点 的 坐标 和 时 间 的 正 硝 数 
hi= h(x;, ys215t) >0 (3.1.33) 

广 满足 
fi(vi)>0 (3.1.34) 


与 式 〈3.1.32) 相应 的 广义 力 为 
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TV 
0 =—— Dhfi(v) ee 器 -- 志 ps fi (vi) 


i=1 
总 三 台 fi(W) du (3.1.35) 
=1 z : 
定义 1 子 数 
N vs 
op= Dh| fi (14) dm (3.1.36) 
i=1 “0 
称 为 JJypze 耗 散 函数 。 
未 统 所 受阻 力 的 广义 力 用 JIyppe 钠 数 表 为 
0 二 一 3 (S= 1,° ,7) (3.1.37) 


如 果 广 义 力 分 成 有 势 的 0 和 与 阻力 对 应 的 广义 力 0;， 则 La- 
grange 方程 写成 
d 0r 6 89 


dt O06 一 Gg; 一 一 0d， 4 《CS 一 1 ，。。，72 ) 
(3.1.38) 
> jy Or 
其 中 ! 一 了 一斑， 一 一 Og ° 
如 果 阻 力 大 小 与 速度 的 勾 次 方 成 比例 ， 即 
fi) 一 全 
此 时 有 
N N 
— 一 mrz+1 1 Or; 洲 
” Mri zi 
(3.1.39) 
于 是 
DG . 
之 35 多 一 (二 1) 旬 (3.1.40) 
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假设 系统 所 受 约束 是 定常 的 ， 且 -5 = 0。 将 式 〈3.1.38)》 两 端 和 
以 5: 并 对 s 求 和 ， 得 到 


Hh 


d(T+HV) 
di 


这 说 明 系 统 单位 时 间 内 减少 的 总 机 械 能 是 JIyppe 函数 的 (m+ 1) 
倍 。 当 m%==0 了 时 为 干 摩 按 ， 当 和 三 1 时 为 线性 阻尼 ， 当 m==2 时 
为 平方 阻尼 ， 等 等 。 

例 4 耗 散 国 数 的 计算 `。 

研究 带 平方 阻尼 的 双 数 学 摆 问 题 。 设 悬挂 点 以 速度 w 运动 ， 
摆 长 为 2 和 2， 与 铅 垂 轴 夹 角 为 w， 和 ?2, 两 质点 的 质量 为 m! 和 

Vi 一 0 十 /0 十 27o02isin(c 一 21) 
2 一 2 十 12 力 : 十 2001022sin(x 一 pa) 十 2070,02cos(e1 一 P，) 


其 中 a 为 wm 与 铅 垂 轴 夹 角 。 此 时 有 


一 (十 1) 员 < 一 0 (3.1.41) 


| f (1) du= Lo 
0 3 
JJypre 耗 散 国 数 为 
1 
3 MV + ha (Cw) 
广义 力 为 
; .0 中 . 
O01= -58 = BvD volisin(o ~ 91)) 
RVs iP + vosin (og — 9?) + Tl pcos(o1— 9,)) 


(6b) 
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， 0 中 ， 
4 一 一 02， 一 — Rav Cl? 人 + volssin (a 一 Pp ,) 


+ laPDICOS(91— 9,)) 
在 相对 平衡 时 ，2:= 9:=0， 广 义 力 为 
0 一 (Psin(o ~— a), Oh=hvilsin(9— a) 

重力 的 广义 力 容 易 计 算得 

Qi=— (mt+m)elising ，(0 一 一 Maplasine。 
由 平衡 方程 

Qut+ Qi1=0, Qn+0*=0 

可 求 得 值 2: 和 2?: 


(Mi1 m2)p 0 9112 5 
ctg9 :一 ctg 2a 一 一 一 一 一 一 2 ， 25 一 ctgw 一 一 一 癌 
8 “8 (Ri + Rs) vsSInG Cig0 := ctg kyu) Si 了 DC 
Cc) 


研究 系统 在 相对 平衡 位 置 附近 的 小 振动 。 令 61 二 v1 一 p91， 
ez 一 0 一 02， 并 取 a= Xx/2， 得 


Vi 二 Vo 十 由 é1cos91， Vy 二 Uo 十 上 8iCOS9 1 十 lt2ocOs9 ， 


进而 有 
屎 | 十 天 2 
tg9 三 一 一 一 一 一 一 o， tgeo0 一 一 : 
8 (H+ mz) BC C0) 8 : mg 
因此 
cosgi 一 cosg (1+ eat 3), 
(mit+m2) pg 


cospa=cosyps( 1+ 2 名 v: )， 
Hi2 8 


COs(9' -4)=00s0 ?cosos( 1 + fe et ) 
(mit m2) m2p’ 


将 其 代入 式 (5)， 得 


C= (hth)vil[ coseif 1+ el- 一 人 二 ) 


(mtm)pg 


一 144 一 


+ (1+oos'e')t | 

Un | 

1 (hth)he 
2 (mi 2) mpg ") 


1 (Ri 十 Po) 5 
0 él 
A 


—2hvolilacosv scos ws] 十 上 


Q， = —2RVol 2 COSP 1 COSP. 1 十 


l 
一 | cosg2[( 1+ eo 3 ) + 六 (1+ cos!)6, | 


于 


这 些 公式 在 vo 异 于 零 并 充分 大 时 才 有 意义 。 


3.1.2 非 完 整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 


1. 一 阶 非 线性 非 完 整 系 统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 
设 力 学 系统 的 位 形 由 即 个 广义 坐标 0:《s 二 1,…,n) 来 确定 ， 
并 受到 8 个 理想 双 面 非 线 性 非 完 整 约束 
fel(gqss0t)=0, (P=1,°", 2;S—=1,*+,) 
(3.1.42) 
约束 (3.1.42) 对 速度 空间 虚 位 移 的 限制 条 件 为 


S07/s 59,= , (p=1,"*, pg) (3.1.43) 


Jourdain 原理 的 Euler-Lagrange 形式 为 式 〈2.1.22)， 即 


7 


Of d 04 
( 0g, Tar 00, +0;)0G:=0 (3.1.44) 


由 式 (3.1.43) 和 “(3,1.44)， 利 用 通 常 的 Lagrange 乘 子 法 ， 
容易 得 到 


(3.1.45) 
方程 (3.1.45〉 就 是 一 个 非 线 性 非 完 整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 
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方程 ， 亦 称 卫 outh 方 程 56。 它 们 联 同 约束 (3.1.42) 便 可 解 出 
g; 和 4s。 这 类 方程 的 缺点 在 于 方程 数目 比 自由 度 数目 多 8 个 ,其 
优点 是 物理 意义 明显 ， 因 为 方程 右边 第 二 项 就 是 广义 约束 反 力 。 
如 果 所 提问 题 要 求 求 出 约束 反 力 来 ， 那 么 利用 Routh 方程 最 合 
适 。 

2. 一 阶 线性 非 完整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 

如 果 系 统 所 受 约 束 是 一 阶 线性 的 


Lf 


DA (B=1,°,p;€—=N— 8) 
fx 二 1 
(3.].46) 
则 
fs 
06, Htrpyr 
将 此 式 代入 方程 〈3.1.45)， 健 和 有 
dd DA : 
Er 二 alesry Cs=1,e sh) 
(3.1.47) 


3. 理想 约束 反 力 的 求法 

在 Routh 方程 (3.1.45) 中 出 现 带 不 定 乘 了 学 的 约束 反 力 项 。 
我 们 可 在 运动 微分 方程 积分 之 前 ， 将 约束 反 力 表 为 主动 力 、 系 统 
的 坐标 、 速 度 、 质 量 、 时 间 以 及 约束 系数 的 图 数 。 这 样 ， 就 可 以 
简化 Routh 方程 。 更 重要 的 是 ， 由 王 分 析 力 学 的 方法 已 应 用 到 
控制 理论 中 ， 喇 在 控制 理论 中 特别 重要 的 是 希望 能 够 求 出 约束 反 
力 来 ， 以 便 作为 控制 程序 之 用 ， 

寻求 约束 反 力 的 问题 归结 为 求 不 定 乘 子 44 的 问题 。 为 此 ,可 
将 约束 方程 (3.1.42) 对 时 间 求 一 次 导数 ， 得 到 广义 加 速度 用 广 
义 坐 标 、 厂 义 速度 及 时 间 表 达 的 关系 式 ; 再 将 Routh 方 程 
《3.1.45) 写成 显 式 ， 也 得 到 广义 加 速度 用 广义 速 度 、 广 闵 坐 
标 、 时 间 及 不 定 乘 子 表达 的 关系 式 ， 最 后 由 这 两 组 关系 式 中 消去 
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广义 期 速度 ， 便 求 得 不 定 乘 子 Ap8o 
用 类 似 于 得 到 第 二 类 Lagrange 方程 的 显 式 (3.1.12) 的 方 
法 ， 可 得 到 方程 (3.1.45) 的 显 式 为 


3 471 5 Sh Mm; SGRG m 


s=1 m=1 k=1 
一 -- - ef 02， ,97, 
-一 1 十 
bo PA Gg bh ji Ca 2 
i > 2 + 工 22 (1=1,°",%h) 
R=1 
(3.1.48) 
特 非 完整 约束 方程 (3,1.42) 对 时 间 1 求 导数 ， 得 到 
“0fr, of, ,Ofr 
和 Og! 4 六 gi Of ~ (Y=1,"%%,8) 
(3.1.49) 


将 由 方程 3.1.48) 解 得 的 人 代入 式 (3.1.49)， 便 得 "” 
> 3, 3, 4;i Ofy 9 fa + yO gra 
i=1 


jf ‘!' Og 06 0g ot 
7 9f, 7 了 万 
toa 2 4 ;i 5 3 CR, 3 SIOrdn + (a 
1=1 f=1 m= 1 处 =1 = ds 
9B ) 4 oT, :0B, © 64， | 
— Ceo +O,+ 一 0， 
Og Ok 0 Og, ot 之 ot (fk 0 
(7F=1,",2) (3.1.50) 


由 此 可 解 出 4e(8 王 1…8) 作为 广义 速度、 广义 坐标 、 时 间 、 质 
量 及 与 约束 有 基 的 系数 之 师 数 ， 因 面 可 求 出 理想 约束 反 力 来 。 
例 5 Appel]-- 瓦 amel 例 
质量 为 的 质点 在 重力 作用 下 在 空间 中 运动 ， 其 运动 受 有 非 
完整 约束 


ty (a) 
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Routh 方程 (3.1.45) 给 出 


2 
MX= 2AX, WiY=2AY, mz 一 MB 一 20- (5b) 
自 先 研究 运动 。 假 设 z>0。 在 (42) 中 消去 乘 子 +4， 得 

D2X(AXEt+YII) _ EO ___ 

Q(X Y2) A x? 十 全 2 
,DYAEtIY) Eb 
7 nV it “©? 

由 此 解 得 XY 一 X%Y 一 10 (a) 

1 机 

由 方程 《4 ) 积分 得 
y= Cx (f/f) 
y— Vo=C(X— Xo0) : (&) 


其 中 CC 为 积分 常数 ,xo，Yyo 为 x*，wv 的 : 初 值 . 引 入 v= 训 二 ， 
积分 方程 (ee ) 得 
pab 
a +o’ 


其 中 为 1=0 时 质点 速度 水 平分 量 的 大小。 将 式 (4%) 代入 约束 
方程 (4&4 )， 并 注意 2 汪 >0， 则 


! . (Ch) 


VU Uo 一 


_b,_ 6 _ ee 
积分 得 
< 电 
2 一 Zn 十 一 C0 &b “ 《7 ) 


! 一 一 一 一 全 一 一 上 
2(a°+ 0b) 
其 中 ;为 ?2 的 初 值 。 由 式 ( /)、( 及 9) 解 得 
一 pab 


ACT c= So .y 
。 CN2 十 用 ? 
C 4 十 Pb”  . 
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积分 之 ， 得 


C++1 (KX)=ut Da Tp, (CR) 
VE gab jp 
-Ty 一 0) 一 Vay CL) 


公式 《7 )、(&) 和 《7 》 即 为 所 求 运动 。 
其 次 ， 利 用 方程 (3.1.50) 求解 约束 反 力 。 令 41 二 %， 
4d2 VY (3 2, 由 | 


T = mt t+) (m) 
故 
Z?7 (大 一 3 ) 
= S (有 RS 一 1, 2,3) 
0 (大 和 3 ) 
而 
Cs) 
41 ， (Ss,1=1,2,3) (%) 
0 (S71) 
以 及 
1/ 04 8.4, 0.4 
ym = (ddr + ad -dem ) 0, 
Ck, 8) 2 \ do, 57， jo 
(km,s=1,2,3) (0) 
由 动能 表达 式 得 知 
B,=T,=_0r -- 0 (pp) 
ot 


质点 所 受 约束 表 为 


. Ad” .， 
/= TO pi = 
于 是 
of of  ， > of -一 4 
800 到 人， 
Of _ of _ 


而 广 闵 力 为 
O01=0, 0;:=0, Qs= —mepg (r) 
将 式 (1%) 一 (r+ ) 代入 方程 (3.1.50)， 得 


pp 2 
Am LC(291) + (292)° 十 (—2$7 0 ] 
a 
+m!( ~—2 ps )(—me)=0 


由 此 解 得 


当然 ， 直 接 由 式 (8) 和 (4) 也 可 求 得 式 〈《s )。 | 


3.1.3 非 完整 系统 的 Mac-Millan 方程 


1. 一 阶 非 线性 非 完 整 系统 的 广义 Mac-Millan 方程 
设 系 统 受 有 & 个 理想 一 阶 非 线性 非 完 整 约 柬 
.6 一 V2pk0d 4o, 1),), (8 一 1 8g;30=1,*,€; 
< 一 各 一 &iS 一 1 0) (3.1.51) 
仿 (7;) 为 关中 借助 约束 (3.1.51) 消去 ge 所 得 表达 式 ， 令 
了 为 工 中 借助 约束 (3.1.51) 消去 he 所 得 表达 式 。 
命题 3 我们 有 


N E N 
MU。 Or; 一 >_ 12.G) 一 ,mi(Fi): E,( (Fi)) js 


:三 1 =] : r= 


(3.1.52) 
证明] 因 


N 
== Dm (Fi) (Fi) 


局 人 


开 mE) 5. 
og=1 :=1 
N 
= ,mi(ri) 了 2 ee _ “Dr; | 
f=1 | f=1 


将 命题 3 的 结果 代 信 原理 (2.1.19)， 便 得 


E 


M 
D0 ET)+ 5 ml fi) EF;)) ag,=0 


o=1 i=1 z 
(3.1.53) 
其 中 
0,=0,+ 5 Qe Be (3.1.54) 
因原 理 (3.1.53) 中 的 59。 是 全 此 独立 的 故 得 
se N pr 
E17)— >》 mF) E,((Fi)) = 0,, (s=1,*,e) 
:=1 
(3.1.35) 


方程 (3.1.55) 就 是 一 阶 非 线性 非 完整 系统 的 广义 Mac-Millan 
方程 2)。 此 类 方程 数目 等 干系 统 自由 度数 目 ， 但 计算 左边 第 二 项 
比较 麻烦 。 

2。 一 阶 线 性 非 完 整 系统 的 Mac-Millan 方程 

如 果 所 受 约 东 是 一 阶 线性 非 完整 的 ， 则 方程 《3.1.55〉 成 为 


Mac-Millan 方程 ”)。 , 


3.1.4 非 完 整 系统 的 Yolterra 方程 


1. 一 阶 非 线性 非 完整 系统 的 广义 Volterra 方程 

设 力 学 系统 由 入 个 质点 组 成 ， 点 的 直角 华 标 为 Xi, Yi1,21,*…， 
XNyYNZN， 点 的 质量 为 M1,MN。 令 1 二 X11， 二 YI， 名 一 
Ziy "0s EN-2— XN SSN_I 一 YN ESsw 一 ZN Mi= Ms= 113 一 人 7 , 


Man-2= Man1= msn = Moy; 作用 于 质点 上 的 主动 力 为 让 1， 入， 
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3， 3N-2， 让 3N-1， 有 3Ne 这 样 ， JTourdain 原理 (2.1.19) 
可 写成 形式 


3 A 
> (Xi—midi) 6;=0 (3.1.56) 
:=1 
设 系 统 受 有 /个 完整 约束 
I’(é;:, 1)=0, (C=1, *, 2 一 1，…，3AN) 
(3.1.57) 
以 及 8 个 非 线 性 非 完 整 约束 / 
fol(éi, 6i, £1)=0, (B=1, ,pg; t=1,",3N) 
《3.1.58) 
将 约束 〈3.1.57) 对 时 间 寺 求 导 数 ， 得 
> :+ 人 0， (a=1, “, 7) 
| : (3.1.59) 
5 入 :二 n 一 g (% 一 3N 一 1) 个 运动 学 特性 @p,， 使 点 的 速度 表 为 
Ei= Pi(E;, pst), 《0 一 1 E302, I= 1 3A ) 
(3.1.60) 


而 式 (3.1.58) 和 (3.1.59) 成 为 全 特 式 。 按 速 度 空间 虚 位 移 的 
定义 ， 有 


e 
B06:= Dn 0p, (3.1.61) 
和 我 们 有 


d 37 达 d 
3 上 -HE, 一 -( ar Dp, A 5 ap -ap, 


:二 1 
(3.1.62) 
藉 中 了 全 为 用 运 : 动 学 特性 乡 。 表示 的 动能 。 
[证 明 2 
- QQ 0/ < re 
> ( dt 0p me di Dp ) dp, 


@ ”这 里 采用 Yolterra 的 说 法 ， 实际 上 就 是 准 速度 。 
一 人 952 一 


3N\ 


= (DD mes) op Pmt ,1 


T=1 +=1 
定义 2 ”对 维 坐 标 。 的 信 导 数 定义 为 
3N 
0 OF: 0 
Gx, 全 全 Op, de (3.1.63) 
注意 到 关系 
3AV 
= mt, St (3.1.64) 
:二 1] ” 
可 由 命题 4 得 到 下 述 命题 。 
命题 5 我们 有 
9T 这 
ws 和 We i 
d 89; 
( 9 Jap, (3.1.65) 


由 命题 4 和 5 ，Jourdain 原理 可 写成 以 下 两 种 形式 


ES 3N 
d oT d O09:; ) 
一 一 二 一 一 -一 一 十 Rio i NAL 二 上， op,=0 
| di 6909, 和 5 dt 02。 ? 


(3.1.66) 
[2 i 
d 67 0/ d 6¢ 
5,1— 本 二 二 Met | 
gl dt 8p Ox, 关 | di 3829, 
_09.;\ | __ ; 
3x /te 6p, 0 (3.1,.67) 
其 中 SY 
0， : 
上 ,二 > XX; gp (3.1.68) 
f 一 芋 
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据 6p。 的 独立 性 ， 由 原理 (3.1.66) 得 到 第 一 形式 的 广义 
Volterra 方程 


3N 
Bp ~ 上 -一 - 5 一 也。， (zc 王 1,。,e) 


(3.1.69) 
而 由 原理 (3.1.67) 得 到 第 二 形式 的 广义 Vol Volterra 方程 0%%” 


d 07 ey do: 09; 
a 8 3 i (二 5 一 人 
=FE,， (oe 1，。。，e ) (3.1.70) 
方程 (3.1.69) 比 (3.1.70) 倘 单 ， 方 程 (3.1.70) 比 (3.1.69) 
更 有 对 称 性 。 这 两 类 方程 中 没有 广义 坐标 ， 是 由 直角 坐标 向 准 坐 
OO 


. 一 阶 线性 非 完整 系统 V olterra 方程 的 四 种 形式 
下 过 去 动 学 特性 p, 使 


Ee 
上 ;一 > ro ps 
=1 


其 中 系数 61。 仅 为 坐标 的 函数 。 此 时 方程 (3.1.70) 给 出 Volterrs 
方程 的 第 一 种 形式 5 


dl aT 67 3 3 人 > QE;, 
dt OP, Dr 一 Mi 2 > ( OE; $7 
:三 1 1=1] y=1 
2sr -一 一 利和 由 
oe i )#,=E,.， (cc 一 1， 二 ) 
(3.1.71) 
引入 记 怒 站 
$V 
b= > Sm, $i © 
:=1 ;1=1 
则 方程 (3 .1,71) 成 为 Volterra 方程 的 第 一 种 形式 
dd of a cr) 
dr dp, -5 5 ba 一 0， oP: p, = = 上 ,， 
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(5 一 1 e) (3.1.72) 


再 令 
(#4) 5 (b's) p's)) 5 F { (用 一 7 
Uo, = Cha ov™D,oJ, Cha 一 9 
pe nt 0 《xD) 
a3 
Fs = > miéiuéis (3.1.73) 


i=1 
则 方程 (3.1.72) 成 为 Velterra 方程 的 第 三 种 形式 
d 67 867 ,67 
— Hp, dn > > 他 9 到 如 十 二 


r=1 #=1 
《一 1 (3.1.74) 
这 方程 就 是 Volterra 原来 的 方程 :3)。 
在 一 阶 线性 非 完 整 约束 下 ， 第 一 形 式 的 广义 Volterra 方程 
(3.1.69) 给 出 Volterra 方程 的 第 四 种 形式 "1 


d 7 < 一， 
a 5p -2 ?bp, p= E,, (og=1,°",e) 
" r=1] Y=1 
(3.1.75) 


3.1.5 非 完 整 系统 的 Mannepiraa 方程 


1. 一 阶 非 线性 非 完 整 系统 的 广义 Hannbirun 方程 

设 力学 系统 受 有 8 个 理想 一 阶 非 线 性 非 完 整 约束 (3.1.51). 
令 个 为 荆 中 借助 约束 (3.1.51) 消去 9.,s 所 得 表达 式 。 

命题 6 ”我 们 有 


£ 


N 8 7 
5 mi dti= D {Es(T) — >, 0 E,(9g) 


! 二 T=1 ， B=1 0 e+p 
¢ 。 、- 
一 | 上 (3.1.76) 
B=1 Og.+2 Ogo 


[证 明 3 
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& 
be， ) 
5 {ET 0 _ ECes)- 0 
全 "一 0gq,+8 2 Bg 00, | 


E E £ 
d_ 07 d Of py, 3 of 
-一 一 一 ”一 -一 ~ 十 一 一 十 一 一 一 
> | 7 2, dr Ofce+p Og. B=1 Ofer+8 


d bp 6T7T ~ 67 dr 


dt 0 gs 全 ete 0 
如 

oT  / OF pg 人 人) 一 了 人 2 
-一 1 一 一 A 0g;, 
2 Ogi48 (各 di 04 , 0g 之 OQe+8 CYo 4 

9 - 

TIED+DE 入 人 08 = DL ET, 
r=1" B=1 0° =] 


利用 式 (2.1.21)， 便 得 结论 。 | 
选取 彼此 国 数 独立 的 难 速度 。。， 使 得 三 义 速 度 表 为 
j= (gr wm, ,1), (Sy,R=1,** No—=1,**,E) 
(3.1.77) 
此 时 约束 方程 (3.1.42) 成 为 恒等式 。 令 7T* 为 了 中 借助 式 
(3.1.77) 消去 和. 所 得 表达 式 。 
命题 7 我 们 有 


二 T 
> rr:.* Or.; -二 [2 让 5 ) jao。 
f =] $=1 
(3.].78) 
[证明 】 


& 7 
Lo d oO7* a7* aT / d B89, O09, 
右 端 = 守 | dt Do a 00， (二 Do Bn ) je， 


-fd 7 ai 57 d av 
一 500。，0o。 600 dt Do 
三 二 


:二 1 00， OW, kl OFk 0g, OW 
"7T d 00, COT bp. 
一 之 G06, dt Do。 之 D5， eo 
” 一 二 


Bo 90。 一 > E,(T)0g., 


一 左 端 | 
将 式 (3.1.76) 代入 Jourdain 原理 (2.1.19)， 得 到 


EE 


& & 
DET)+ 2, -2 Fo(gs)+ 了 -0 
p=1 = 


og=1 s+B 


DY9A ， 六 | 。 
5 + OQ, i189,=0 (3.1.79) 


由 39 的 独立 性 ， 得 到 非 线 性 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 广义 


Uannprag 方程 “外 


g & 

~ 

E,(7T)— 5 OT_ Ev)— 5 ol os 
B=1 U s+ 


: (3.1.80) 
或 写成 形式 
s 2g ~ 
六 — O07 G7 8698 > 
上 £,.(17)— -一 一 了 一 -一 o9 
和 Of s+p8 和 OQ.+8 0g, ¢ 
(=1,°,e) (3.1.81) 
其 中 了 :4 由 式 (2.4.11》 确定 。 
将 式 (3.1.78) 代入 Jourdain 原理 〈2.1.19)， 得 到 
一 人 ”oT 
5 1-E:(T*)+ ~ EV)+Ps jao。=。 
ep 080 " 


| : (3.1.82) 
由 5o。 的 独立 性 ,得 到 非 线 性 非 完 整 系统 准 坐标 下 的 广义 


UaHITEPITHH 方程 “: 


7 z 
ES(T*)—2, 5 Es(9,)= Ps, (0o=1,°%,e) 
ss = 三] " 


(3.1.83) 


— 15957 


其 中 
500 gs (3.1.84) 
了 一 上 . 

礁 坐 标 下 的 方程 (3,1.83) 比 广 浆 坐 标 下 的 方程 (3.1.80) 
更 一 般 ， 因 为 当 取 叭 速度 为 广义 速度 时 ， 方 程 . (3.1,83) 给 出 方 
程 (3.1.80)。 

2、BopoHet 方程 

现在 研究 方程 (3.1.81) 的 一 个 特殊 情形 。 在 此 情形 下 ， 非 


完整 约束 是 线性 的 ， 有 


Je+8 = >》， 刀 .ooGv 二 万 ip， (P=1,°,pg; E—=n—p) 
v=1 
(3.1.85) 
其 中 系数 B,.4,。,B,4 为 所 有 坐标 和 时 间 的 函数 。 容 易 计 算 得 


Ss 


T5182= ASG,+ AS+? (3.1.86) 
v=1 
其 中 
6B 0B 
A:+*8—. a+Byo _ UDetrpyr (2 已 .pc B. ， 
09， 0g, “之 0g.+» ” 
一 2 By, ) (3.1.87) 
Os+r 
A = OB .48,o _ 0B,.s 


ot 0g, 
将 式 (3.1.86) 代入 方程 (3.1.81)， 得 到 


六 A 广 gE 8 
人 ) 


dt O00 0g, B=1 O09。.-8 y=1 
8 ~ 

-于 Be (rz 一 1 me) 
B=1 do 


(3.1.88) 
方程 (3,1.88) 就 是 一 阶 非 完整 系统 的 Bopoyen 方程 “， 它 友 
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合 于 一 般 的 线性 非 完 整 约 束 系 统 。 

3.，Uanxwrwn 方程 

如 果 非 完整 约束 是 线性 、 齐 次 、 定 常 的 ， 且 B,,p,。 中 不 仿 
jy， 系 统 动能 了 不 含 4..e， 上 广义 力 有 势 ， 且 势能 不 含 ve， 那 
么 Boponer 方程 给 出 原来 的 darDIPIrHH 方程 


d 7 oP 加 > DO7 8 0B..g,o OB ,8,, )s 


dt 60, 09。 BE1 O00e+p ST 0g, 0g, 
一 -or ， (za 一 Le) (3.1.89) 
097。 


4， 准 坐标 下 的 9annbirus 方程 
现在 研究 方程 (3.1.83) 的 一 个 特殊 情形 。 在 此 情形 下 ， 非 
完整 约束 是 线性 、 齐 次 、 定 第 的 ， 且 约束 系数 不 含 9.1s， 于 是 广 
义 速度 可 表 为 . 
#; 一 > ， Co。 


mp 
mm 


其 中 b,, 仅 为 9， (2 一 1，，…。， e ) 的 范 数 。 容易 计算 得 


局 


. 06.。 0,， 
二 > ( Bn 一 一 )”. 


开 
LV=s=1 0 0 


F* (9,)= 


于 是 方程 (3.1.83) 给 出 
07* 87T* 志 
二 G0, -$4 7 69， 入 5 5 ).=P， 
(II 一 1 和 。，E) (3.1.90) 
方程 (3.1.90) 称 为 谁 坐标 下 的 darxpIFHH 方程 :127。 
例 6 dannpiran-Carathéodory 问题 
设 物体 44 的 质量 为 坊 ， 它 对 过 其 质心 的 铝 垂 轴 的 转动 惯量 为 
J:。 质 心 在 平面 上 的 投影 为 C， 且 CP=a; CP 与 0%f 轴 夹 角 为 
09。 为 接触 点 ， 它 的 坐标 为 %,y。 物 体 所 受 约束 为 
y—xtg0=0 (2 ) 
不 计 非 完整 约束 时 ， 系 统 动能 为 
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= .0 十 mE—absing) + (y+a0Gcos0)’) 


(5b) 
芳 虑 到 约束 (4a ) 后 ， 有 
~ 和 1 2y #2 
{= co + etma)d “°) 
令 Vi 一 2 4d2 一 03 一 由 式 (&) 知 
31l=tggs, Bs=0 (a) 
假设 物体 4 除 受 重力 外 ， 不 受 任何 主动 力作 用 , 则 
O01=0;,=03=0 - (ee) 
UarPIFHH 方程 (3,1.89) 给 出 
d 07 067 87 二 /DB _ 6B, \, 
dt D9 。 0g, O43 ( 0g, 09。 )g, 0,, 
(o= 1,2) Cf) 
将 式 (cc)、C(4) 和 (ee) 代入 方程 〈( 广 )， 得 
kcos0 + Osin0 —-a0:cos’0=0 C8) 
， maz0 
(J +ma )0 二 + ep 一 (0 
令 455 一 zcos0，7 一 Tin0， 则 方程 《8 ) 成 为 
mi—ma0’=0, (J.+ma)d +mavo=0 (Ch) 


将 方程 (及 〉 的 第 一 式 乘 以 v2 ， 第 二 式 乘 以 9， 然 后 相 加 ， 积 分 
之 ， 得 
my:+ (J.+ ma)0’= 2 (2) 
这 就 是 能 量 积分 .将 式 〈* ) 代入 式 (有 ) 的 第 一 式 并 消去 0”， 
得 
2 Hv 
WU MA 
fet ma _ 5 ， 则 有 


2, 
MA ma 


2 
J 多 


一 160 一 


申 1 be 了 
2 二 ) 


心 =0 有 了 时，7 一 0， 积分 上 式 ， 得 


y= vth (本 上 ) (7) 
ji= 访 os 


三 二 ma ch 人 7 


| 一 md 
0 i) ch) 和 


由 此 得 9 二 6(2)， 代入 式 (71) 得 v=v( 四 ， 再 代入 二 vcosb， 
少 二 Vsin9， 便 可 解 得 x* 二 %(1)， y= 二 y(t)。 

以 上 问题 称 为 HanzpIran 问题 。 如 果 物体 4 质心 在 平面 上 
的 投影 不 在 冰刀 方 问 ， 则 为 Carathéodory 问题 。 | 


3.1.6 非 完 整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 


1. 一 阶 非 线 性 非 完 整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 
用 类 位于 得 到 原理 (3.1.29) 的 方法 ，Jourdain 原理 可 表 
为 准 坐 标 形式 


2 


2 I oa BE +p? oo,=0 
R=1r= 了 


了 二 二 
(3.1.91) 
其 中 准 束 度 与 广义 速度 之 加 的 关系 由 式 (3.1.18) 和 (3.1.19) 
给 出 。 阁 系统 受 有 8 个 理想 一 阶 非 线性 非 完 整 约束 (3.1.42)， 
可 选 后 面 & 个 准 速度 为 
Oorp 一 了 098) 
按 式 (3.1.42)， 有 
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op 一 0 (3.1.92) 

OW,+s—= 0 (3.1.93) 

将 式 (3.1.93) 代入 原理 (3.1.91)， 并 注 意 到 86%。 的 独立 性 ， 
得 到 

Es(T*) + 5 5 


{eo 


4 ps, (ogo—=1,**,€) 


(3.1.94) 
这 就 是 一 阶 非 线 性 非 完 整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 和 57。 


需要 注意 的 是 ， 条 件 3.1.92》 仅 在 计算 9- 之 后 才 可 应 用 。 


Boltzmann-Hamel 方程 不 同 于 准 坐 标 下 的 广义 arTPIFHH 
方程 ， 后 者 只 需 将 广义 速度 用 准 速度 表 出 ， 而 前 者 还 需要 准 速度 
用 广义 速度 表 出 。 

2. 一 阶 线性 非 完 整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 
: 现在 研究 Boltzmann-Hamel 方程 的 一 个 特殊 情形 。 在 此 情 
形 下 ， 有 


7 也 
oj 一 ?angGrt qs Gr = >》 brror tb 


_ R = 1 k =1 
十 是 
E,(w Og's — ( Odkr Orsm )bmibro. 
之 4 Do。 和 pm 之 Ogm Og 


FF 
一 >》 Ytotet= ,Yo,+es 


二 v=1 


因此 ，Boltzmann-Hamel 方程 (3.1.94) 成 为 
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d O67T* O07T* 一 07* 一 DT 、 
上 


(og=1,",e) (3.1.95) 
例 7 曾 环 在 粗粮 水 平面 上 的 纯 深 动 
取 圆 环 质 心 坐 标 %,y 以 及 三 个 Euler 角 %，0，2 为 广义 坐 
标 ， 取 崔 速 度 为 
w1= 60, ws— Psinb, w= 人 Dcosb + Dp, 
ws=iXcosg + Ysing + a(Yeost + 9) (&) 
ws= —%sing + ycos$ + absing 
其 中 4 为 圆 环 半 径 。 非 完整 约束 为 
Wi1= ws= 0 《2 ) 
由 式 4) 解 出 广义 速度 
0 = 0, =— P=ws— wcted 
X5 一 (oa4 一 oO3s)Cos 几 一 (o5 一 40O1S1inO 7)S] 峭 (Cc) 
J=(w04—ava)sing + (ws—awising)cosy 
a 2 二 ,9s 二 9 ,94 二 X,95 二 ,系数 44x,9im 由 式 (4)、(c) 
给 出 。 计 算 Boltzmana 三 标记 号 ， 有 


-工厂 (各 -各 -pa 


R=ir=1 Og 
y?,= Sb bo — Be ba,Dis, YE=— y=ctg0, 
其 余 7:,=0 
人 (Bib 一 Dab) ，75 二 一 5 二 1， 其 余 7 ,二 0 
(a) 
y=0 


Mi (bebo bib ) + EE (0»,0s, — b;,02,), 
2 
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Y= <- 其 余 7， 
系统 的 动能 为 


= 也 MEZ(X 2 十 少 2 十 232) + [A 0 + Ysin’0) 


CP+Wcos0) 


杰 中 为 加 环 的 质量 ，A ，C 为 惯性 第 。 注 意 到 z= asin9， 有 


， 1 » 。 9 
J 二 9 {(ood 一 Coo3)2 十 (os 一 oilSinD) 十 Ho03cos20 


tA oz) + Co 


对 阅 坏 有 C= 二 24=ma:*， 于 是 


7T* 一 于 如 | (> ?十 了 十 20@? )- 2 os 


一 2 40Ol5sln0 十 oz 十 | 
Boltzmann-Hamel 方程 (3.1.95) 给 出 


3 


d aT* 67T* ~ 07* ， 
di Ow DT。 2 Go 2 Yto0,=P, (¢=1,2,3) 
R=1 vy»=1 f 
Cf) 
由 式 ( e ) 知 
全 这 
= > 人 A 一 — Hw WCos6 一 0 ， 《& ) 
01*_ MT 
DT QT3 
设 圆 环 仅 受 重力 作用 ， 则 主动 力 的 元 功 为 
OW 一 一 262 一 — mpeacosd oT 
故 
Pi=—mpeacos0, Pi=Ps=0 (A) 


将 式 (4 )、(e )、(&8 ) 和 (hh) 代入 方程 ( 7)， 并 简化 得 
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3 1  ， & 
oO ~ soctgo tz W001 二 je0s0 


1 1 
F021t F020ictgh — 00 =0, 2 0s 一 ozol 一 0 (1#) 


这 就 是 所 求 图 环 的 运动 微分 方程 。 


3.1.7 高 阶 非 完整 系统 的 Euler-Lagrange 形式 的 方程 


i1。 民 outh 型 方程 


万 有 DAlembert 原理 的 Euler-Lagrange 形式 为 式 - 
(2.1.35)， 即 


+ 


Li 


oT 1 oT (1s) 
( G7 di 09 + 0:)0g; =0 (3.1.96) 
设 所 受 约束 表 为 | 
fel(qsgGr" ,Gt)=0, (P=1,**,p; $1,**, 7) 
(3.1.97) 
(Ct) 
约束 (3.1.97) 加 在 虚 位 移 8 gq, 上 的 条 件 为 
5 22 7 一 0 (3.1.98) 
:=100 


由 式 (3.1.96) 和 (3.1.98)， 利 用 通常 的 Lagranage 乘 子 法 容 
易 得 到 


do oH Ofe 加 
dt 60 ~ 9g, :+ 2 9 


方程 (3.1.99) 可 称 为 高 阶 非 完整 系统 的 Routh 方程 。 
2， 广 义 Lagrange 型 方程 


引进 广义 Euler 算 子 
Er=m5, 0 (S=1, NN; m=1,2, °°) 
Og: Og 
(3.1.100) 
命题 8 我们 有 


一 6o5 一 


+ 
(m4) 《19 -1 (ry 
miki Ori= > 天 TU 7 ) 8 9， 


(3.1.101) 
二] | 
[5 证明] 由 式 (2.1.40) 和 (2.1.42)， 有 
nn 71 {73 — 1) 《93 -~ 1) 
人 DT 7 (m) 
d+ 
s=1 s=1 0g; 9 
[" 加] 
一 3 7 > mir; 
ss 二 1 Ogs 
A gr 9 1) jm 
一 >》， Mirs .0 (m1) 5 177 7 六 一 1 oy, 
:=1 0 ds := 1 0 fs 
- (97) 
= 2 > miT 0 Sz. "Or; | 
=1 :=1 『=1 
由 命题 8 可 将 万 有 D'Alembert 原理 写成 
" {Ht-1) 【他 了) 
51 -El )+ 0 q:=0 (3.1.102) 
3 一 1 


由 式 〈3.1.102) 和 (3.1.98), 利用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 容 
复 得 到 


-1) 《9 -1 


d 9 T 
A 本 m7 Qt+ i 1 fe > 
Og: 0 ds 0 gs 


(Ss=1, ,Nn; 本 (3.1.103) 
现在 导出 不 带 乘 子 的 方程 。 设 由 约束 (3.1.97) 可 解 出 后 面 
g 个 In 本 
ee 
(B=1," 8 o=1,*,E; E—Nn— pgp; SS 一 1 MI) (3.1.104) 
仿 卫 为 工 中 借助 关系 (3.1.104) 消 去 9 ge 所 得 表达 式 , 则 


am 1) 《NE 一 1) 


(pi 1} 
7 HT ~ OT br， 
mm (rm) (my 9 
0 go 0 go 


B=1 0 gerp 0 qo 
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DT DT 2 jg 
+ >, (my mn 
0 go 0 fe B=1 D Gerp 0 do 
定义 3 定义 广义 Euler 算 子 为 
Er =m 2 0 (oo=1,,E) (3.1.105) 
Ogqo {Jo 


当 9 一 1 时 ， 式 (3.1.105) 给 出 通常 的 Euler 算 子 。 


利和 人 于 (3.1.105)， 有 
《9 1) 

Er(T )=E?(T )+ 5 OT pros) 
B=1 O ger+p 

9 个 1) 
- (一 ) 2924 7 OF pg 
证 2 Ee, 7 my + 和 一 = mn) (3.1.106) 
B=1 B=1 07.:8 Odo 


由 此 ， 考 虑 到 
-80 0。 (3.1.107) 


(Pn3) 
© fe + 有 一 90， Cf) 0 2v 
o=1 Ogo 


则 由 命题 8 得 到 下 述 命题 。 
命题 9 我们 有 
~N Lm) E 1m 1) 名 WW 
Dmiiidris D1 ET )— 5 Er (oD) 
i=1 or=1 B=1 0g4.+8 
8 Tp Ct) 
一 9 OPg 350。 (3.1.108) 


B=1 0 Ga+p 09。 


由 命题 9 ， 可 将 万 有 DAlembert 原理 写成 
富 m1 BC oT 

| 一 EC TT )+ >》 一 而 一 EC0p) 

=1 B=1 0 (eth 


Cp?) 
十 2 人 2 人。 jg.=。 (3.1.109) 
Og4o 


B=1 0 qe+8 z 
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共 中 
~ ap 
Os.=0+ >, O00~m’ (3.1.110) 


由 原理 (3.1.109)， 游 虑 到 59, 的 独立 性 ， 得 到 5191 


en. {gi 1 : {ni 1) 
-1} g & 


wp 0 7 0 O09 
Er T )— 5 Ey) — DY -ts 
p=1 D 9.:68 B=1 QO dq.+8 DO。 

= 0,, (go=1,*,E) (3.1.111) 


方程 (3.1.111) 可 称 为 高 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 广义 dan- 
BITHH 方程 。 当 坝 二 1 上 时， 方程 (3.1.111) 成 为 方程 (3， 1.80) 。 
直面 研 究 准 坐标 下 的 方程 。 选 彼此 函数 独立 的 ‘0, ， 使 得 


cH) (#1) (3 1) 


gs = 9,( gx, Ok, “0 Jk » Wo ,+ )， 
人 可 一 1， ，E; ) 


(3.1.112) 
tN 0; N11 2 


此 时 约束 方程 (3.1.97) 成 为 恒等式 。 令 了 “为 了 中 借助 式 
(3.1.112) 消 去 9. 所 得 表达 式 。 
定义 4 定义 准 坐标 下 的 广义 Euler 算 子 为 


i d 0 0 
5 “一 dt (3 1) (~ 1)9 (5 一 王 ， ;5; Mm 二 1,2， ) 
山 = 0 Ny 
(3.1.113) 
其 中 


(tp 1) (Hr— 1) (3.1.114) 


当地 一 工时， 式 (3.1.113) 给 出 通 肖 准 坐标 下 的 上 uler 算 
子 。 : 


命题 10 ”我 们 有 


{1) 


(pr — 1) -1) 
Em 0 {Ere T 人 一 并 -一 Evry, ) 
o=1 ;二 1 Og 
(3.1,115) 
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【证明 


人 (m. 1) 一 A nt 1) 
5 Fo TT 人 一 和 过 六 Er*(e) he oo 
= 四 ss 二 1 0 0 
E 7 dg 3 TT 9 他 3 TT qd 
Os FA Aa, 
-i my m+ hm 》 一 丙 一 df 1 
v=1  s=1 Og 0 外。 s=1 00， D wo, 
n (1m— 1) #1 天 《9 一》 
0 1 0 ~ 0 IT DY OP, 
一 ml) Om 站 一 > ， my 而 m1 
s=1 0 gs 0 W@, s=1 k=1 Ogk 0 gs 0 Wo 
s2 ‘PI- 1) 7 {m3- 1) 
DA dd oF, of 0 (人 
— Ht > mm di mt > (mr) -he Wy 
* 二] 0 9， 0 WD, s 二 1] Og 0 元 v 
7 ‘Hi 1) ‘Pr- 1) 
- ， d 7 0 OF, ST 1) 
一 >, > (ms 二 Wyo 
“= 了 二 了 0 gs 0 Gs 0 WwW, 
-- 5 Er( 人 )og 
YY 二 1 
由 命题 8 便 得 结论 。 | 
利用 命题 10， 万 有 D Alembert 原理 可 写成 准 坐 标 形式 
Ee (rm ~ 了 
-、 ‘#1 一 tp- 二 》 
并 1 一 ET + VT En)+p: 0 2, = 
og=1 s=1 Og: 
(3.1.116) 
其 中 
A OP, 
= 》 0 一 页 一 (3.1.117) 


3 二 1 D 2, 


由 原理 (3.1.116) 中 5 ws 的 独立 + 性， 得 到 


‘pi 1) 


他 
13 
ET*( 1 一 》， dL E®*(9, ) =P;, 
s=1 0 gs 
(go=1,°% < m=1,2,°°) (3.1.118) 


方程 (3.1.118) 称 为 高 阶 非 完整 系统 准 坐 标 下 的 厂 义 UarnnpIran 
方程 。 当 2 二 1 时， 方程 (3.1.118) 成 为 方程 (3.1.83)。 
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S3。.2 Nielsen 体系 的 方程 


3.2.1 完整 系统 的 Nielsen 方程 
1， 广 闵 坐 标 下 的 Nielsen 方程 
设 力 学 系统 的 位 形 由 %* 个 广 闵 坐标 90.(s 二 1,*… ,4) 来 确定 。 
定义 1 对 任何 动力 学 函数 f(g',G.,1)， 定 义 Nielsen 算 子 


为 2 
VD 4d .0. | 
N= 86, at 2 07 ， (Ss= 1,**,1) (3.2.1) 
D'Alembert-Lagrange 原理 可 写成 Nielsen 形式 (2.1.15)， 
即 
> { 一 NT)+O) ac 一 0 (3.2.2) 
了 三 1 
因 对 完整 系统 6g; 彼此 独立 ， 故 得 
NT)=0,, (s= 1,*,%) (3.2.3) 
训 
oT 57 
00， —2 00， = 0,, (Ss 二 1， ,2) (3.2.4) 


方程 (3.2,4) 就 是 完整 系统 广义 坐标 下 的 Nielsen 方程 
这 类 方程 对 约束 的 要 求 是 双 面 、 理 想 、 完 整 的 ， 不 论 约束 是 否定 
常 ， 也 不 论 广义 力 是 否 有 势 ， 它 们 都 成 立 。Nielsen 方程 (3.2.4) 
同 Lagrange 方程 (3.1.2) 一 样 ， 也 是 建立 完整 约束 系统 广义 
坐标 中 动力 学 方程 的 一 种 规则 。 / 

2， 准 坐标 下 的 Nielsen 方程 


选取 % 个 彼此 函数 独立 的 准 速 度 
oo geGet), (ssh=1,,n) (3.2.5) 
设 由 此 可 解 出 广义 速度 
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G:—= gqG(qGrs Dit), (S$,R=1, ,NH) (3.2.6) 
将 式 (3.2.6) 对 时 间 i 求 导数 ， 得 : 


Gs: = 4,(Grs Oh, Ok,t) (3.2.7) 
其 中 
。 - 。 Ogs: Og 
jy Do; “D+ 本 -Ort (3.2.8) 
将 式 〈3.2.5) 对 时 间 1 求 导数 ， 和 
O,—= OD, (gr, Gr Tk,1) (3.2.9) 
其 中 
| OO ; - Ov, .. 0%, 
o- 工 中 Go ze Bok Gk 十 a (3.2.10) 


仿 7 了 7* 为 动能 了 中 借助 式 (3.2.6) 消去 $$ 所 得 表达 式 ， 即 
T™(g ot)=T (ge Gr( gr Or ) 9 (3.2.11) 
令 7* 为 工 中 借助 式 (3.2.6) 和 (3.2.7) 消去 和 和 5 所 
得 表达 式 ， 即 
T*(gs, ws Osi) = Tg Gg or 有 OO os ,Et),H) 
(3.2.12) 
定义 2 对 任何 动力 学 函数 f*(g;,%,,4)， 定义 叭 败 志 了 上 的 
Nielsen 算 子 为 


*_ 0 d 0 
N:* Fw. dt 2 a (3.2.13) 
其 中 
0 全 Ok O 
OX, /SO% Ogqk (3.2.14) 
命题 1 我 们 有 
并 Da= 了 Nirosr -开工 DN? (Ge) Ot, 
s=1 7 一 工 s=1 Kk=1 dx 
(3.2.15) 
[证 其 3 


—111C— 


OO0， OT 
三 1 了 二 
_ /0 070g 
2 2 | Og Ogx ) 0%, Os 
s=1 k=1 
好 好 aT 6 9 
+ 开工 这 (ia )or 
A 


- -区 Ni(T) Og + 3 > 


s=1 NA=1l 
人 是 2 我 们 有 
D>, NAT)6g= 》， N+(T*)0n, 
s 二 1 s=1 
二 7 EL OT* 
+o 二 之 So Ni( on) Sd, (3.2.16) 


[证 明 ] 
将 式 (3.2.6) 和 (3.2.7) 代入 式 (3.2.9)， 则 得 恒等式 


OO, (ge Gr( qr, r,t), qr (rs 0 Ot), 7 ) 
两 闻 对 or 求 侦 导 数 ， 得 


0 YI 6 说 80 0 


-1 On Ow, -1 Ok Or 
考虑 到 式 (3.2.10)， 上 式 可 写成 
Ou Gr OO, 00 
之 Ox Do ， 和 之 Ogx Do， (3.2.17) 


由 此 ， 注 意 到 式 (3.1.24) 和 (3.1.25)， 有 
ni mr 天 
2 Bo NiGoO= 一 工 2 5 2 Or) 3 (3.2.18) 
= 10 


由 此 ， 利 用 命题 1 ， 便 得 命题 2 。 
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| 
| 


将 式 (3.2.15) 代入 式 (3.2.2)， 得 到 


{NIT*)+ 二 DNC) +P; jor=0 (3.2.19) 


(3.2.20) 


人 0 
因 对 完整 系统 来 说 ，67; 彼此 独立 ， 由 原理 (3.2.19〉 得 到 


N*(T*)— > 2 NVr(O) 一 Pr， (ss=1,°,%) (3.2.21) 
R=] 
方程 (3.2.21) 称 为 完整 系统 准 坐 标 下 第 一 形式 的 Nielsen 方 
程 。 这 里 只 需 将 广义 速度 用 难 速度 和 出， 广义 加 速度 用 准 速度 以 
及 准 速度 对 时 间 的 导数 表 出 ， 而 不 需要 逆 变 换 。 
将 式 (3.2.16) 代入 原理 (3.2.2)， 得 到 


5 -NITY — 5 >, 9 N, (ox) 2 2 Pp? Von,=0 


二 1 r=1 有 =1 


(3.2.22) 
由 此 得 到 
， 细 了 2 aT* 
NT + > 7 N (od =Pi, (Ss=1,°,n) 
(3.2.23) 


方程 (3.2.23) 称 为 完整 系统 准 坐标 下 第 二 形式 的 Nielsen 方 
程 。 这 里 需要 广义 速度 与 准 速度 的 相互 变换 。 

例 1 刚体 定点 转动 的 Euler 动力 学 方程 。 

取 与 刚体 相 男 联 的 轴 为 惯性 主轴 ， 取 角速度 在 主轴 上 投影 
0l，0:，03 为 准 速度 ， 即 

oi 一 sinbsine 十 Ocosy, ?一 扩 sinbgcose2 — 0sing, 

w= Wpcos0+P (4) 

其 中 4，90,，Y 为 Euler 角 。 将 式 ( 4 ) 反 转 ， 得 
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1 . ， 
p= (wising 十 2COSO ) ， pb 一 WCOSP — WS1IN0Y, 


P= ws— (wsing + wcos? )Cctgb 2b) 
令 gq 一 9，g: 二 8，93 二 9 ， 准 坐标 下 第 一 形式 的 Nielsen 方程 
(3.2.21) 给 出 为 
~ OT 
NI(7*)— 2 go Ni(G)=P?, (s=1,2,3) (°¢) 
R=1 dt 


1 . . 
7 一 了 六 (8sinbsinyp 十 Ocosy )? -3bsingcosy — Osing)’ 


+ Js($cos + 人 Dp)? 


而 
rel portl port lo Ca) 
9 1 1 2 2 2 9 3 -可 

因 7Z* 中 不 含 4;， 故 

DA 

D7 一 10， (s=1,2,3) (Ce) 
又 

D7” 

do = J (s=1,2,3) (f/f) 


现 计 算 Ns (9%)。 我 们 有 / 
69 oy _ COSD 


. | 
Ns(91)= ng (oCosY — wasing) 


Ni(G2)= — wsin?, NY(0,)= ~ wacosy, 
Ns(G2)= oi1sINg + WCosY 
Ni(G3)=— wcospecte0 — ws, Ni(G3)= wssingctgl + wi, 
ai(C0) 一 (oicose 一 ozsine )ctgb 
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0 。 
Bo 104) 一 (fi— 3) Ws, 


07 ， 
> 去 = (3 J 1) 30! (8) 


07 ,，,. 
2 Gg. NY (G0)= (J — 72) 010; 
下 面 计 算 P:。 我 们 有 


9 
Pr=0,B +000 + 0 


sing . 
一 Or Tcosy — Ysin¥ ctgb mi 


~ OQ, ee 一 Ooslin9 一 Oocospctgb 冯 12 
Ps = Qem 
它们 为 作用 于 则 体 上 的 力矩 在 与 刚体 相 固 联 的 轴 上 的 投影 
最 后 ， 将 式 (e)、( 1)、(&8 ) 和 (hh) 代 入 方程 (c )， 便 得 
上 uler 动力 学 方程 
TO + (Ta J) v0 mi 2@2 + (3) v= mh, 
[3 — (fC— J 210 = m3 (2)1l 


3.2.2 非 完 整 系统 的 广义 Nielsen 方程 


1. 一 阶 非 完整 系统 带 乘 子 的 Nielsen 方程 
设 系 统 受 有 & 个 理想 双 面 一 阶 非 线性 非 完 整 约束 
falgisdsh)=0, (8=1, 5 s=1,°%,n) (3.2.24) 
约束 (3.2,24〉 加 在 速度 空间 虚 位 移 上 的 条 件 为 


工 召 64,. 一 0 (3.2.25) 


— 175C— 


Jourdain 原理 的 Nielsen 形式 为 式 (2.1.23)， 即 


> {—N.(T)+0,}800,=0 (3.2.26) 
Y =]1 
由 式 (3.2.26) 和 (3.2.25)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 波 得 
到 | 22 
- ofa 
NT + og (s=1,%%,n) (3.2.27) 


方程 (3.2.27) 称 为 非 完 整 系统 带 乘 子 的 Nielsen 方 各 。 这 类 方 
程 的 优 操 在 于 物理 意义 明显 ; 方程 石 端 第 二 项 就 是 广义 约束 反 
力 ， 缺 点 在 于 方程 数 日 比 自由 度数 目 多 出 8 个 
2， 一 阶 非 完整 系统 的 Niejsen 百 然 方程 
设 非 完整 约束 表 为 
, , B=1,**,p:; o=] ,Ee; 
yera— Pp (gg sl), (a $= 1 ,00 ,Nn ) 
令 (F;) 为 7; 中 借助 式 (3.2.28) 消去 .1 所 得 表达 式 ， 由 此 变 
换 了 的 动能 记 作 了 了， 即 


(3.2.28) 


~ ] 人 
1 《人 ) (3.2.29) 
命题 3 ”我们 有 
> ~ 
Sis. Or:; = {ND Dm) Ne CF)) bo, 
7 二 1 中 二 工 :=1 
(3.2.30) 
[证 明 ] 
# ~ bY 
5 N,N) -5 (FN (#2)) Ng, 
o=1 :二 1 
so 07 O72)" ,OCF:) 
-SS DY | I | . 
人 2 0g, 04。 J 
E Ny . 
O77) .a | DYr;) 
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_ 25 mi( Fri). i -二 mi( ri)* a 2 


i 


1 1 (CF;) 党 2) jg 


2 
== v Sm ~ 86, = > iT Ors | 
r=1 1=1 


将 式 (3,.2.30) 代入 Tourdain 原理 (2.1,19)， 得 到 


志 


DN, D+ mo Neri + 0 lag,=0 (3.2.31) 


C=1 =1 
其 中 
7 - OF 
Cs=0s+ 2 0 (3.2.32) 
B=1 do 
因原 理 (3.2.31〉 中 的 55。 是 彼此 狐 立 的 ， 故 得 


N 
No) 一 > mAFONACFD))=0s, (r=1,%,e) (3.2.33) 


1 二 | 
方程 (3.2.33〉 称 为 非 完整 系统 的 Nielsen 自然 方程 ,因为 它 
们 “自然 地 ” 比 完整 系统 的 Nielsen 方程 多 出 一 项 。 此 类 方程 优 
越 于 带 乘 子 的 方程 (3.2.27) 的 在 于 方程 数目 等 于 系统 自由 度 ， 
基层 民 在 于 左 半 第 二 项 不 易 计 算 ， 而 且 设 有 完全 脱离 开 直 和 角 坐 
3. 一 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 
命题 4 我 们 有 


Pe € 有 

A 全 人 
2 NT = ND 5 Nv) 
1 1 ol B21 Of :+8 

& 
of 2 
-一 2 ~ ~ 00, .2。 
2 Bo 0 0 (3.2.34) 

5 证 明 2 
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3 ~ & 
ya A Of oT7 oP , OPsp 
古 ! 1 二 0 一 Ogo 和 和 Og,+48 ( 00。 5 


8& 
of | 
一 一 一 一 一 一 0 zy 
“ 2 Ogqes48 Gg。 4 
-工人 这 v0 0 _0o7 9 ,07 
0go B=1 Ode +8 09o B=1 DZ +p 0go 09- 


下 8 
67 026 oT ( O09Pg 2 
一 < 一 一 一 pg 一 一 2 一 一 一 
? 00。 十 月 Oo 2 oF: + z Ogo Ogo 


Oe+Bp 0g.+8 0go 


一 左 靖 | 
将 式 (3.2.24) 代入 原理 (3.2.26), 并 注意 到 55, 的 独立 
性 ， 得 到 


> 。 g . 
07 T 
=- {2 + 3 (a 一 2 一) 52 og. 
Gs “649。 5， 


& 
09 > 
N,(7) 一 这 Bo No ce 一 5 5 5 一， 
(go=1,", ) (3.2.35) 


方程 (3.2.35) 称 为 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方 
程 3;: 四 。 应 用 这 类 方程 比 应 用 Nielsen 自然 方程 要 方便 得 多 。 实 
际 上 ， 将 目 然 方程 四 广义 坐标 过 渡 ， 便 可 导出 方程 〈3.2.35).。 特 
则 地 ， 当 了 中 不 出 现 Vse 了 时， 方程 (3.2.35) 有 明显 的 对 称 性 。 

4， 一 阶 非 完整 系统 准 坐 标 下 第 一 形式 的 广义 Niejsen 方程 

设 系 统 受 有 非 完 整 约束 (3.2.24)， 选 彼此 函数 独 立 的 准 束 
度 oo， 使 得 

入 一 CIky Wo ,1), (0 一 Ts SA 一 TI] (3.2.36) 
将 式 (3.2.36) 代入 式 (3.2.24)， 则 后 者 成 为 恒等式 。 按 速度 空 
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问 的 虚 位 移 定义 ， 有 
00.= De 
人 7* 为 工 中 借助 式 (3.2.36) 消去 9 所 得 表达 式 ， 令 77* 为 7 


中 借助 式 《3.2.36) 消去 2.， 包 所 得 表达 式 。 
命题 5 ”我们 有 


(3.2.37) 


£ 
, 7 
> N,(T)660,= DN:07) -DH NC), (3.2.38) 
s=1 T=1 8 一 
[证 明 2 
sa 07* OT* 607”/ 00， O06, 
六 = 导 人 2 
=1 s=1 
上 Es Et 
De 3 + 2 -和 of Ofr 
rl po Og 9%, 
oT 96 oT /069 Ag, 
-2 了 如 09， DT 所 rh 3) 
DA、\ 00， , 
-i 二 (入 一 2 -全 5oo= 左 端 
+ 二 1 
将 式 (3.2.38) 代入 原理 (3.2.26)， 得 到 
€ 籽 
二 1- Nasl1™) + 证 sg) + Pihoo, =0 (3.2.39) 
r=1 
其 中 
60, 
= >》 0， gor (3.2.40) 
221 
由 原理 (3.2.39) 中 so。 的 独立 性 ， 得 到 
(一 Ts) (3.2.41) 


-，、D7 
NS(T*)— 5 Ni(G)=P:, 
了 = ds 
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方程 (3.2.41) 称 为 非 完整 系统 准 坐标 下 第 一 形式 的 广义 Nielsen 
方程 2'"*"”。 此 类 方程 有 明显 的 对 称 性 ， 而 且 比 方程 《3.2.35) 更 
一 般 * 因为 当 取 准 速度 为 广义 速度 时 ,方程 (3.2.41) 就 变 成 广 
程 (3.2.35)。 
5. 一 阶 非 完 整 系统 准 坐标 下 第 二 形式 的 广义 Nielsen 方程 
如 不 计 非 完整 约束 , Jourdain 原理 可 写成 类 似 于 式 (3.2.22) 
的 形式 ， 即 


好 


| NT 5 N, (on) + ps 0,=0 


:=1 r=1 k= 
(3.2.42) 
现 取 维 速度 如 下 
Ws = W,(G, Yt), (0=1,***,8) (3.2.43) 


wra= foalgisdst), (B=1;*%,8) (3.2.44) 
其 中 oo 是 彼此 函数 独立 的 ， 而 按 约 东 方程 ， 有 


+8a—= 0 (3.2.45) 
OV,1p = (3.2.46) 
将 式 〈3,.2.46) 代入 原理 (3.2.42)， 得 到 
7- Nel1™) -5 9 过 Net) 下 Og -+P ws 一 


o=1 r=] k=!1 
(3.2.47) 


N: (T+) + yo N,( wi) 
r=1 k=1 


5 py (oc=1,°,é) 


(3.2.48) 


方程 (3,2.48) 称 为 非 完整 系统 准 坐 标 下 第 二 形式 的 厂 义 Nielsen 
方程 ”中 ”。 注 意 ， 这 里 需要 准 速度 与 广义 速度 之 间 的 相互 关系 , 而 


且 式 (3.2.45) 仅 在 计算 了 之 后 才能 应 用 。 
例 2 ”一 质量 为 双 的 质点 受 有 速度 大 小 为 常数 的 非 完整 约 
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来 ， 摘 述 它 在 Newton 中 心 引 力 场 中 的 运动 。 
取 点 的 球 坐 标 7，6，9 为 广义 坐标 ， 则 约束 表 为 
?7° +720 + 7DPicosh = c= const,. (2 ) 
取 7y，0 为 独立 的 广义 速度 ， 则 


一 一 0 


1 0 (8) 
于 是 有 
2 00 0 
OF r*Peos0 ， 906 ” Peos’0 Cc) 
02 _ Otrocos’d 69 
Or yz 人 cos20  ， 00 = Ptg0 《4 ) 
将 式 “58 ) 对 蔚 求 导数 ， 并 利用 武 〈《c )， 得 到 
09 l ,, , 
-er 1(7+yrb2+ r Pcos’0 
2 + 270t 9 )9 的 
7 “7 | (e ) 
09 1 
90 ~ ypicoug {(720 一 ”人力 2Sinbcosb 
+ 2720:tg0)P —r:09} 
] 
二 了 ML 和 +7 0 +r pcos’0) 
于 是 有 
of 
9 = Hr pcos’0, 2 =0 (Cf) 
而 
六 a7 a7 
i 一 一 一 一 一 一 一 
const,, 7 59 一 ( (&) 
太一 0 (bh) 


对 此 问题 ， 应 用 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 (3.2.35), 得 到 
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i i | i = 


wim 


9 ~ 6p . 
QO:= 0 + Os = Yr, Oo= +O» 一 0 《7 ) 
将 式 ( f)、( 及 )、(4)、(e ) 和 (7 ) 代 入 方程 (5 )， 并 整理 得 


; ; 2 fyY 
7—70—rP cos0 一 2+ 270tg6 一 页 p=— 7 


(天 ) 
r:0 +r: Pisingcost 十 2y202tgb 一 7 = 0 | 


3.2.3 高 阶 非 完 整 系统 的 广义 Nielsen 方程 


1 带 乘 子 的 Nielsen 方程 
万 有 DD' Alembert 原理 的 Nielsen 形式 为 式 (2.1.36)， 即 


》 {~—N(T)+0}0g=0 (3.2.49) 


YY 二 
高 阶 非 完 整 约束 (3.1.97) 加 在 虚 位 移 89 上 的 条 件 为 式 
(3.1.98)。 由 式 (3.2.49) 和 (3.1.98)， 利 用 通常 的 Lagrange 
乘 子 法 ， 容 易 得 到 
NAT)=04 TAs (Gs=1,0,n) (3.2.50) 
+ 二 0g; . : 
下 面 给 出 原理 〈3.2.49) 的 高 阶 形式 。 
定义 3 对 任意 国 数 950 0 ! ) ， 定义 广 义 NielseL 
算 子 为 
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AT -rik pe ppp 


N= 0 了 于 一 (3773 1 一 0 (SS 一 1 WHO—=1,2,.) 


0d， 0 gs 
(3.2.51) 
命题 6 ”我 们 有 
人 《有 3 一 (m1) (nm) 
DA 六 ;一 > N”( 7 0 gi (3.2.52) 
二 了 三 工 
{证明 7 
利用 式 (3.2.51) 及 (2.1.41)， 有 
py (CF73Y {93 一 1) 
_ 1 ) (773 ) 人 六 (ot ) 
3 No 了 ) ds 一 和 一 《说 5 十 1) je 
s=1 s=1 Og; 0 09: 
#7 Ny a (HY) 
= 5 1m[ > A ji i i or | 
+ 二 1 zx 二 1 0 gs = 0 
全 Or., (1H) 
一 (997 十 上 ) 于 ww 一 ji | 0g; 
~ 9 gg 1 =] 0 fs 
N oy (78) 
= >》 mise 让 rm Tg Sn rieOr:; | 
1 二 1 3 三 ] Og y 二 1 


将 式 (3.2.52) 代入 万 有 也 Alembert 原理 (2.1.32), 得 到 
5 {—N"( 了 )+0.0 9,=0 (3.2.53) 
=] 


由 式 (3.2.53〉 和 (3.1.98)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 ,得 
到 


Ne 7 )=0,+ Vv hp 2 如 8， (S 一 1,…，M) (3.2.54) 
有 = 1 Ogs : 

2. 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 

令 为 f 中 借助 式 (3.1.104) 消 EY 所 得 表达 式 。 


wi- 1) 
定义 4 对 任意 元 数 f (gsG.s™ .0 9 0 ， 2p6CI8， OKy， “3 gh 9 
8 有 国 ,定义 广义 Nielsen 算 子 为 
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Pa 


N= > mt) 0 (0o=1,*,E; m= 1 2) 


CI。 0 Gs 
(3.2.55) 
命题 7 我们 有 
Ny E pw 9 (rm-1) 
(ot) (pr 1) 
Dmiidri= {NT )— 5 a Nee,) 
i =1 o=1 =1 00.:68 
© (CHE) 
-一 (9 十 1) SE m1) ere? (3.2.56) 
. 月 = | D0:+p 09。 
[证 明 
£ oT 7 g ~ "7 " jp 
右 端 = 对 1 oa -而 Cn) — (7 + 1) em > 4) / i 
o=1 04。 0gs 8B=1 00.+8 0d。 
?3 个 1 ) 
(7 {#93) 
— (I 十 ) | | 一 (一 1) EE m1) 98 du 
0 qs B=1 O d+8 0g, 
个 ge 《 974) & 【7 ) 
-工人 my 1 > 0f O92 十 7 >, 和 2 
o=1 ge B=.1 Odesp Ogs -B=1 00.:6 0g, 
(mm 1》 g (mt— 1) 
一 (7 十 1- 2- 可 一 《5 十 1) > 0 0 
0 9。 8=1 0046 0 go 
g 《9 一 1》 由 (fr 1) 
of 0 0 4 
一 441 > ，- (证 ) 一 一 二 (7M 十 1) >》 Oa 
B=1 Odgers 009。 B=1 09op6 0 gq, 
‘PF 1 
0 3) 
—(nr+ 1) > 上 -5 89。 
B=1 00.:6 0 gq; 
< , { 7} ) 人 了" 如 a 
= 了 | nom +1) (97 一 二 + >》， om CP) 
oc=1 ~ 0 0。 DO go - B=1 57 
~- 工 ) 0 Lm) 
— (9; 十 0 0 4 | 00v 
U (er Odo 
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1 ) 【7 ) 
-TN 区 )G qs; 
;二 1 


由 此 利用 命题 6 ， 便 得 命题 7 。 
将 式 (3.2.56) 代入 万 有 D'Alempbert 原理 (2.1,32), 得 到 


£ (mi— 1) 


& 
局 9 7T 、。 
工 | - Ne( 7 )+ > ， 一 4 N” (09) 
o=1 B= 1 0 Gerp 
3 7 1 
Og (7) _ 
t+ (+ 1) BE Cm - 全 0 + O。 )ag,=0 (3.2.57) 


8 = 1 9 Ge+8 00。 


其 中 
~ - 09 
愉 。 一 O 十 O, ,pm (3.2.58) 
Le) B=1 07。 
由 0g, 彼此 独立 ， 得 到 


(89 一 工 ) 


~ a. 
(mi 1} OD 
N°( 7 )— >_ NT(YF;g) 
B=1 Ogderp 


9 个 1) 


OF ~ 
(+ 1) 5 0 m1) i = 0,, (o—=1,"**,E) 
B= 1 0 ge+8B 00。 
(3.2.59) 


方程 (3.2.59) 称 为 高 阶 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 广 义 Nielser 
方程 04%。 当 m= 1 时 ,方程 (3.2.59) 成 为 方程 (3.2.35)。 

3。 准 坐标 下 的 广 闵 Nielsen 方程 

令 f* 为 了 中 借助 式 (3.1.112) 消 去 gs 所 得 表达 式 ， 

定义 5 对 任意 国 数 广 , 定 义 广 义 Nielsen 算 子 为 


、 0 d 0 
NY*— hm Di qi 一 (71 十 1 一 (oo=1l*,E) (3.2.60) 


0 已 DO TH, 


其 中 一 一 2 按 式 (3.1.114) 定义 。 
0 TT, 


命题 8 我 们 有 
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5 Ne( T 69.= 5 { Nose, 


3 二 T=1 
(88 1) 
5 No*(¢,) bo o。 (3.2,61) 
=1| Og; 
[证明 】 
(4971) 本 {#1) 兴 py (m1) 
右 端 二 E{m mt) 了 和 1 > OL. OF 
0°=1 0 ©, Ox, s=]1 Og; ~ 0 Ws, 
2， 1 my 
(m+1) i ww, 
TT, 
& (1m) 2 7 (Com) p 
OO oT oP, 
= in oom- -十 M 2》 一直 二 Oo 
0=1 s=1 Og; D ww, s=1 0 0; 0 @, 
2 7 1) 9 
OF, 
mi ml) im. 0 (m+) {13 ) my 
s=10 0 QO |, s=1 Og 0 XT, 
. {mr 1) 9 7 
、 (m1) 
一 52 CC 人 OP tnt) (471 ) lh ww, 
s=1 00; 0 凶 s=1 00， 0 Tx, 
e 站 ba \ (#1- 1) 
Of 0 OF, mm- 1 Wy 
= > DD te 2。 一 左 病 | 
OC=1 1 Og; O ds 0 山 v 
将 式 (3.2.61) 代入 原理 〈3.2.53)， 得 到 
> cpa 9 7 (m1) 
DN + 人 Neo)+P oa -0 
C=]1 :=1 0 gs 
(3.2.62) 
其 中 
-了 0 39 en (3.2.63) 
f=1 


由 5 ww, 的 独立 性 ， 得 到 
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9 7 了 1) 


Nm*( 了 ) )_ OL Neg)=Pr, (eo=1,.,e) 


一 1 Oo; 
(3.2.64) 
方程 (3.2.64) 称 为 高 阶 非 完整 系统 准 坐标 下 的 广义 Nielsen 方 
程 呈 37。 
例 3 ”amel 例 


一 质量 为 的 质点 在 主动 力作 用 下 在 空间 中 运动 ， 点 的 运动 
受 有 二 阶 非 完 整 约束 "! 
2 一 2 (G) 
试 建立 喇 题 的 运动 微分 方程 。 
利用 广义 Nielsen 方程 (3.2.59)， 对 此 问题 有 二 2， 即 


07 a _ 07 bE 337)— 07 02 ~ 
OX OX O02 OX OX O02 OX 5 
站 《0) 
6 六 让 671 Dz .08 6 人 02 > 
1 人 7 ) 一 3 07 es 
二 H( 社 十 少 ? 二 六) 
于 是 有 
ps oT 07 
7 一 AZ(YX 芝 十 yY+ 22), 5 一 ME ga = 02 (Cc) 
人 be oT . oF 
了 二 10(XEX 十 少 十 2 人 XY)， BX ME 7 —my (a) 


一 m( 澡 十 这 十 冯 区 十 之 % + yy +22) 
六 二 me {Xe + y+ yy 十 刘 区 + yy +2( XY+EY )} 


a7 ，.， 0 
DE 一 224 各 (1 十 区 2) 十 283 ， G3 — 2mj(1+ RE) + mz% 
(ee) 
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设 主动 力 分 量 为 所 OQ,, 0,， 由 | 
0.=0.+ 0.5= 0 0 0,=0,+ 0 (7) 


由 式 ( 4 ) 有 
02 .. O02 


2 一 区 区 十 郑 隐 
于 是 有 


将 式 (c )、(4d4)、(e)、(f)、(&8 ) 和 (4%) 代 人 方程 (5 )， 


并 整理 得 
mai(1t+Y)=0Or+O, my(l+ 宕 )=0O,+ Oz | 


3.2.4 Euler-Lagrange 体系 的 方 程 与 Nielsen 体系 的 方 
程 的 等 价 性 


1， 定 义 与 命题 
首先 研究 一 阶 动 力学 国 数 f(g,,6.,1)。 
命题 9 对 任 章 函数 f(g,9;,t)， 我 们 有 
N=E,, (s=1,°,n) (3.2.65) 
其 中 Nielsen 算 子 入 ,由 式 (3.2,1) 定义 ，kEuler 算 子 E5 由 式 
(2.1.10) 定义 。 
[证 明 ] 


Of ,07 


设 力学 系统 受 有 非 完 整 约束 (3.1.51), 令 了 为 了 中 借助 式 
(3.1.51〉》 消 去 9.+4 所 得 表达 式 。 
命题 10 ”对 任意 图 数 1(9g;,6,,1)， 我 们 有 


£ 
-ft 3 6 Be (so=1,.,e) (3.2.66) 
[证 明 7 
参见 文献 [20，24，257。 
令 f* 为 f 中 借助 式 (3.2.36) 消去 5 所 得 表达 式 。 
命题 11 对 任意 函数 f*， 我 们 有 


Ni=FEs, (odo=1,",é€) (3.2.67) 
其 中 准 坐 标 下 的 Nielsen 算 子 入 为 
*__0 dd .0 
N35 = Do df 2 ON, (3.2.,.68) 
而 准 坐 标 下 的 Euler 算 子 E* 为 
do90 0 
Fo = dw ~ Bn, (3.2.69) 


[证 明 ] 
参见 文献 [20， 21， 25]。 
下 面 人 赋 究 高 价 动 力学 国 数 六 0100) 


命题 12 ”对 任意 函数 f(g;,6,,…,g,,1)， 我 们 有 
N”=E”, (S—=1 ,eh; =1,2,°) (3.2.70) 
其 中 广义 Nielsen 算 子 ”定义 为 


NN” 一 Wy 0 mt1)- -0 1 ) (3.2.71) 
0g; 0 g; 
而 广义 Euler 算 子 天? 定义 为 
Em—=md 0 (3.2.72) 
di 
， 09， G: 
[证 明 
0 d 
N77(f)= mm Sh (m+1) -0 
Og: 0 gq; 
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0 /8/ De 
一 mm (+ > > ， Of )- (ML 十 二 一 区- -9 1) 
Og, "= =0 Og; 0 ds 
OF ?97 人 {+1) 0 
= m3 (= Ct) 7 ) + 下 >, 一 (过 325) Gr }—- 
Og; r=1l R=0 Og 09: 0 gs 
md LE)) 


“dt dg, 9 0, 


仿 六 为 /中 借助 式 (3.1.104) 消去 s 所 得 表达 式 ， 即 


(ei ) Cn) 


f(g,, 60, 0: 9 qo st ) 


‘m1) (Pt) (1) (rn) 


= f(g Gs ,qos Pa(gryGss, qs ,gost),1) 
定义 广义 Nielsen 算 子 为 式 (3.2.55), 广义 Euler 算 子 为 式 
《3.1.105)。 

命题 13 和 国 娄 人 我 们 有 


， 9 
a tm vy ci m1)y (o=1,°€ ;Ht=1,2,°) 
B=1 Og, OQ qe.48 


(3.2.73) 
[证明 ) 
由 式 (3.2.55) 和 命题 12， 有 
NP = mS fm) 
04。 0 gs 


f > & = 
04。 B=1 00 0。 B=i 09p 09。 


g 
m4) m+1) >, Of O00 
0 g, B=1 09.:8 0 gs 
一 让 8f Of +m (总 9 
07。 站 do B=1 0 ge+8 
g 
十 9/ O98 t+m > 0 294 


Ogre 0g, B=1 O41+s 09。 
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dt Gg, 0 9。 
fdor md _ 0f Oo 
es Cm) 十 > dr ( 171) (1) 


0 g, 
6 0f OPs 
fm) 《93 - 1) 
B=1 0 e+ 0 Uo 
比较 以 上 两 式 ， 得 
g 
~ ~ 0O OP 
Nr Er Pm ,erm i 
b=1 D gerp Og, B=1 ) 9g。 
_d Oe ore _ ops Apy 
drf {pr ) (1 (nr 1) (3) 
00， 0 qo Y=1 0 Gury 0g, 
注意 到 关系 
69 ¢ ¢ “、 Dep， Do， 
7 4 |. Da > i 1 193 ) 
0O0。 90g, 0 Go Y=1 O qesr Og a 


便 得 式 (3.2.73)。 
令 f* 为 /中 借助 式 (3.1.112) 消 去 g; 所 得 表达 3 元， 上 


水 ， Cp- T1) (m1 
/ (gs ,07:， 9 dr ,Dost) 


(92 - 1 ) 《时 (DY 一 1) (YE 1) 


= f(g;,0:,*", ys: ， Gs (Ges rs ***, Jk » 0 ,1) ,7) 


定义 准 坐 标 下 广义 Nielsen 算 子 为 式 (3.2.60), 广 义 下 uler 算 子 
为 式 (3.1.113)。 


命题 14 ”对 任意 国 数 j/*， 我 们 有 
N”* oP"* (o=1,*,€; m= 1,2,°) 


(3.2.74) 
[5 证明] 
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由 式 (3.2.60)、(3.1.114) 和 命题 12， 有 


率 宗 
[m+ 


0 
和 (一 天 一 (m1) 
a 0 dt 他 A, 
2 _ {py (IF 十 【人 
一 7 形 和 Og: 1 十 >, 0/ 0 ) 
YY 一 1 0g; 0 ©, f=1 fr 0 Cu 
冰 
一 《1 十 1) 一 二 13 
0 A, 
CP) pp i 1 
— ?7 Of 9 + m 5 0 0 ge 
s=1 Og 0 w, s=10g 0 2, 
(#9) 
Of m5 让 9 
0 IL, 了 二 | Ogs 0 To 
由 式 (3.1.113)， 有 
Erm*(f") 
补 家 
一 Of 0 
0 0 0 TT, 
[717 ) nr) 
他 
= (5 d 07 T+ 3 0 Cc 一 9 
df di 
fs=1 O04: 00o :=10g 0 0。 0 Xo 
比较 以 上 两 式 ， 得 
No*( f*)— Er*( f/*) z 
六 (H+ 1) 【他 (#1) 
0 0 gr d 00， 0 gs 
-mn ( 一 绎 二 一 各) 
r=10g; 0 0 , 0 0 , 0 Ty, 
容易 证 明 下 述 关 了 系 
0 gr d 0g, Og;, 
‘m- 1 df ( 1 十 [PE 一 1]1) 
0 WD, 0 Ww, 0 i 
| 


于 是 得 式 (3.2.74)。 
2。Euler~Lagrange 体系 的 方程 与 Nielsen 体系 的 方程 的 
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1- 


等 价 性 

利用 命题 9 ， 容 易 证 明 Lagrange 方程 (3.1.2) 与 Nielsen 
方程 (3.2.4) 的 等 价 性 ，Routh 方程 (3.1.45) 与 带 乘 子 的 
Nielsen 方程 (3.2.27) 的 等 价 性 。 

利用 命题 10， 容 易 证 明 广 义 Mac-Millan 方程 (3.1.55) 与 
Nielsen 自然 方程 (3.2.33) 的 等 价 性 ,广义 GarnrprrB 方 程 
(3.1.80) 与 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 (3.2.35) 的 等 价 
性 。 

利用 命题 11， 可 以 证 明 准 坐标 下 的 广义 qarnpIraB 方程 
(3.1.83) 与 准 坐 标 下 第 一 形式 的 广义 Nielsen 方程 (3.2.41) 的 
等 价 性 。 利 用 命题 9 和 命题 11， 可 以 证 明 Boltzmann-Hamel 方 
程 (3.1.94) 与 准 坐 标 下 第 二 形式 的 广义 Nielsen 方程 (3.2.48) 
的 等 价 性 。 

利用 命题 12， 可 以 证 明 高 阶 非 完整 系统 的 广义 Lagrange 
方程 (3.1.103) 与 Nielsen 方程 (3.2.54) 的 等 价 性 。 

利用 命题 13， 可 以 证 明 高 阶 非 完 整 系统 的 广义 HarmnpIraa 
方程 (3.1.111) 与 广义 Nielsen 方程 (3.2.59) 的 等 价 性 。 

利用 命题 14， 可 以 证 明 高 阶 非 完 整 系 统 准 坐标 下 的 广义 
Uannpiraa 方程 (3.1.118) 与 高 阶 非 完 整 系统 叭 坐标 下 的 广义 
Nielsen 方程 (3.2.64) 的 等 价 性 。 


3.3 Appel 体系 的 方程 


3.3.1 Appeii 方程 

1， 完整 系统 的 Appell 方程 

首先 ， 讨 论 广 闵 坐标 下 的 Appell 方程 。 

设 力学 系统 的 位 形 由 匈 个 广义 坐标 qs(S=1,*,%) 来 确定 。 
Gauss 原理 (2,1.26〉 可 写成 Appell 形式 ， 即 
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- OS 
7 (- 5 + 0:)86.=0 (3.3.1) 
其 中 
] NN 


:二 1] 
为 系统 加 速度 能 量 。 对 于 完整 系统 ， 式 (3.3.1) 中 的 69, 是 彼此 
独子 的 ， 故 得 
6S 
0 
方程 (3.3.3) 就 是 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Appell 方程 ， 它 们 
同 Lagrange 方程 一 样 也 是 建立 力学 系统 在 广义 坐标 中 的 动力 学 
方程 的 一 种 规则 。 只 要 能 列 写 函数 S ， 按 式 〈3.3.3) 就 很 容易 建 
联系 统 的 运动 微分 方程 。 如 条 力学 系统 的 加 速度 能 量 容易 列 写 ， 
那么 Appell 方程 (3.3.3) 就 显示 其 优越 性 。 
其 次 ， 讨 论 准 速度 下 的 Appell 方程 。 
选取 双人 个 彼此 函数 独立 的 准 速度 w,， 使 得 广义 速度 表 为 
g;: =g.(grs ors t) (3.3.4) 
将 式 《3.3.4) 对 时 间 tt 求 导 数 ， 得 到 


0 一 IIKy ks Ox,t) 


(S 一 1，。,MI) (3.3.3) 


"960, . 00 |) 060, 
.~ >, {x 十 本 CX 十 一 二 一 (323.3.5) 
A oe A ot 01 
令 S* 为 § 中 借助 式 (3.3.5) 消去 2 所 得 表达 式 。 
命题 1 我 们 有 
~ 77 
. OS* 
dF 2 a0- Ow, (3.3.6) 
1 = ss 三 1 
证明] 
~ 0S* HS 060 05 
之 0 2 gx 00 和 和 09， ?4 


入" 
= ,mre dr | 
{=1 


将 式 (3.3.6) 代入 原理 (2.1.26)， 则 有 


OS*  ， ， 
(0+P’ ja 一 (3.3.7) 
其 中 
* .- 一 Og - ge 
P*= 之 0e5d = 之 CD (3.3.8) 
二 1 二 


为 准 举 标 下 的 广义 力 。 因 和 式 (3.3,7) 中 的 8a, 是 彼此 独立 的 , 故 
得 
-二 P's， (SsS=1,**,7) (3.3.9) 


OW, 
方程 (3.3.9) 称 为 完整 系统 准 速度 下 的 Appell 方程 。 
最 后 ， 讨 论 准 速度 和 准 加 速度 联合 表示 下 的 Appell 方程 。 
取 彼此 函数 独立 的 准 速度 o,， 则 广义 速度 表 为 


Gd: = 9s(gr, wr,t) (3.3.10) 
于 是 
Gg = (Ge Drs Or, t) (3.3.11) 
其 中 
-和 0 rl gms Wm st) 十 二 je Or+ 一 《3，。 3 。 12) 
下放 个 彼此 机 数 独立 的 准 加 速 和 Es 
=e, (ges ws Gu 有 (3.3.13) 
设 由 此 可 解 得 
OW,—= Og Wes Erst) (3.3.14) 


令 由 式 (3.3.10) 和 (3.3.11) 消去 和 ，2 而 得 的 加 速度 能 量 $ 
记 作 S*， 县 
SY(0 ws Ot)=S(g 0 (ge ond), Oges ors Dr,t) ,i) 
(3.3.15) 


一 9 一 


令 S* 中 的 @, 以 式 (3.3.14) 替代 而 得 的 表达 式 为 S**, 晶 
六 (gry or 6 一 9 (Go DGr, Drs ER t),L) 2 gi0) 
命题 2 我 们 有 


OS ,ee OS** 
> 5 0 和 一 ge de (3.3.17) 
| 5 三 二 
[证 明 > 
因 
OS** OS* 有 DO， 
De, -人 6, 二 > 2 5 De f 
:=1 s=1k=1 
-5 3 5 05 09， OO 6 
:1A21r21 OFfr OW De; 
人 0S 0g: O04 、 
NE 
又 
09， - Odr oP 
人 ;二 一 -~ 一 全 le， P 
q Se 1 DOX * on De， 
故 得 结论 ， | 
将 式 (3.3.17) 代 人 原理 (3.3.1)， 便 得 
a 信人 机 永 
(> + P:* jae,=0 (3.3.18) 
=]1 
其 中 
生 二 BDI， 0%, 
Pp: -二 本 5 ge (3.3.19) 
= ]r 
由 66, 的 独立 性 ， 得 到 
DS ** 
ze -一 人 ($=1,***,%) (3.3.20) 


方程 (3.3.20) 称 为 完整 系统 崔 速度 和 准 加 速度 联合 表示 的 
Appell 方程 
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准 速 度 和 准 加 速度 联合 表示 下 的 Appell 方程 (3.3.20) 比 
准 速度 下 的 Appell 方程 (3.3.9) 更 一 般 ， 因 为 当 取 s = @, 时 ， 
方程 (3.3.20) 给 出 方程 (3.3.9)， 准 速度 下 的 Appell 方程 
(3.3.9) 比 广义 坐标 下 的 Appell 方程 (3.3.3) 更 一 般 ， 因 为 当 取 
以 一 小时， 方程 (3.3.9) 给 出 方程 〈3.3.3)。 帕 以 上 三 种 形式 
的 Appell 方程 (3.3.3)、(3.3.9) 和 (3.3,20) 可 以 看 出 ，Appell 
方程 具有 统一 的 形式 ， 它 们 的 左 端 总 是 某 函 数 对 广义 加 速度 ， 或 
对 准 速度 的 导数 ， 或 对 准 加 速度 的 偏 导数 ， 而 右 端 总 是 广义 力 或 
与 广义 力 有 关 的 力 。 

如 引进 下 列国 数 
R=S— 2,06,, R*=S*— ,PO,, R**=S**— 5 pr*e, 

:=1 s=1 :=1 


则 Appell 方 程 (3.3.3)、(3.3.9) 和 (3.3.20) 可 写成 以 下 形式 
OR 


Bar 一 0， (S—= 1,*,%) (3.3.21) 
OR* 
05 二 0， (ss=1,"*,%) (3.3.22) 
OR** 

Be, 二 0， (S$=1,* ,hh) (3.3.23) 


方程 (3.3.21) 一 (3.3.23) 给 出 一 种 驻 值 性 质 。 

例 1 有 心力 问题 

取 力 心 为 极 坐 标的 极 尽 ， 质 点 的 径 辣 加 速度 为 ?一 +6:， 横 向 
加 速度 为 yt +270， 于 是 


S =Fm((F—76)2+ (7 +270)’} (a) 


Appell 方程 (3.3.3) 人 


=0,, 0 =0, (b) 
有 心力 的 虚 功 为 
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64 一 下 (7)67 
因此 
OQr=(7), Qo=0 . Cc) 
于 是 运动 方程 为 
mF—r0)=F7), mr(rd +270)=0 (a) 
现 取 维 速 认为 21 二 ?7，@; 二 x6， 则 


1 0) > ? ON 2 
水 _- 2 i 
S*+=3m{( 0 7 ) +(@2+ 7 ) } (  ) 


Appell 方程 (3.3.9) 给 出 


OS*  。 0S*r ，， 
dor 1007 CA) 
其 中 
,Or 00 ， 07 00 
0 
(&) 
于 是 有 
m( 01 — 2 )= | m (at 一 (hh) 


结果 与 方程 (4 ) 一 致 。 
最 后 ， 取 准 加 速度 61 二 7 一 0?，es 二 zr 十 276， 则 


S** Tm(e! 十) (2) 
Appell 方程 (3.3.20) 给 出 
OS™* vs 未 0 ” 相关 ] 
OE€! 人 06: 四 《7 ) 
其 中 
Pi*=0, 5 + Qo 六 一 Ps = ye. + Qe = 
(Ck) 
方程 (7 ) 成 为 
mel=0O0,, me,=0 (2) 
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方程 (1) 与 (4 ) 也 一 致 。 | 
2、Appell 函数 和 S* 的 构造 
应 用 Appell 方程 的 主要 困难 是 国 数 3 或 S$S” 的 构造 问题 ,这 
个 图 数 可 按 定义 (3.3.2) 直接 计算 ， 也 可 由 动能 表 达 式 中 的 系 
命题 3 如果 系 统 的 动能 为 


7 -区 Sandet pg (3.3.24) 


s=lk=1 s=1 
则 及 
1 
$= 5 4nd. Ge + 3 > 5 Cs, Rk; 7YJG:GaG， 
s=1*=1 ss=1k=1r=1 
/OA HB, 0B. 6B, 6To \. 
1 504， bq; )22+ 工 0f ”09， 1 
(3.3.25) 
其 中 $6 为 S$ 中 与 4 有 关 的 部 分 。 
[证 明 ] 
因 
, Or: 
1 “rt > py 0gr 二 2Gx 十 4 5 2 gr+ Of2 
故 
] 一 一， . ~ Or;: Or; 
Or; 
+ 工 忆 工 ， 1 Dm 0g;, 站 0gr 
Or; Or: 
1 bp 他 Zn 09- .096 
we OF: Or: 
+ > dg, " Of 


一 199 一 


ym or ‘re 1 (0dee | Ode Od 


=x 0g,00x Ogr Ogr Og; 0g, )=6, Ry;r2 


EE 一 一 


Og0l Og, Bf © Bg ~ Og, 


N 2 
yp Sm: Or Ore OA, 0B. 9 


Or: Or: _ 9B, AT 
0g OF ~ 0f ~ 6g 


i=1 
将 这 些 表达 式 代 入 S,， 便 得 结 | 
推 伦 ”如果 mr 中 不 显 售 所， 可 


,= 5 A gx 十 5 3 5 Cs, he; 7),G:0k 


‘=1k=1 s=1k=1r=1 
(3.3.26) 
根据 命题 3 ， 只 要 知道 系统 的 动能 表达 式 ， 就 可 构造 出 加 带 
度 能 量 So。 
例 2 义 质 圆 球 沿 平面 滚动 时 的 加 速度 能 量 
质量 为 mw, 半径 为 4 的 义 质 图 球 沿 粗 灯 水 平面 滚动 的 动能 为 


=1M( 寥 二 少 ?) + 人 mar (+ G+ P+2 bcosb ) 


(a) 
其 中 xy 为 球 心 的 坐标 ， WO 0 为 Euler 角 。 令 9= Jy, gq2=0, 
ds 一 ，gs 二 %X，、4s 二 y》， 则 动能 的 系数 算 阵 为 
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2 | 
~ 2 ~ _ 2 
5 ma 0 5 ma cose 0 0 

mma” 0 0 0 

4 二 

pa2cosg 0 pp 0 0 
] 0 | 
0 0 0 mm 0 ) 
0 0 0 0 mm,) 

第 一 类 Christotfel 记号 为 
1 GA1, 09431 4) _ 1 >》 . 
C3,2;1 =[2,3;1 一 村 人 Do, Bg2 5 5 Ma SInO ， 


。 1 
[3,1;2)=[(1,3; 2]=5 ma sing, 


[2,1; 3 二 [1,2; 3j 一 — 二 ma?sino 
利用 式 (3.3.26), 有 


950 一 了 了 (49g1+T4isgi0as+ 4 十 493g1 十 4339s 十 4404 


+ Assgs) 十 2[1,2; 3]930102 十 202 ,3; 12910:03 
十 2[3,1;2)]420301 


= 二 加 ( 尖 二 这) + ' ma?(¥?+ 0?+ +2 Ycos0) 


— ma’PY Osing 一 ma'$Opsino + Emad PYsing (5) 1l 
下 面 讨 论 准 坐标 下 的 加 速度 能 量 S*。 设 质点 的 舌 径 不 依赖 
于 时 间 7  ， 即 
r; 一 YI ) ， ($=1l,°* Vi S 一 1，…。)10) 
氮 的 速度 为 
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4 二 荆 
取 准 速度 为 
0 CARGR (3.3.27) 
R=1 
设 由 此 反 解 出 
六 一 >》 bx (3.3.28) 
k=1 
扩 的 速度 可 表 为 
。 a Or:; - - Or; 
六 ;一 攻 入 一 之 BOA, ws (3.3.29) 


el 4 和 ovoa (3.3.30) 


s=1lKk=1 


则 加 速度 能 量 在 准 坐标 下 为 5 
S11 D4 四， dit 5 DT Oreor {Csshs], 


s=1lk=1 r=1ls=]k=1 


+ > ?148 (3.3.31) 


i=1 


其 中 谁 坐 标 下 第 一 类 Christoffel 人 符 号 为 


0.47 ， 94 ， A? 
Cs, R;7)x = ChR,S;Y]: ==( ON tT 0Tr， ON, ) 
(3.3.32) 


而 Boltzmann 三 标记 号 为 


Ys; ,二 > 5 (Pe 一 )bubor (3.3.33) 


[证 明 ] 
点 的 加 速度 为 


-一 202 一 


[ He me 


1 一 一 二 or; Or: 
+ 了 F222 2 2 Or oso 2 On CA 


| 


1 之 
Bp 
1=1 


NN 
1 0 
及 于 2 
15 2 On 


Tx 


OAr; 
ON, 


DO4rx ) 
一 一 元 

r; (a0 4 
ONr \ONXAOT, 


O02 
0) 


r; (ss Or; ) 
ON: \ONrONMr ONXOXn 


Or:; 
Br ) 


Or; 


or 
(Br 


二 阶 导 数 可 用 一 阶 导 娄 表 未 为 


Or; 
ONXAOT, 


Or:; 
OX ON, 


] N 
EP 


:=1 


ONON; 


r, | 
OT: \ONMONX, 


BOT. = 


O°r:; 


Or:; 


DT， = 2 二 Y 


Or:; - 
OXON 


(&) 


(6b) 
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27 ， 2y， 一 
i pe (Fr ) 2 YA 
注意 到 
7 入 一 一 7， 
我 们 有 有 


AN 只 
TF Dm oe (st) =Cs, hr 
:=1 


OT, DuDT， OXON 
LS 、 ， 
上 (Cc) 


将 式 (58 )、(c ) 代 入 式 ( 4 )， 便 得 式 (3.3.31)。 | 
例 3 刚体 绕 固 定点 转动 的 加 速度 能 量 . 
取 刚 体 角 速度 在 与 刚体 相 固 联 的 轴 上 的 投影 为 难 速度 
DD 一 区 Sinb sine + gcose，0m: — psinbcosy —0sing, 
w;=pcos0 + 
其 中 6%,9,9 为 Euler 角 。 由 此 反 解 出 广义 速度 


» = 


Sin ——— (wsin? + wcosP), 0=ocosy — wsing, 


彰 王 一 (osinp 十 ozcos9g )ctgb + ws 


. 
由 此 得 
Gil=sin0sIN¥, A1:—=COSO, 13—=0, Qi1=s1inN0cosY, 
22 一 一 SIInO ， fd; 二 0,， A431 三 COSY,， KW32 二 0， 33 一 二 ; 
S] 卫 9 COSY 
0 一 一 0 一 一 一 pi3 一 0，021 一 COSO 
i Sinb6” 人 Sing YY 
022 = — SIN9,， bz3=0,， 031 一 一 Snectgb， 


六 3， 一 一 COos9ctg0， 033 一 1 
己 知 刚体 的 动能 为 
| ， 
7* = 5 (10 十 i? 十 Jaws ) — 12010%; — 230203— fy DID! 
其 中 帮 ,J:,.J; 为 惯性 矩 ， 2z,Jz, J 3: 为 惯性 积 。 干 是 
— 204 一 


Ai= ,Az=J:, As =, 一 一 ,Ji A 人 一 74 一 一 7 
(CC&) 
因 它 们 部 是 第 数 ， 故 

Cs,R;r1: =0 (6b) 

下 面 计 算 Boltzmann 三 标记 号 。 我 们 有 
?2 一 一 ?5 一 1，35 一 一 ?5 一 1，?2 一 一 ?2 一 1， 其 余 为 要。 
平 
3 


征 
3 3 3 
2 2 2 Ororou 2 V4 A 


r=1:=1k=1 1=1 
= OVAYa OW At wa Ari oAN) + YB OV AN + wo A + oA3)) 
+ Ow Yh wo A wo A wd) tw YW AN WA 
+ waA)l + OOIYI VA + BA +t Wad,) 
十 DT 四 1 十 oo.48 十 3 村) 
=(O03 OD) CT Om fw Om Ja8) +t (O30 — O03)(— rw! 
+ fw — i1303) + (Ow OO Oo i301 — T2302 + 3%;s) 
(CC) 
将 式 (4 )、(5 ) 和 和 (Cc ) 代 入 式 (3.3.31)， 得 到 


. | . . 
30 5 (0 + f+ ff —2 fi20D1O—2 ,30, 0 


—2 _ 1503501) 二 (Oos 一 03soz)( 六 oo 一 /oz 一 oa) 
二 《Q@asoi 一 Oo03) 一 .六 ol 二 Jo 一 .三 3os) 
+ (io 一 Oo 一 iso 一. 关 soz 十 .aos) | 
3. 一 阶 非 完整 系统 的 Appel 方程 
首先 ， 讨 论 -- 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Appel 方程 。 设 
力学 系统 受 有 8 个 理想 非 完 整 约束 
fol(q.s0,,t)=0, (B=1,", 0; $=1,"*,n) 
: (3.3.34) 
将 其 对 时 韶 求 导数 ， 得 
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fe + es 0fs 
交 + 9 to 0 


于 是 ， 约 束 《3.3.34) 加 在 碟 位 移 84, 上 的 限制 条 件 为 


5 0g; =0, (B=1,",g) (3.3.35) 


由 原理 (3.3.1) 和 条 件 (3.3.35)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 
法 ， 容 易 得 到 


0 一 0fs 一 一 过 生生 
VY:+ pa 00，， (3 一 1 0) (3.3.36) 


方程 (3.3.36) 称 为 一 阶 非 完 整 系 统 广 义 坐 标 下 带 乘 子 的 Appell 
方程 。 下 面 导 出 不 带 和 尼子 的 方程 ， 为 此 ， 将 式 (3.3.34) 写 成 形式 
(se o=],".,e; ) 


éE—n— 2; SS=1,**, 


Ge48— Pa(q,G0t) 9 


(3.3.37) 
将 其 对 王 求 寻 数 ， 得 


-Do AY -De Do 
4 2 ，» 8 A 8 
和 


Ofo et 
=1 Y= 1 T=1 
(3.3.38) 
由 此 得 
E De 
50.:o= 2 09。 (3.3.39) 
og-1 4 


令 S 为 S 中 借助 关系 (3.3.37) 和 (3.3.38) 消去 9.4s 和 .4 
所 得 表达 式 ， 即 | 
9 (02 Ge) 一 (Orydo， 2pekgryGoot)y0o， 090o0。， 1),t) 


(3.3.40) 
命题 5 我 们 有 
Si ;°° OF, -二 5 > 8， 《3.3 .41) 

Y 二 了 
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93 0 -二 (5 0S Pe )65 
全 09。 r=1 00 。 有 Od e+p O04o 

E & 

0 OS OFp 

一 > a 00+ 2) 5 2 a 0 

人 04。 B= 1 OF +8 O00, 

HS 
-= 60, bg, 


由 此 注意 到 式 (2.1.28)， 便 得 结 | 
将 式 (3.3.41) 代入 Gauss I (2.1.26)， 得 到 


E 
65 ~ .， 
-+0 )88, =0 (3.3.42) 
o=1 
其 中 
六 - OF 
0.=0.+ 2, 0.10 Bs- (3.3.43) 
B= 1 do 
因 式 (3.3.42) 中 89。 彼此 独立 ， 便 得 
OS ~ 
04, = (,， (II 一 T1，。%。，E) (3.3.44) 


这 就 是 一 阶 非 线 性 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Appell 方程 0。 
例 4 Appell-Hamel 亿 | 


质量 为 m 的 质点 在 重力 作用 下 运动 ， 所 受 非 完整 约束 为 
> 0 也 "21/2 
2= +y (2 ) 
问题 的 加 速度 能 量 


] 9 
S 一 了 IN( 和 十 沪 + 22) 


带 乘 子 的 Appell 方程 (3.3.36) 给 出 为 


05 = 一 二 2 2 1 9、 
Dx ixX(N + y2)- 


2 2 
一 一 六 1 十) 
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人 2 oy 
3 一 一 7 
| 
a b . a * 1 1 和 b * 间 矶 tn、 
HH% 二 一 XX(Y 十 7) 1 11Y 二 一 记 43 从 十 和 ) 172 
人 1 一 1 一 MB 
从 中 消去 乘 子 +:， 并 利用 式 〈《 4 ) 消去 2,， 得 
Di(XE+ YP) gbi 
MPTY) Availt yy 
D2y( 守 十 YD) gObY 
UTD av ry “2) 


下 面 利 用 方程 (3.3.44)。 我 们 有 


1 
OS bx(XE+ YIP) YN OS .D2Y(Z 革 十 少 消 》 
=m( )， G3 =m( $+ 03( 大 十 他】 ) 


Oz a (NX + Y?) 
六 02 _ WD ox meoy 
QO:= QO: + YY OX py ,= Q,+ 0 = ~ av ty? 


于 是 方程 (3.3.44) 给 出 方程 ( 5 )。 | 
其 次 ， 讨 论 一 阶 非 完整 系统 准 速度 下 的 Appell 方程 。 
如 果 系 统 受 有 8 个 理想 非 完整 约束 (3.3.34)， 我 们 选 和 一 
9 一 & 个 彼此 冰 数 独 立 的 准 速度 


Wo = (gr G1) (3.3.45) 
设 由 式 (3.3.34) 和 (3.3.45) 可 解 出 所 有 广义 速度 
Gs = (gr, os 下 (3.3.46) 
由 
i (3.3.47) 
1 Ogx 4 人 Do” 8 
于 是 


0 
5,= 于 (3.3.48) 


令 S# 为 S 中 借助 式 (3.3.46) 和 (3.3.47) 消去 和 和 人 所 得 


表达 式 ， 绩 
(Or Wo ,OT) = SS(g, 0 (ges Vo sd) Gs (qr 0, Dt), +) 
(3.3.49) 


命题 6 我们 有 


2 09* _ 
2 Mitidii= 2 so- 00, (3.3.50) 
, i 三 1 FT=1 
[证 明 ) 
DS* HS 0 
90, 0 = 2 2 69. 5 00。 
Oo=1 T=1s=1 
.2 dS E 0 
二 10 
将 式 (3.3.50) 代入 Gauss 原理 (2.1.26)， 得 到 
ge 
0>- 
; J00, =0 (3.3.51) 
T=1 
其 中 
04， 
:= 部 0 ? (0=1,"**,€) (3.3.52) 
了 二 
由 式 (3.3.51) 中 bao。 的 独立 性 ， 得 到 
(3.3.53) 


OS* ， 
36. = Ps, (oo=1,*,E) 
这 是 一 阶 非 完整 系统 崔 速度 下 的 Appell 方程 。 如 式 (3.3.45) 
和 (3.3.46) 为 线性 关系 ， 则 方程 (3.3.53) 由 文献 29 给 出 。 

例 5 质量 为 m、 半 人 径 为 4 的 匀 质 球 沿 粗粮 水 平面 的 凑 动 。 


选 角 速度 在 与 固定 坐标 系 相 平行 的 辅 上 的 投影 为 准 速度 ， 即 
w=pcosp— Psinbsing, w= sing — PDsinbcosy, 
— 209 一 - 


(D3 一 0 十 Peosd 


则 
$=o0— (wsing — wcosg )cted, 0=wcosyg + wsing, 
P= (sing — wacosy) (&) 
约束 方程 为 
X% 一 4(Osiny 一 jsingcos% ) =0, y+a(Ocosg +t Psindsing)=0 
《0 ) 
于 是 
X=A402, 7 一 一 GO (c¢) 


将 式 ( 4 ) 和 (c ) 对 二 求 导数 ， 并 将 结果 代入 例 2 中 的 式 (5)， 
便 得 

S* = ma (OI+ OE) + 0 | (4) 
假设 球 除 重力 外 不 受 任 何 主动 力作 用 ， 则 方程 (3.3.53) 给 出 


7 ，， 7 2 
MG 01 =0, ma @,=0, ma ds=0 | 


最 后 ， 讨 论 维 速度 和 维 加 速度 联合 表示 的 Appell 方程 。 
取 : 个 自 此 晃 数 独立 的 维 加 速度 


ev 一 EC0ycvy 中， )， (II 一 [ee) (3.3.54) 
设 由 此 可 解 出 
DO, =0, (gw,, ev )， (gsrY = |,*°, e) (3.3.55) 
于 是 
Ee 
00%, 
00.= 2 Ge 0 (3.3.56) 
vu 二 1 


令 St 为 S* 由 借助 (3.3.55) 消去 上 ,所 得 表达 式 ， 即 
Sg Oo Ect) = org wv, OD (gm,,E,,t),1) (3.3.57) 
命题 7 我 们 有 


N : QS** 
2 miiindFi= 2 je 0e。 (3.3.58) 
1 =1 c=1 
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we 


| 


BS** EOS* 00, OS* 

Be. 一 0ev 一》 2 5 一 ge bo = 2 90 60, 
=1l =]r=1 y=1] 

利用 命题 6 ， 便 得 结论 | 
将 式 (3.3.58) 代入 Galiss 原理 (2.1.26)， 得 到 


、 DS** 
5,1— pe + P;* ae, = (3.3.59) 
=]1 
其 中 
< 0 
»=1 
因 式 (3.3.59) 中 8, 彼此 独立 ， 故 得 
DS** 
> 二 Pp**, (0=1,***,E) (3.3.61) 
Oe, 


方程 (3.3.61) 是 一 一 阶 非 完整 系统 准 速度 和 准 因 建 朗 联合 有 不 的 
Appell 方程 7。 

我 们 注意 到 Appell 方程 (3.3.44) 的 左 端 是 3 对 广义 加 速 
度 的 偏 导数 ， 因 此 在 构造 $ 时 不 必 消 去 不 独立 的 广义 速度 , 只 需 
消去 广义 加 速度 3.:s。 类 似 地 ， 在 利用 式 (3.3.53) 构造 3 时 
不 必 消 去 5， 只 需 消 去 4,。 

4. 高 阶 非 完 整 系统 的 Appell 方程 

现在 讨论 mx 阶 非 完整 系统 的 Appell 方程 。 

假设 系统 受 有 & 个 理想 阶 非 完整 约束 


00r .0 有 二 0， (p=1, 四 S=1,*°,) 
(3.3.62) 
或 者 写成 
CP) ， (pt— 1) (pry P=1,, p01 ,ee ,Ee; 
dera— Ya(g sds"*, Ys » qo ,1)，, ( > ) 
EN— po; SS 一 ,7 


本 (3.3.63) 
它们 加 在 虚 位 移 8g, 上 的 限制 条 件 分 别 为 
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oO #7) 
5 9 = 0 
s=10 9， 
fi ) > OF, (ft) 
Og.148= 2》 m0 go 
. o=10 go 
下 全 害 六 一 个 于 数 A” 
(7) 
Ss 六 ; 一 1 Sm “六 《71 之 2 ) 
上 = f 三 工 
其 中 
1 说 一 ? 
| 
0 了 关 2 


(3.3.61) 


(3.3.65) 


(3.3.66) 


， 和 (fr 
当 欧 二 2 时， FE? 二 S。 令 E? 为 Em 中 与 4: 有关 的 项 ， 则 £3 可 


按 动能 系数 构造 为 0 
天 (mm 如 至 Fi 1 
= 74g + DD chr go 


;=1+=1 s=1lr=1k=1 
/dr OB, 0B.\™. /0B, 
“之 2 01 本 09， 0g; ) dd 人 ol 


命题 8 有 


Sm, jie dri = 5 Eo 
1 三 ] s=10g; 
[证 明 ] 当 的 有 


”04n 【9T》 
Og; 3) 


(3.3.67) 


(3.3.68) 


” DYE"™ (1m) 于 
D0 9, = St, . 也 -5 04, 一 5 mi 


5 =10 9: r 二 上 Y 二 1 :=1 


当 有 


(P74 ) 


好 OF ， 
2 “aa 0 一 ym Ti + or -0 g, = 5 mi " OF; | 


5=107. ‘7=1 s=1 00: :=1 
命题 9 我 们 有 


一 4<12 一 


(Hi- ©) 


0 0 9 (和 1 之 2， 8 一 ]，…， 了 2) (3.3.69) 
O gs 0 g; 


其 中 ”Ss 是 Appell 函数 S$ 对 时 间 1 的 (区 一 2) 阶 导数 。 
证 明 ) 当 加 之 3 时 ,有 


ec 2 (rr ) 


Se ne 
f 二 工 
其 中 未 号 出 之 项 页 不 念 六 故 有 
(Hpi- 2) NN (#1) 
0O 5S ~ Or; OOF” 
Cm) = 2, mii (my mm) 
D 9; t=] Od 0 gs 


当 到 一 2 时 ， 天 一 9。 | 
由 命题 8 和 命题 9 ,万 有 了 Aliembert 原理 (2.1.32) 可 写成 


- OE” 
(mr +0,)8g g: =0， (CH 之 2) (3.3.70) 
ss 二 1 09 
5 (- -2 4080:=0， (m2) (3.3.71) 
> 二 1 0 gs 


将 它们 与 关系 (3.3.64〉 联 合 ， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 ， 
容易 得 到 


OE”™ 9 
Tm s+ 2, 4p (m2,5=1 ,RB) (3.3.72) 
0 gs B= 1 ds 
(fy 一 各 
0 
> =0,+ > Ap fe, (m2,8= 1], ,7) 
0 qs B= 1 0 gs 


(3.3.73) 
my 【他 了 
他 上 "为 E”m 中 借助 式 (3.3.63) 消去 vs 所 得 表达 式 ， 
则 和 有 
一 £ 

OE” OOF” OE™ 00 

mt 2, 7 (3.3.74) 

0 g, 0 gs, B= 1 0 gerp 0 9。 
将 式 (3.3.74) 代入 式 (3.3.70)， 演 碟 到 式 (3.3.65)， 由 849， 


的 独立 性 ， 得 到 …2 
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一 5 一人， (ga 一 1，…，e) (3.3.75) 
DO go 
其 中 
一 > OF 8g 
Y, 一 以。 十 >, erp tm (3.3.76) 
B= 1 0 go : 
(m- 2) (mm- 2) (m) 
令 S 为 S 中 借助 式 (3.3.63) 消去 9.;s 所 得 表达 式 ,类 
似 地 有 四 
0 > = 0,, (5 一 1，…，,#) (3.3.77) 
0 go 


选 < 二 7 一 8g 个 os ? 它们 是 gs oO:, .0 的 一 些 彼 此 独立 
的 函数 。 一 般 说 来 ， 它 们 既 不 是 准 速度 0, 的 (m 一 1) 阶 导数 ， 
也 不 是 准 坐 标 x 的 za 阶 导数 ， 甚 至 不 存在 TY。 使 其 导 数 为 


(83 1) 


o。 。 当 网 二 2 了 时， 名， 二 =, 表示 准 加 速度 ， 但 一 般 说 来 并 不 
存在 0。。。 这 样 ， 考 虑 到 约束 《3.3.62)， 则 有 


《他 了) , (p11) (m1) 
GPGergGr™, Qe » Vo 8) (3.3.78) 
则 / 
《有 3 ) QF (mm 1} 
8 di 一》 -md wo。 (3.3.79) 
=i OW, 


‘4 ) 
今 Em* 为 无 ”中 借助 关系 (3.3.78) 消去 4 所 得 表达 式 , 则 有 
DFnyr OE” 09, 


一 一 (3.3.80) 


OwW, s=10 gr 9。 
将 式 (3.3.80) 代入 式 (3.3.70), 考 虑 到 式 (3.3.79), 由 8 wo。 的 
独立 性 ， 可 得 到 


-mi =P}, (go=—=1,*,e) (3.3.81) 
0 @, 
其 中 
一 OP, 
P:= ) 0,.-m- (3.3.82) 
s=1 0 w, 
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{ 并 一 全) 于 (pi 2) pt) 
类 似 地 , 令 S 为 S 中 借助 式 (3.3.78) 消 去 4; 所 得 表达 式 ， 
则 有 
9 Pp:, (og=],**,€) (3.3.,83) 


例 6 amel 例 
一 质量 为 mr 的 质点 在 主动 力作 用 下 在 空间 中 运动 ,点 的 运动 
受 有 二 阶 非 完 整 约束 "5 


:一 2 (a) 
现在 用 方程 (3.3.77)， 取 吉 二 2。 我 们 有 
CE (b) 
& _ 
一 (二 )， =m b+ je) 


~ 02 ,。 六 .， 
Qs = 0 + OQ; OT = 0Q:+ QoY, Oy =V,y + Qa% 


方程 (3.3.77) 给 出 
mx(l+i+y)=Ot OP, my(l+2)=0,+ O02 (Cc) 
现 将 约束 方程 《4 〉 两 端 对 时 间 t 求 导数 ， 得 
2 
我 们 有 
FF3 一 7 = (XE yD+ 22) 
E'=m{ XE y)+E( YD + Ey)} 
3 3 


02 一 MYX 十 2323) -二 20( YY 十 2%) 


OX OY 
利用 方程 (3.3.75)， 仍 得 方程 (c )。 lL 
3.3.2 Jeahoa 方程 


1. 完整 系统 的 enos 方程 
站 先 ， 讨 论 广义 坐标 下 的 Heaos 方程 。 
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设 力 学 系统 的 位 形 由 即 个 广义 坐标 grCs=1，…，%) 来 确定 : 
LIeaoB 造 -一 纯 数 


= 一 马 7) 08 (3.3.8+1) 
ss 二 】 
其 中 人 ,为 把 人 中 广 闵 速度 作为 常量 时 对 # 的 二 阶 导 数 ， 即 
.. OT. 
ft (3,.3.85) 
其 中 未 写 出 之 项 不 含 4;。 
命题 10 我 们 有 
\ 好 
.. .. OK . 
it Pe Fi 209.0% (3.3.86) 
(证 明 和 四 (2.1.42),， 取 二 2 ， 则 有 
~ Ny ，。 
7 ~ 
3 一 Sm r; + 2 ymin 
i =1 i=1 
由 式 (3.3.85), 得 
ol oT ~ Or:; 
Os Og 之 fit Bg, 
于 是 
7 nn MN 
~- OFK 
>, go 5 {0+ > mi 5 ， 
5 二 1 Y 二 1】 :=1 
NM 
(ms— FOr: 
1 二 1 
由 命题 10，Gauss 原理 可 写成 
| oFK | 
之 go 086,=0 (3.3.87) 
对 于 完整 系统 ，89, 彼此 独立 ， 改 得 
oR 一 0， (S 王 1，。) 和 4) (3.3.88) 
Od; 
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这 就 是 完整 系统 广义 坐标 下 的 egos 方 程 3;。 实 际 上 ， 它 们 与 
以 ppell 方程 (3.3,21) 是 等 价 的 和 7。 
其 次 ， 讨 论 准 速度 下 的 enos 方程 。 
令 天 * 为 到 中 借助 关系 (3.3.5) 消去 6 所 得 表达 式 ，。 
命题 11 我 们 有 


OK DRKY 
2 5 一 和 6, 00%, (3.3.89) 
[证 明 ] 
OK OK 800， 
Ow, 二 or 了 一 a 了 
/10 乞 之 og 00 之 21 | 


由 命题 11，Gauss 原理 可 写成 


OR* | 
2 jh 00=0 (3.3.90) 
ss 二 1 ” 
由 5@, 的 独立 性 ， 得 到 | 
OK* 
5 一 0， (S=1,**,7) (3.3.91) 


方程 (3,3.91) 是 完整 系统 准 速度 下 的 Leaoa 方程 。 
又 后， 寺 论 准 速度 和 准 加 速度 联合 表示 的 Lenoa 方程 。 
令 KK** 为 KK* 中 借助 式 (3.3.14) 消去 @, 所 得 表达 式 ， 即 
KY(gy ows et) = Rt(g ,oO (ge ors ErsL),t) (3.3.92) 
命题 12 ”我 们 有 


-Oe, (3.3.93) 


~ ORK** -DRY DG， OK* 
2 der be 300 Ge dT Dao 00 
s=1 s=1k=1 k=1 


中 使 古 12，Gauss 原理 可 写成 形式 
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2 KR 
2 9 =0 (3.3.94) 


由 8 的 独 江 性 ， 得 到 


OK** 
OE 一 站 ， 《S 一 1 7) (3.3.95) 


ee 系统 维 速 度 和 崔 加 速度 联合 表示 的 JeHoa 方程。 
。 一 阶 非 完 整 系统 的 Lenos 方程 
站 讨论 一 阶 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 enos 方程 。 
设 力学 系统 受 有 8 个 理想 非 完 整 约束 (3,3.34), 由 原理 (3. 
3.87) 和 关 条 《3.3.35)， 利 用 通 和 常 的 Lagrange 有 乘 子 法 ， 容 吻 
得 到 


OK .0f; 

9 -和 “7 Og | 
这 是 一 阶 非 完整 系 统 广义 坐标 下 带 乘 子 的 lleHos 方程 。 为 导出 
不 带 乘 子 的 方程 ， 令 天 为 慌 中 借助 关系 (3.3.37) 消去 9.;,; 并 
借助 关系 (3.3.38) 消去 2.,s 所 得 表达 式 。 


(S$=1,*,%) (3.3.96) 


命题 13 我们 有 
力 E mm 
OK . OK . / 
5 0 = 2 55 09。 (3.3 .97) 
s 二 1 =1 
[证明 
E 全 € 
~ Of 0 天 OK 00; 
DIR0g, -5 (DK, 8) 
5 99 oi1 "de B 1 09.+4 04 
~ OK . 
_ ok.,. | 
这 60， | 
了 二 工 
由 命题 13，Gauss 原理 可 表 为 形式 
总 et 
oRK . 
> 802 一 (3.3.98) 
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内 原理 (3.3.98) 中 64, 彼此 独立 ， 故 得 


(3.3.99) 
这 是 一 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Heaoa 方程 。 

例 7 一 质量 为 m 的 质点 受到 速度 大 小 为 前 量 的 非 完整 约 
束 ， 试 列 写 它 在 Newton 中 心 引 力 场 中 的 运动 方程 。 

质点 所 受 非 完整 约束 在 球 坐 标 中 表 为 
多 2 十 Y2 护 2cos20 + 7202 一 C 一 Const ， 


它 的 动能 为 


1 | 
PAS 十 和 及 2cos20 + 7r*0°) 


T=m(7F+r PPBeos0 + rr 22cos20 —r POcos0sing 
+r:00+r70°) 


T=m(7 +r Pcos0 十 277 凡 为 cos20 一 2 入 帮办 0cosbsinb 
十 7Y 几 2cos20 + 2 7Y 护 六 cos20 一 272 凡 攻 cosbsinp 
—r*POcosOsind + 27700 +r:02+7702+2 7700) + 
7 一 M[ 多 2(zjcos26 ~—r:Ocos0sing) + 0O(77)] 


=m (rycos:0 一 7 人 Sinpcosp) 十 O77 + 
1 ss , 

本 (7 一 370) 一 CO 一 0 一 (7 

方程 (3.3.99) 给 出 


i 


J 


(&) 


OK aK 0K 09 
OF OF + ap 7 
~ (bb) 
ok _ 9K 0K 09 _, 
0 0 op 00- 
注意 到 


mMY 
0,=— 
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2 yipcos:0 ~ Ppeos:0 (4) 


则 方程 《2 ) 给 出 


>” 27 NfY 
jy 一 ry 四 ?C0s?0 一 面 多 一 一 一 二 2 70tg0 = — —i— 


. ,0 
ri +r: Psin9cosh 一 六 历史 十 27202tgb 一 0 | 


其 次 ， 讨 论 一 阶 非 完整 系统 准 速度 下 的 lenos 方程 
仿 玉 *# 为 及 中 借助 式 (3.3.46) 和 (3.3.47) 消去 和 和 48: 
所 得 表达 式 ， 即 
K*(g,o, O01) =K(g ,G0(ge wot), GG 0 OD, ,1),t) 


(3.3.100) 
命题 4 我 们 有 
天 此 让 
5 -0g, = Oo0, (3.3.101) 
1 04; ed ” 
[证 明 3 
[a 办 
OK* IK 6 
00@, 009, 2 2 09，00。 509- 
CT = C=1s=1 
OK 00, 
= DD 00, = 2 ss dd | 
1 04 00。 f 1 04 
由 命题 14， 注 意 到 0。 的 独立 性 ， 得 到 
OK* 
3% 二 9， (oo—1,***,E) (3.3.102) 


这 就 是 一 阶 非 完整 系统 准 速度 下 的 Llenos 方程 。 
最 后 ， 讨 论 准 速度 和 淮 加 速度 联合 表示 的 eHos 方程 。 
令 K** 为 K* 中 借助 关系 (3.3.55) 消去 @, 所 得 表达 式 ， 
于 
K**(g 0, E07) = KY(g 0D, Do gs ys) ) 
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(3.3.103) 
涵 扬 证 明 下 述 命 题 。 


命题 15 我们 有 
Dn 入 一 认 率 
2 970 f= Re, (3.3.104) 
s=1 =1 ” 
由 命题 15， 注 意 到 0%。 的 独立 性 ， 得 到 
OFK** 
pe, -二 0， (Gd—=1,***,E) (3.3.105) 


这 是 一 上 阶 非 完 整 系统 准 速 度 和 谁 加 速度 联合 表示 的 eros 方程 。 
3. 高 阶 非 完整 系统 的 Ueno8 方程 
万 有 DAlembert 原理 (2.1.32) 可 写成 Mangeron-Deleanu 
形式 〈2.1.47)， 邯 99 


fl 0 oT 
Dg 5]+ obo (3.3.106) 


取 三 义 eHoB 困 数 为 〈2.1. 50)， 了 


K” = {Tm+1) To}— 5 0, g, (3.3.107) 
YY 二 1 


妆 m= 二 2 时 ， 它 就 是 通常 的 Heaoa 图 数 。 由 $2.1 命 题 5， 万 
有 也 Alempert 原理 成 为 


” KK”™ (7) 
5 0 g = 0 (3.3.108) 
ss 二] DO gs 

将 原理 (3.3.108) 与 关系 (3.3.64) 联合 ， 利 用 通常 的 Lagra- 


nge 乘 子 法 ， 容 易 得 到 


m= 》 Ais, (s=1,%,n) (3.3.109) 
Og; B=1 0 gq 


令 KK 为 Km 中 借助 式 (3.3.63) 消去 9:44 所 得 表达 式 , 容 
鼻 证 明 下 述 命题 。 
命题 16 ”我们 有 


于 YA 【792 ) E ~ pm (#9) 
yO g = 9 tdg, (3.3.110) 
‘=1 DO oo=1 Ogo 
由 此 ， 注 意 到 3 9 的 独立 性 ， 容 易 得 到 方程 
2 -0， (CI 一 1,…，e) (3.3.111) 
09。 (47) 
令 K"* 为 Km" 中 借助 式 (3.3.78) 消去 gy; 所 得 表达 式 ， 容 
易 证 明 下 述 命 题 。 
命题 17 我 们 有 


m1 


0K ™ ~ OK 
2 mg = 2 md ov (3.3.112) 
s 二 1] 0 g; v=1 0 0 


由 此 注意 到 8 o。 的 独立 性 ， 得 到 方程 
三 1 宁 
A" 一 0， (rz 一 1,…,5) (3.3.113) 
0O 2, : z 


33.4 混合 型 方程 


混合 型 方程 主要 有 两 类 。 一 类 是 指 $3.1 一 $3.3 中 所 述 三 
大 体系 方程 中 的 两 大 体系 的 混合 ， 另 一 类 是 指 不 属于 前 述 三 大 体 
系 的 方程 。 


3.4.1 两 大 体系 方程 的 混合 


1。. Euler-Lagrange 体系 方程 与 Nielsen 体系 方程 的 混合 
对 完整 系统 准 坐 标 下 的 方程 ， 由 方程 (3.1.30) 和 (3.2.21) 
可 混合 成 下 述 两 种 形式 
天 aT 


Er(T*)— > Ni(G)=P}, (s=1,*%,1) (3.4.1) 
p10 dt 
半 一 Of "天 下 
N?(T )— 2 G5 EG)=P?, (S=1 0) (3.4.2) 
k=1 
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由 方程 (3.1.31) 和 (3.2.23) 可 混合 成 下 述 两 种 形式 


Es*(T*)+ > > — N.Con) wa 一 人 《SS 一] 701) 
Ka 


00 
(3.4.3) 
, 人 人 弛 9 
NTT 之 2 50-E 7 9 (S 一 1 71) 
| 
(3.4.4) 


对 一 阶 非 完 整 系统 ， 准 坐标 下 的 广 闵 UanxpIra 方程 (3.1. 
%3) 和 崔 坐 标 下 第 一 形式 的 厂 义 Nislsen 方 程 (3.2.41) 区 
混合 成 下 述 两 种 形式 


279- 工 部 :Ce =P3， (一 Te) (3.4.5) 


NG- 工 哈 已 om (5 一 1 2) (3.4.6) 


Boltomann Hamel 方程 (3.1.94)》 和 准 坐 标 下 第 二 形式 的 广义 
Nielsen 方程 (3.2.48) 可 以 混合 成 下 述 两 种 形式 


Ogr 


Es (T+ 5 DN Oh) do fo， (0=1,**,€) 
r=lk=1 
(3.4.7) 
Ni(T*) + 5 并 元 OE oi) P=Ps, (ol, e) 
”= 二 1 友 =1 
(3.4.8) 


对 高 阶 非 完 整 系 统 ， 准 坐标 下 的 广义 HannzmraH 方 程 (3. 
1.118) 和 准 坐 标 下 的 广义 Nielsen 方程 (3.2.64) 可 以 混合 成 
以 下 两 种 形式 


(po 1) 
Em*( 个“ 3 OL Net(y)=P:, (so=1.,e) 
4 一 工 og; 


| {p11) 


ton- 1 1 
Lv 了 5 ol Er*y,)=P:, (og=1,*,e) 
s=10g; 


(3.4.10) 
2. Euler-Lagrange 体系 方程 与 Appel 体系 方程 的 混合 
首先 ， 研 究 广义 坐标 下 的 混合 型 方程 。 
设 力 学 系统 的 位 形 由 包 合 广义 坐标 来 确定 ， 其 运动 受 有 8 个 
理想 一 阶 非 完整 约束 
(Sl 1 一 1 ,ose; ) 


S 一 1] 和 MI 6 一 7 一品 
《3 .4.11) 


Gera = Fp(q:s 0 t)) 


假设 系统 的 加 速度 能 量 可 以 分 成 两 部 分 
S=S0o(g,G,09s 1) + Si(g,, 0 0.18,t) (3.4.12) 
由 ，S6o 中 仅 含 独立 的 广义 加 速度 go，3: 中 仅 含 不 独立 的 广义 加 
速度 94.48。 
命题 1 我 们 有 


NV é ~ 
,A ea/d 07 07 09\、. 
Dmiiidis = 5 (4 pg Bo + Bo )65。 (3.4.13) 


:=1 o=1 0g 
其 中 S1 为 Si 中 .41s 用 多 替代 所 得 表达 式 。 
5 证明) 
”OS 0 
2 500, 一 2, 分 04- >, 2 09.+8 
二 1 04 oz1 4 B=!1 0g.+ 
OS 2 0.9 OY 
一 >， = 一 80, 十 >, 站 ] > 如 S ， 
1 0 B=1 0g +p F109 
/OS Osi\. 
(FB: 066 )55. 
r=1i go oy 
和 广 意 到 


一 224 一 


咱 
0S . d 0T 6067 09， 
二 
由 此 ， 利 用 式 (2.1.28)、 便 得 结论 。 | 
将 式 (3.4.13) 代入 Gauss 原理 (2.1.26)， 由 84。 的 独立 
性 ， 得 到 
‘dd 07 867 6S: ~ 


dt G0 dg + 9, ~ (5 一 1,…,e) (3.4.14) 
其 中 
- 0¥ 
Qs,=0,.+ >》， Qa go (3.4.15) 
B= 1 ” 


方程 (3.4.14〉 可 称 为 混合 型 .的 Heaoa 方程。 如 有 果 约 束 〈(3.4. 
11) 是 线性 的 ， 则 方程 (3.4.14》 成 为 Henop 1924 年 得 到 的 混 
合 型 方程 226。 这 类 方程 对 某 些 问题 有 可 能 兼顾 Lagrange 方 程 和 
Appell 方程 的 优 氮 。 

上 述 想 法 容易 推广 到 二 阶 和 更 高 阶 非 完 整 系统 。 如 末 系 统 受 
“有 8 个 二 阶 非 完 整 约束 


( Pp L301, ,E; ) 


Gera pag G40,t), 
EN, S=],**,% 


(3.4.16) 
只 要 注 站 到 
SS 05 
O02 _ 00114 + 过 A (3.4.17) 
OFo of df v O60 .48 人 tf 
则 命题 1 仍 成 立 。 方程 C34.14) 仍 成 立 但 此 时 
- OF 
村 | . 
Os=0s+ 2 Qera ga (o=1,%,e) (3.4.18) 


8= 1 


如 果 系 统 受 有 8 个 4 阶 非 完整 约束 
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《多 ) i 1) (nn) 


和 诱 一 1 “so, ; G 一 [人 ,5 
gp 一 hdoG 0 ,got), ( 7 


enN— £8; S—=1,**,H 


(3.4.19) 
令 S$ 可 分 成 两 部 分 
{P22} (3 一 二) P11} 93) 
一 0 (gs:,Gr» °°, gr » ost) 
(PI— 2) 


nm 1) en) 


十 1 (gs 0r **°, fs » Ge+ast) (3..1.20) 


命题 2 我 们 有 


{tn — 4) 
(PF) 


a d 667 67 .0S VY.® 
Dr Or; -5 (和 60 + 


J 


o=1. Og, 
(3.4.21) 
[证 明 ] 由 $53.3 命题 9 和 10， 有 
i Cm) 7 FS 2) Se 2) 
>_ Miipi， “Or; = 0 3 ms) 
:二 1 s=1 ye oO=1 00。 
SS 2) 
PY Md 
+ mn) 大 09。 (&) 
B=1 09。 .8p 0g, 
又 
OU) 0 0 dd 0f 67 (b) 
dg, 64。 di GG, 0r。 
以 及 
Cm 2) {1m - 2) 
5 0 Cc) 
00。 请 =1] O0。+8 Og 


将 式 (5) 和 (c) 代入 式 (4)， 便 得 式 (3.4,21)， | 


将 式 (3.4.21) 代入 万 有 D'Alembert 原 理 (2.1.32), 由 总 
的 独立 性 ， 得 到 


Cm- 2) 
d of 0O4 -05 方 
0 (o=1, ,6) 
0g, Og, 60。 


) 


(3 .4.22) 


共 中 
Op 
0,=0,+ Zo ,6 (3.4.23) 
B= 0 go 
其 次 ， 研究 准 坐 标 下 的 混合 型 方 和 
设 力 学 系统 受 有 8 个 理想 一 阶 非 完整 约束 
folgs, dj) 一 0， (B=1, **, &) (3.1.24) 
选 个 尼 此 国 煞 加 区 的 入 速度 wo， 使 得 
A 0 ,，, ! ) (3. 4 。 25) 
而 式 (3.4,24) ) 成 为 人 全 将 式 (3,4.25) 对 1 求 导数 ， 得 到 
Og, C0. . O90: 
gs 一 Ogn Gr Gm’ Lo t) + 工 世 WW 十 dt 
(3.4.26) 
假设 系统 加 速度 能 量 可 以 分 成 两 部 分 ， 如 式 (3.4.12)， 令 
dolg;, 中 =， Q。， 1) = So0(g;, sa Co ， 7 ) ， 
Gogrs oO £), 7) (3.4.27) 
Si1(g;, Our 只 oO? 1)=5!1 (gq,， G(r © og t )， 
Ge p(k w,, ©,, 1),1) (3.4.28) 
J 
E 。。 E 
6S: _5 HS 098, OSo G6 
00。 0d，00。 一 00， 0o。 
zw=1 2 =1 
E 
qd 7 078 
-工人 df 00, 609， jo (3.4.29) 
OST - 0.9， 00 . ， 
00。 2 08.,8 90, ‘$3.1.30) 
B=1 


利用 式 (3.4.29) 和 “(3.1.30), 有 
Ta oT ~ 97) 


aS . - 
位 ( 告 攻 -如 


全 99， GT=l1 v=1 
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.09 031 
x D+ 80, (3.4.30) 


于 是 得 下 述 命题 。 
命题 3 我 们 有 
3 £ d DA or 
ro 工人 (时 2 


y = 1 T=1 2=1] 


jao。 (3.4.32) 


将 式 (3.4.32) 代入 Gauss 原理 (2.1.26)， 由 4@。 的 独 江 
性 ， 得 : 


5 (年 | Og, | 001 _ p+ 
全 di 00， Og, /0o0。，。 00， ~ "! 
(go=1, ,EE) (3.14.33) 
其 中 
OgFs 
Pi= 2 030, (3.4。3: ) 


方程 (3.4.33) 可 称 为 准 坐标 下 混合 型 的 Heaoe 方程 。 
如 系统 受 有 8& 个 理想 mw 阶 非 完整 约束 


【好 3 ) 


f alg,; 0 ， 3 gs ， tt) 一 0 (3 。 4 35 ) 
. (Ht 一 1) 
可 选 。 个 彼此 函数 独立 的 %。， 使 得 
(773) (3 ) fj — 1) ‘(PF -1) 
9 一 00gk Gass Gr， Vo 11) (3.4.36) 


‘Hi- 2 ‘m2} 【天 -2 
令 S 可 以 分 成 S。 和 和 S ， 如 式 (3.4.20)， 并 令 
ff -2) 来 (ni 2) 拉 (PF 2) 可 


5 二 一 So 十 Si (3.1.37) 


{79-2) (893 — 1) (7941 - 1) 
J, (gs， gr， "0, fs 9 WW, ， 7 ) 
(9 .2 ， 5 (ml) m1) 
一 So (gs, po 1 ge 9 Qs (Qk, sh 0g (fk » 只 t)， t) 
(7 - 2 ) 条 (pz - 1) (m1) 


Oi ( 0; Qs， 办 gs ? Dy, , t) 一 
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【PE 一 2》 fp -1 (WE 1 {mi-1t) ‘Hs-1) 


一 SS (g,,， gr) hi gs , Ge+p (Ok Yr ee ， UR 3 ww, ,Lt),) 


4 我 们 有 
S E 
一 / d of of 
Smt or: = 00. zy 
:=1] oo=1 »=]1 
(#9) (11 - 2 ) 评 1 
x -0g。 Or Wo 0, (3.4.38) 
OW, DO 外， 
这 个 命题 容易 证 明 。 


将 式 (3.4.38) 代 入 万 有 D'Alembert 原 理 (2.1.32)， 并 由 8 。 w 
的 独立 性 ， 得 到 


ya TT Sp: 
,Td 06, 00， 9 ww 9 
(o=1,， *， E ) (3 4 39) 
其 中 {1} 
PpP:= 5 0 (3.4.40) 
5=1 OQ 2, 


方程 (3.4.39) 可 称 为 高 阶 非 完整 系统 准 坐标 下 混合 型 的 Heaor 
方程 。 

例 1 圆 环 在 重力 作用 下 沿 粗糙 水 平面 的 纯 深 动 

首先 ， 应 用 方程 〈3.4.14)。 

系统 运动 时 的 动能 为 


人 一 PACE 
+ {4(0:+ Ysin’) +C(9+ $cos0)’) (&) 
加 速度 能 量 为 
S 一 地 雪 ( 关 + 六 + 2:)+ So 


取 多 东乡 为 独立 的 广义 加 速度 ， 元 祖 ,2 为 不 独立 的 广义 加 束 
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度 ， 则 
Si, 一方 71z( 宕 十 入 十 (2 ) 


系统 所 受 非 完整 约束 为 中 
pA pcosgcoso — tsingsin + Pecosy )= 0 
y+a(Ysingcos0 + Ocosysind + Bsing)=0 
2—&0cos0=0 
将 其 对 时 间 求 导数 ， 得 。 
=—a(¥¢cosgcos0 — Osingsinb + Weosg — Ysing sing 
一 2%6coysinb 一 02sinyecosb 一 bbsinyw) 
少 一 —a(¥psingcos0 + Gcospsin0 + Bsing + picosgeos0 
—2p0Osing sing + Ocosycos0 + PWeosy) (Cc) 
z= & (Ycost — 0sing) 
混合 型 方程 (3.4.14) 给 出 为 = | 
d 0 G1 09 ~ da 67 of 0S1 


一 一 一 一 一 Te -Lee 


6 


d 9 67 65: > 
df P0071 op ”Ur 
进行 下 列 运 算 
E,(T)=— 0 {APsin’p+ C(P+Ypcose)coso} 


3 一 MX 一 ce0OSWCOSD ) + my(—asingcosd) 
= macosb( pcos0 + PDP—2p0sing) 
EA(T)= A — {AY’sinbcosd 
+C(P+Ycos0)( — Ysing )} 
Ea —mrX(asing sin0) 二 MT —acosysing) 
+ma(gcos0)= ma {gd + (pcos0 + PY)sing} 
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E,(T)=C($B+ Ycos0— yOsing) 


3 = mi —aCcosp) + my( —asing) 
= ma:($eosh Pp —2p06sing) 
主动 力 的 元 功 为 
WW = —medz= 一 AgCCOS086 
于 是 
0Q4 = — moacoso, 0,= 0, = 0 
0,=0,=0,，0,= —meacosb 
将 上 述 结 果 代 入 方程 (4 )， 便 得 
{Apsin’ + CPT pcos0)cos0} 


+ macosO (bcos +B—2p0sing)=0 
Ag 一 42sinbcosb +C(P+Ycos0) psing (ee) 
+ mai(O+ ypcososing + PYsinb) = —meacoso 
C(P+ Yecos0— BOsing) + ma (pcoso + 一 2 人 0sinp) 一 0 


如 引进 准 速度 @/ = 二 6，@; 二 $sin6，ws 二 pcos0 二 PP， 则 方程 〈e) 
可 表 为 | | 
AO,sin0 + COscos0 + Aw wcCOSO —C wawis1ind 
+ mead3— ww )cos0=0 
A@i~— Awictgd + Coswst ma (D+ asos) (ff) 
一 mpACOSO 
COst+ ma — ww,)=0 
其 次 ， 应 用 方程 《3.4.33)。 
取 崔 建 度 如 下 
woi 一 0，o: 一 gsin0，o3= 一 ycosb 十 多 《8 ) 
圆 坏 的 加 速度 能 量 为 
S 一 9o 十 91 


将 式 “8 ) 代入 式 〈c )， 并 将 所 得 结果 代入 式 “ 5 )， 得 


$1= MeO 十 中 十 2010203 一 2030102) Ch) 
7 
(2- oT 7 ) 38 (二 507 7 3 
df 0 Do， dt 00 | Ow1 
d 67 9 0Sy  ，。 
机 dO 一 : 
(a oT 27 ) 0 + (a PT 2 
0 | Do di 06 Do， 
d 67 67\ ou 8931 ns 加 
di 69 -7 ) oo, + oe Ps C2) 
(a aT 7 ) 2 ( -4 97 -07 ) .3 
9p Da。 df 06 00 /0o; 
+ (二 rr) O51 Pr 
dr 9 OF Ow 00 1 
其 中 
P*=—moeacos0, Pi:= Ps;=)0 (7) 


(A+ma)@i— Avwictgd + (C+ mae) ow = 一 ?8 CCCOSb 
4 四， 十 4oiozctgb 一 Co3so 一 0 


(C+ma Ds — meww, = 0 | 


例 2 Hamel 例 
一 质量 为 mw 的 质点 在 空间 中 运动 ,其 运动 受 有 二 阶 韭 完整 
约束 
2 一 鞠 》 (&%) 
点 的 加 速度 能 量 为 
CE (by 


取 名 , 消 为 独立 的 广义 加 速度 ，; 为 不 独立 的 广义 加 速度 ， 则 有 
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1 . 、 
二 了 MU 。 方程 (3.4.14) 给 出 为 


(Cc) 


即 
H 芝 十 I02 二 Os 十 Qs， HY 十 m2NX= Oy + YT (4) 
奋 将 式 《〈4 ) 对 时 间 # 求 导数 ， 有 
2 一 和 芭 十 完 消 (2 ) 
还 可 应 用 方程 (3.4.22).。 我 们 有 | 
S—=m(EX + 少 》 十 2 )， So=HM(%%+ YY) 


S,— miz, $1=102( XPD+ Ey) 
方程 (3.4,22) 给 出 


了 or of 十 OS 1 O。 十 0O: 02 

0% Ox OX ‘OX 
d oT 7 ,08, y+0 Oz (Cf) 

A Cy 2 

dt 0y OY 0 ay 


它们 仍 有 形式 (4 )。 | 
3. Nielsen 体系 方程 与 Appell 体系 方程 的 混合 
利用 Euler 算 子 与 Nielsen 算 子 之 间 的 关系 ,容易 由 方程 
(3.4.14)、(3.4.22)、(3.4.33) 和 (3.4.39) 得 到 下 列 Nielsen 
体系 与 Appell 体系 的 洽 合 便 方 往 


AT ns a7 OY pe 
a 十 - 一 一 Ts (o=—1], So < ) (3.4.41) 
Odo < 07。 0go C 


. (m9 -2) 
07 _ ,07 05 060, (ec=1 ese)(3.4.42) 
OO。 “Gq, Gg / 
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67 60， bs 
=( 0g 0g )+ =P,, (sg=1, E ) 
(3.4.23) 
& _ (#79 ) [YE 2)* 
5 (2 2 WE + 和 > = PP:*, 
rl OO jo, 09%, 
(ac 一 1，…，e) (3.4.44) 
3.4.2 一 类 新 的 混合 型 方程 
1， 完整 系统 的 运动 方程 
设 力 学 系统 的 位 形 由 个 广义 华 标 9.(s 二 1, …, %) 来 确定 。 
命题 5 我 们 有 
C971) (7 -1) 
Sm, Ti 07, 3 (25 — 9 -0 )og, (3.4.45) 
1 =109 04 4 
[证明] 由 式 (2.1.41), 有 
(mr) Ny (zzz + 1) Cr) 
TE = Sr, La Nor: 
Og i=1 0 4， :=1 0 
(ms -1) N (7 ) N Cp -1) 
”全 = mip" Or 十 (mC—1) mir Or 
og; :=1 0 1， ;二 1 0 g; 
于 是 
(Cm) (218 1) A 
of OZ = iF: | Ga+1D 8 2 
于 Ogs 
0 g; 0 ds := 三] 
V 。 
or: d oF 
1 mi 05, df 30. 
由 此 ， 注 意 到 式 (2.1.34), 便 得 结论 。 | 
利用 式 (3.4.45)， 万 有 D'Alembert 原理 (2.1.32) 可 写成 
形式 
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(pt) {Hi 1) 


7 (nr) 
5 (++) =0 (3.4.40) 


{fy ) (3 -1) 0 
了 


Y=1 D gs 0 0 


如 果 系 统 是 完整 的 ， 则 式 (3.4.46) 中 的 sg 是 彼此 狼 立 
的 ， 于 是 得 到 


{Fp1 ‘1 -11} 


of 0 -2L -~ 了 (S= 1, ***,， 1 ) (3.4.47) 
Ogqg: D gq O04: 


2. 非 完 整 系 统 的 运动 方程 
设 系统 受 有 & 个 理想 加 阶 非 完整 约束 
三 CI， ; “oe ,ds 3 1 ) = 0， (8=1, 9, CC $= 1] ， "9, 1 ) 


(3.1.48) 
则 约束 〈3.4.48) 加 在 虚 位 移 349, 上 的 限制 条 件 为 
vfs a og, — 0， (P=1, 0 0; S 一 1] ， eee ， 7 ) 
5=10 9: 
(3.4.49) 


由 式 (3.4.46) 和 《〈3.4.49), 利 用 通常 工 agrange 乘 子 法 ， 容 易 
得 到 


一 一 7 一 = 0， 十 > Aa fs ? 
Og Og d B=1 Og, 


z (S—=1, ,1%) (3.4.50) 
下 面 导出 不 带 乘 子 的 方程 。 令 约束 (3.4.,48) 可 表 为 


(pr) (9 1) 《9 ) 


Gerp = bag Ys **0 0 ts 有 fu， y ) (3.4.51) 


【六 相 二 


OF 09 ~ Opa 
detrp 一 yo dit+* “十 3 (ms — 9 gq 十 (pF mY 
:21 00， ‘09 5=1009。 


O08 OPp (HIr1} .008 
十 > / m1 1) fy + (Cr) > 
CD 

=] Odery 


《有 一】) 7 © +l) 


=@; (gq,, ds， 外 dy) 4y， do ? 1) (3.4.52) 


一 235 一 


令 人 为 了 中 借助 式 (3.4.51) 消去 gp 所 得 表达 式 ， 则 有 


¥ 
(ni -1) (1) g ‘ni - 1) 
94 = + 9 A OF (3.4.53) 


D gs 0 g, B=1 Ogd+ae 0 Qo 


令 了 为 了 中 借助 式 (3.4.51) 消去 .re 并 借助 式 (3.4.52) 消 
去 Vere 所 得 表达 式 ， 则 有 


(pr) #74) B 《#4) 3 个 

OF of of 0 

?95 = + > 4 i 十 2 (92 +1) cm 
Og 1D9。 8=100.:6 Ogs 8=109.:6 09。 


(3.4.54) 
利用 关系 (3.4.53) 和 (3.4.54), 原 理 (3.4.46) 可 变换 为 


后 ‘m) CP 一 Ty 你 (m1) 
(一半 + 十 A ops OP ) 
“= 0g, 0 gs B=1 09.:8 0go 0 go 
g zz - 1) 
8=100.+5 0 go (oa B=1 中 -+ 月 Og 
(m) 
十 0.)0g, = (3.4.53) 
其 中 
~ - OF 
Os=0,+ >》 0.:p 二 和 (3.4.56) 
B=1 D go 


由 4。 的 独立 性 ， 得 到 3 


(1) G1) Fe (rr 1) 
of a 2 


lj ) ‘1-.1) {3) 【站 了 【 闻 z 1} 


4 DO de 68=109. 8 09。 0 go 
(Pt-1) a 
0 了 O98 一 of + of OP sg )=© 
1) (pF) y 
B=100.+8 0 go 04。 BE10 ertp 0 
(og=1, ,6) (3.4.57) 
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这 是 高 阶 非 完整 系 统 广义 坐标 下 的 一 类 混合 型 方程 。 
选 彼 此 国 数 独 立 的 %。， 考 虑 到 式 (3.4.48)， 有 


CP) i 1) (HI-1) 


gs = Ps qr Ok， “"”, UR ， Do ,1) (3.4.58) 
将 其 对 时 间 t 求 导数 ， 得 


md Do "Oy, 
0: = 2 go. Git ot 9D, 


R=1 A=1 0 dx 
此 
OP: .0% 
十 >， 1) Ot 
r=1 0 2, 
{#3 一 1) i 1 nr 


Pe Gx， "0 Yk » We, 之) (3.4.59) 


— 1) 


令 了 为 T 中 借助 式 (3.4. .58 ) 消去 g, 所 得 表达 式 .， 令 了 为 


Y 


的 中 借助 式 (3.4.58 ) 消去 中 并 借助 式 (3.4.59) 消去 g; 所 得 
表达 式 ， 则 原理 (3.4.46) 可 变换 为 


1993 ) 党 《98 -1 ) 字 他 (83 - 1) 


了 | 二 = 
fi oo, br si0g ‘v0, O07, 


z 一 a dg, (pr - 1) 六 
+ + 1o wo。 一 0 (3.4.60) 
其 中 
0 A 6g 6 Os 
C31) >, my) (sm -1) ) Eb,= > ， YQ: {#71 一 1) 
0 To s=1 0 ov， DO g; s=1 OQ WW, 
由 6%, 的 独立 性 ， 得 到 
{77z ) 本 (9 - 1) 字 办 (93 — 1) 
97 07 07 / 9¥, 0% ) 
P21 (zz -17) (7 ) { 有 年 一 ] (Ft 1) 
0 w, 0 区 。 s=1 Og; gw, 0 Xo 
好 个 
FT ,le 
s=1 ds 0 四。 


(3.,4.62) 
是 高 阶 非 完整 系统 准 坐 标 下 的 一 类 混合 型 方程 。 
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93.5 正则 方程 


3.5.1 完整 系统 的 Hamilton 正则 方程 


1，Legendre 变换 
研究 变量 Xi “0, Ny 的 冰 数 中 (Xe Nn) 它 是 连 续 的 且 对 
所 有 变量 有 连续 一 阶 和 二 阶 偏 导数 。 称 函数 和 为 母 函数 ,借助 它 
可 将 用 变量 x1,…, x; 变换 到 新 变量 
.一 光 》 (s=1, ***,%) (3.5.1) 
的 数组 入 的 Jacobi 行列 式 称 为 多 的 Hess 行 列 式 , 记 作 H(®)， 
其 元 素 为 中 对 x 的 二 阶 偏 导数 
Ps 0 中 0 中 
Ox Dx20x ~ OXn0X) 


Op Fp 9 ] 
OXiONXn OX2ONXn OX 
方程 组 (3.5.1)， 可 在 Hess 行列 式 不 守 于 零 的 区 域 上 解 出 
旧 变 量 ， 得 到 妥 变 量 用 新 变量 表示 的 逆 变 换 
和 一 iT Yn), (3 一 1 ,0) (3.5.3) 
这 个 变换 可 写成 形式 (3.5.1), 为 此 ,引入 新 变量 的 母国 数 区 (yi， 
ee Yn) 


be 


¥( Yi, ”1 Yn) = ,Kr VBXL 机 Nn) (3.5.4) 
R=1 
其 中 旧 变 量 用 式 (3.5.3) 替代 。Y¥ 对 入 求 仿 导数， 得 
OF Ox#+ ”OP Oxx 
57 Xs ,0 网 4 之 OXk OYs 


利用 式 (3,5.1)， 则 有 
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oF 


Xs 二 By, (S= 1, '*., n) (3.5.5) 
关系 (3.5.1) 和 (3,5.5) 确定 正 变 换 和 逆 变 换 ， 组 成 
寺 egendre 杰 换 。 
特别 地 ， 如 母 图 数 钙 是 二 次 形 
= 1 ~ Do (3.5.6) 
:=1k=1 : 
于 是 有 
H(D)= Iq (3.5.7) 
~ 加 矩阵 ie 非 奇 异 ， 即 Ia| 异 于 震 ， 那 么 线性 方程 组 
y= 2 和 (s=1,%%,%) (3.5.8) 
可 解 出 妥 变 量 
gs Shy (Gs=l, mn) (3.5.9) 
k=]1 


逆 变 换 的 母 函数 ， 据 式 (3.5.4) 和 (3.5.1)， 有 


多 一 ,XV —B=2P— 人 $= (3.5.10) 
R=1 


而 多 应 以 新 变量 表示 。 这 样 
] 好 1 着 2 
= 2 XY, = 2 ZL rk Ve Vk (3.5.11) 


s=1 s=1k=1 

2、 运 动 的 Hamlton 正则 方程 

有 % 个 上 自由 度 的 完整 系统 的 Lagrange 方程 是 % 个 二 阶 常 微 
分 方程 ,可 以 用 许多 办 法 将 这 个 方程 组 用 2% 个 一 阶 方程 来 棕 代 ，。 
例如 ， 取 5 二 r+:， 那 么 7 可 用 级 ,x 表 出 。 但 这 样 做 ， 并 没有 带 
来 方便 。 

作为 一 阶 方程 组 的 274 个 变量 ， 可 取 广义 坐标 91,，…, 9 以 
及 广 闵 速度 的 线性 函数 一 一 广 闵 动量 1,… ,Ps, 广 闵 动量 定义 为 
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i (Ss=1, °*,%) (3.5.12) 


当 广 义 力 有 势 时 ， 在 这 样 选取 变量 下 ， 运 动 方程 可 写成 非 销 对 
称 、 非 第 紧凑 的 形式 ， 称 之 为 正则 形式 .动能 了 作为 广义 速度 的 
国 数 ， 起 着 由 有 具 变量 2. 由 新 变量 p, 过 渡 的 母 图 数 的 作 用 。 它 的 
Hess 行列 式 是 二 次 形 了 7; 的 系数 矩阵 行列 式 。 这 个 行列 式 不 为 
堆 ， 因 此 可 由 式 (3.5.12) 解 出 
qs:— 0 pr, gr, 1), (s, R=1,%,%) (3.5.13) 

它们 相对 广义 动 量 是 线性 和 崔 。 这 个 一 阶 方程 是 正则 方程 的 第 
一 组 。 

Legendre 变换 可 将 式 (3.5.13) 写成 另 一 种 形式 。 据 式 
(3.5.4)， 逆 变换 的 母 用 数 为 


y= > ,po—T=¥Y(g, pr,t) (3.5.14) 
二 了 
其 中 广义 速度 用 广义 动量 表示 。 按 (3.5.5)， 得 
六 
j= op (S 一 1，。…,， 1) (3.5.15) 
利用 它 可 组 成 运动 方程 的 第 二 组 。 注 意 到 
oO¥ oT 
G0 Gg (3.5.16) 


利用 上 agrange 方 程 (3.1.2),， 关系 (3.5.12) 及 (3.5.16)， 
得 到 


多 
p;= -+ (S 二 1,***, 冯 ) (3.5.17) 


这 是 对 变量 9 ps 的 正则 方程 的 第 二 组 。 当 广义 力 有 势 时 ， 它 可 
过 疼 到 囊 amilton 正则 方程 的 第 二 组 。 定 多 Hamilton 国 数 为 


H(gr, pr =¥+V= 》 万全 一 人 上 本 


f+ 三 1] 


式 
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H= 2 po—L=¥+V (3.5.18) 


ss 二 1] 
热能 VV 不 依赖 于 广义 动量 ， 赫 代 式 (3.5.15) 和 (3.5.17), 有 
.OH .04 _ 
人 一 5 力 一 一 By, (Ss=1, *, 1%) (9.5.19) 


这 便 是 瓦 arailton 下 则 方程 。 满 足 且 amilton 正则 方程 的 变量 
4 和 p; 称 为 正则 变量 。 

研究 正则 方程 有 重要 意义 。 首 先 ， 正 则 方程 (3.5,19) 在 形 
式 上 此 上 agrange 方程 要 向 单 ， 结 构 上 又 对 称 ， 在 解 许 多 复杂 的 
力学 问题 时 ， 如 天 体力 学 。 摄 动 理 论 ， 更 便于 作 普 遍 讨 论 ,其 次 ， 
与 正则 方程 相 联 系 所 引进 的 新 概念 ,如 正则 变量 ,在 力学 和 物理 学 
中 ， 如 统计 物理 ， 晶 子 力 学 寺 ， 有 很 多 用 途 。 最 后 ， 由 正则 方程 
建立 了 一 整 辟 积分 方法 一 Poisson 定理 ，Jacobi 方法 等 ， 

例 1 下 epler-Newton 空间 回 题 

质量 为 tw 的 质点 在 万 有 引力 场 中 运动 ， 受 质量 为 MM 的 中 心 
耻 3 引 ， 认 为 ?引力 中 心 不 动 。 取 点 的 球 坐 标 + ,0 (纬度 )，? (经 
度 ) 为 广义 坐标 。 点 的 动能 为 


、 ， 
一 了 ML tr 0 +r Pcos’) (&@) 
势能 为 
.A | 
= 一 一 48) 
令 0 一 7 0 一 00I3 一 %， 则 广义 动量 为 
of of or 
: Ny -一 人 一 “ 二 = - 二 一 2 2 
Di 00 ny, 力 : 60; EF 6， 办 3 603 mr Peos:h 
(Cc) 


Hamilton 国 数 为 
3 
. 1 2 3 / 
H= 2 p60;—L= (2 rh 


、 9 279 yp 7j-COS2O 
5 = 
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amilton 正则 方程 (3.5.19) 给 出 为 


6 , 8H  ， 6 
”06 0 一 07 P= 8p, 
HH H H “®) 
0 。 0 0 
力 : 一 Or b »p: 36 D 3 O09 
即 
_P pp ps 
?ph? Pi jp Thy CoS20 2 
1n0 
0 = Ds y2? 2 一 > 3 ps 
472Cos30 Cf) 


p= — 2 , p=0 | 


mr*cos0 p 


3.5.2 非 完 整 系统 的 正则 方程 


为 使 属于 完整 系统 动力 学 正则 方程 的 积分 理论 中 的 某 些 定理 
和 结论 有 可 能 推广 到 非 完 整 系 统 中 去 ， 我 们 将 非 完 整 系 统 的 运动 
方程 写成 接近 于 完整 系统 所 建立 的 通常 正则 方程 的 形式 。 

1。Routh 方程 的 正则 形式 

设 力学 系统 的 位 形 由 色 个 广义 坐标 9.(S 二 1,…, 2) 来 确定 ， 
系统 的 运动 受 有 一 阶 线性 非 完 整 约束 


> istrprr 太 二 Corp 一 0， (P=1, “0 SO, =—Nh— 28) 
了 二 上 


(3.5.20) 
系统 的 Routh 方程 为 式 (3.1.47)， 四 


d of 
重 闲 -各 -0+ 三 on 


1. 3 E 一 1 一 8B) (3,5.21) 
如 果 广 义 力 有 势 ， 即 


一 442 一 


= rr TD py. he i i Ti Tf hp Te 


DJ 
,= Og:s 
则 方程 (3.5.21) ey 
有 
dq 0 
di Eo 5 Bp pletpyr 9 (SsS=1, ,7) 
(3.5.22) 
其 中 L=T 一 V。 
引入 贡 armilton 国 数 
万 二 Spd:—L (83.5.23) 
s=1 
其 中 
oi 
p= (3.5.24) 
四 为 广义 动量 。 于 是 有 
. 0H on _ _é6L 
d= Bh oe ge. (3.5.25) 


将 式 (3.5.25) 第 一 式 及 式 (3.5.24) 代入 式 (3.5.22), 得 到 


， oH _ 
f= 0, 十 > /5 位 :+ (3.5.26) 
B=1 
于 是 Routh 方程 (3.5.22) 的 正则 形式 为 
AH oH ~ 
Os op, 了 09， 4 1 2 十 后 79 (s=1, 0, 2) 


(3.5.27) 
正则 方程 (3.5.27) 联 同 约束 方程 (3.5.20), 便 可 求解 g,， 
尹 ,， 人 5 作为 时 间 的 函数 。 
非 完 整 系 统 Routh 方程 的 正则 形式 (3.5.27) 的 第 二 组 比 


完整 系统 的 多 出 了 带 乘 子 的 项 ud 和 如 在 运动 微分 方程 各 
B=1 


分 之 前 解 出 Ap 作为 If， 9,1, Herpss FAs+p 的 国 数 ， 则 多 出 的 项 页 为 
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y，p ,i 的 函数 ， 这 样 便 实现 了 正则 化 。 
如 果 系 统 所 受 约束 是 非 线 性 的 
fal qr, Gi £)=0, (B=1,%, g; S=1, **, n) 
(3.5.28) 
则 Routh 方程 (3.1.45) WA 


0H ,_ 0fs 
df 一 0 力 ， 9 Dp; = -一 + + ha BG, 《S 一 工 ， 9 32 ) 
(3.5.29) 
共 中 第 二 组 方程 右 端 第 二 项 需 换 成 (gqg, Pp, 了 的 归 数 。 
例 2 Appell-Harmel 例 
问题 的 Lagrange 图 数 为 
L= Fm +0 +t) —megg (4) 
约束 可 表 为 
/=j + d=0 (5) 
在 $3.1 例 5 中 已 解 出 不 定 乘 子 
Wot ， 
5 
1 一 一 (c ) 
2 (git i+ pi) 
广义 动量 为 
oL , 
D1 30 一 MLli， pp: Gor = YY? Ps= a0, = m0: 
(a) 


Hamilton 峭 数 为 


3 
. 1 , 
H= 2 p00~L= om (pi+pi+pi)tmgeg 《2 ) 
"二 1 


正则 方程 (3.5.29) 的 第 一 组 为 
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为 求 第 二 组 方程 ， 需 将 式 (c ) 和 (4 ) 代入 右 端 第 二 项 ， 以 消 
去 1 和 0， 我 们 有 


AZ2< 。 。 
HIE! 
Pi=— 2 o 1 
站 j++ 
mg pp 
一 一 一 一 《8 ) 
pitprtsips 
类 似 地 ， 有 
Me psp: z 
力 :一 -一 一 一 一 一， p= — "EPIt pe) 
Pit+pitrrp: pitpitrrp: 
(hh) 
方程 (ff).(g) 和 (%) 即 为 所 求 正则 方程 。 | 
2. dannbirun 方程 的 正则 形式 
如 果 非 完整 约束 是 线性 、 齐 次 、 定 常 的 
G418 二 >》 B., p80 (8=1, °°**, OD; E—=n%—p) 
=|1 、 
(3.5.30) 


HB.; gs, 中 不 含 中 7 系统 动能 中 不 含 Ge '9 日 势能 VV 不 含 
4.+v， 则 运 去 动 方程 可 写成 形式 (3.1.89)， 即 


g 
(| OL OL OPBer pyo 
di 06。 6g, -之 5 研 (2 0g, 
OB ,+ psy 

0g, 


jj.=0, lee) 
(3.5.31) 
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因 方 程 (3.5.31)〉 中 仅 包 含 独立 的 广 浆 速度 9zo(z 一 1 …，<) 以 
及 与 其 相应 的 广义 坐标 9,， 因 此 ， 为 了 将 Qamxarra8 方程 号 成 
正则 形式 ， 只 要 引出 一 0 一 8 个 三 义 动量 


za (go=1, «6) (3.5.32) 
并 取 函 数 
H= 2 pjs—L (3.5.33) 
就 能 了 。 于 是 , 有 
j= 5 (3.5.34) 
而 annpraa 方程 (3.5.31) 引 向 正则 形式 
) 
0p, 
s 
2 一 -证 之 (5 ) oe 一 a )ap- 
(Go=1, *, €) | (3.5.35) 


其 中 (95/69.14) 表示 0L/69.14 中 借助 非 完整 约束 (3.5.30) 以 及 
关系 (3.5.32) 消去 全 部 广义 速度 所 得 到 的 表达 式 。 方 程 〈3.5， 
35) 组 成 为 确定 g。 20Cc=1 ，…，s) 作为 时 间 上 的 函数 的 2 个 
方程 的 完全 方程 组 。 
3，Boitzmann-Hamel 方程 的 正则 形式 
设 系 统 所 受 非 完整 约束 为 线性 、 齐 次 、 定 芝 的 ， 广 义 力 是 有 
势 的 ， 则 系统 的 Boltzmann-Lamel 方程 (3.1.95) 可 写成 形式 


d GL* dL* 二 ~ 


rhe pe a 


df do, dx, Go 


(o=1, ,6) (3.5.36) 
其 中 二 为 工 中 三 义 速 度 用 准 速度 奉 代 所 得 到 的 表达 式 ，Z 一 般 
说 来 依赖 于 所 有 谁 速 度 ww(s=1, …, mn)。 后 面 8 个 准 速度 按 约束 
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方程 左 端 选取 ， 有 


op 一 >》 orpr 人 一 0， (P=1, 9, ES; EE 二 NO— 8) 
Y= 工 
(3.5.37 ) 
因此 有 
-Db ,， (s=1, ,nn) (3.5.38) 


方程 (3.56.36) 和 (3.5.38) 组 成 为 砚 定 a, w 作 为 时 间 {的 了 
数 的 2 一 g2 个 方程 的 完全 组 。 


引入 %* 个 广 头 动量 
来 
p= 9 (S$S=1, **, %) (3.5.39) 
以 及 国 数 HH* 
H*= 5 po —L* (3.5.40) 
| 


对 式 〈3.5.40) 取 变 分 ， 并 注意 到 式 (3.5.39) 和 (3.5.38)， 
得 到 


-Top + 5 poo— 开学 jg 一 工区 om 
了 二 


fs 二 ]} 了 二 
OL* 
Dodp Ton (3.5.41) 
1 5 二 1 


为 一 方面 ， 对 8H*(9,, 才 ,六 取 变 分 ， 有 


二 64 
_ oH ~ OH* 
一 - gn 9T > Bow， OW. (3.5.42) 


YY=] 


比较 式 (3.5.41) ) 和 和 (3.5.42), 得 到 


— 2417C— 


He 0 
' 0ps’” On 0T， 
利用 式 (3.5.43)，Boltzmann- 了 Hamel 方程 (3.5.36) 可 表 为 正 


则 形式 


(s=1,*%, %) (3.5.13) 


a 


OH*  ， OH* 一 一 ， on* 
“7 0p, ， Po= on Yh Op,’ 


‘(oo=1, ,6) (3.5.44) 
对 方程 (3.5.44) 还 需 加 上 以 下 两 组 关系 。 一 组 关系 是 由 式 
(3.5.43) 利用 条 件 (3.5.37) 得 到 的 ， 即 


H* . 
jp =0 (B=1,*%, 8g; 二 1 一 8) (3.5.45) 


另 一 组 关系 是 式 (3.5.38)， 利 用 式 (3.5.43)， 可 写成 


H* 
j= Dh (Ss=1, ep) (3.5.46) 


于 是 ， 方 程 (3.5.44)、(3.5.45) 和 (3.5.46) 组 成 为 确定 gr， 
pw (Ss= 1 oN; 0 一 1, ,5) 作 为 时 间 的 函数 的 3% 一 2 个 
方程 的 完全 组 。 


$3.6 历史 资 料 


3.6.1 名 家 介绍 


C.A. dannpirangH (1869 一 1942) 俄国、 苏联 力学 家 。 他 以 
气体 动力 学 中 的 天 才 发 现 而 知名 。 他 又 是 非 完 整 力学 的 奠基 人 之 
一 。 他 建立 了 非 完 整 系统 的 HannpIras 方程 (1897)， 指 出 了 积 
分 一 类 非 完整 系统 方程 的 导出 乘 子 法 (1911)》 等 。 

V. Volterra (1860 一 1940) “意大利 数学 家 。 他 以 积分 方 
程 中 的 卓越 贡献 而 知名 。 他 又 是 非 完 整 力 学 的 奠 薪 人 之 一 。 他 所 
出 了 “运动 学 特性 ”( 即 准 速度 ) 的 概念 ,得 到 了 非 完 整 系统 的 一 
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类 运动 方程 (1898)。 

P. Appell (1855 一 1930) 法国 数学 家 、 力 学 家 。 他 是 非 
完整 力学 的 赣 基 人 之 一 。 他 得 到 了 适合 完整 系统 和 非 完 整 系统 的 
一 类 运动 方程 ， 即 Appell 方程 (1899)。 他 的 5 卷 巨 著 《 理 性 力 
学 是 分 析 力 学 的 名 著 。 

G. Hamel (1877 一 1954) ”德国 数学 家 、 力 学 家 。 他 是 非 
完整 力学 的 黄 基 人 之 一 。 他 提出 了 非 完 整 系 统 准 坐标 下 的 运动 方 
程 《1904) ,他 的 著作 《理论 力学 》(1949〉 也 相当 有 名 。 

IT. B. BopoHer (1871 一 1923) ”俄国 力学 家 。 他 是 非 完 整 
力学 的 英 基 人 之 一 。 他 在 非 完 整 动力 学 ， 动 力学 方程 一 一 变换 理 
论 和 积分 理论 ， 刚 体 动 力学 以 及 7% 体 问题 等 领域 有 过 重要 贡献。 

1. TleHoB (1885 一 1967) 保加利亚 数学 家 、 力 学 家。 他 
在 分 析 力 学 中 的 主要 页 献 有 : 提出 非 完 整 系统 的 一 类 混合 型 方程 
(1924) ,高 阶 方程 〈1953) 等 。 


3.6.2 关于 分 析 力 学 的 运动 方程 


本 全 $3.1 中 讨论 了 上 uler-Lagrange 体系 的 方程 ， 包 括 完 
整 系统 的 第 二 类 Lagrange 方程 :一 阶 非 完 整 系统 的 Routh 方 
程 ，Mac-Mlillana 方程 ，VYolterra 方程 ，Garnpr 方程 和 Bo- 
itzimann--Hainel 方程 以 及 高 阶 非 完整 系统 的 广义 JanmpIrrb 
方程 。 / 

企 $3.2 中 讨论 了 Nielsen 体系 的 方程 ,包括 完整 系统 的 
Nielsen 方程 :一 阶 非 完整 系统 的 带 乘 子 的 Nielsen 方程 ，Nie- 
lsen 目 然 方程 ， 广 闵 坐 标 下 的 广义 Nielsen 方程 ， 准 坐标 下 第 一 
形式 的 和 第 二 形式 的 广义 Nielsen 方程 ， 以 及 高 阶 非 完整 系统 的 
广义 Nielsen 方程 。 在 $ 3.2 中 还 证 明 了 Euler~Lagrange 体系 
方程 与 Nielsen 体系 方程 的 等 价 关系 。 

在 $3.3 中 讨论 了 Appell 体系 的 方程 ， 包 括 Appell 方程 和 
[Denos 方程 及 其 近代 发 展 。 
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在 $3.4 中 讨论 了 两 类 混合 型 方程 。 一 类 是 上 述 三 大 体系 方 
程 的 两 两 混合 ， 另 一 类 是 新 的 混合 型 方程 。 

在 § 3.5 中 讨论 了 完整 系统 和 一 阶 非 完整 系统 正则 形式 的 
方程 。 

本 章 所 讨论 的 方程 包括 了 Lagrange 力学 和 本 amilton 力学 
的 基本 方程 ， 完 整 系统 与 非 完 整 系统 的 动力 学 方程 ， 一 阶 非 完整 
系统 和 高 阶 非 完整 系统 的 动力 学 方程 。 各 种 各 样 的 动力 学 方程 都 
有 各 自 的 特点 ， 各 自 的 长 处 和 短处 ， 在 具体 应 用 时 可 按 问 题 的 性 
质 与 需要 选用 合宜 的 方程 。 


习 是 


1。 试 由 XMac-XMTillan 方程 (3.1.55)》 出 发 翌 出 广义 aronPITrHS 方程 
(3.1.80)。 
2， 试 推导 变质 量 完整 系统 准 坐 标 下 的 annpIiraa 方程 
Ea 


D NT JIT7 [7 ( d Og _ 04. 


开工 。 dt Ow: Ons 


Di Hw Ax, -)= Oot 


EkE=1 gx 
《ss 一 ] ， “st, 4) 


其 中 并 为 把 质量 当 作 常 数 时 的 偏 导 数 记 号 ， 一 一 为 把 质量 当 作 前 数 时 对 时 
间 的 导数 ，YW; 为 广义 肥 推力 ， 有 


这 里 &i 为 微粒 分 离 的 相对 速度 。 
3. 试 由 方程 (3,2.33) 导出 广义 Nielsen 方程 (3.2.35)， 
4。 试 证 明 ， 对 任意 国 数 (ri, qs, Vs » 1)， 有 


N:=E! 
其 中 
i DD ,I D AH A 
lgs Dt gs t 1 gs 
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Tn hPa Mr a 


5. 设 与 刚体 相 固 联 的 轴 为 惯性 主轴 ， 和 角速度 在 这 些 轴 上 的 投影 取 为 准 
速度 oj， os， 人 as。 试 证 ， 对 定点 转动 刚体 ， 准 速度 下 的 IIecaoB 孙 数 为 


1 种 ， 昌 ， 本 , 各 章 
KK* = 3 CTW + T0323+ T3033) + ODD Ts 一 Ta) + OWAD( 1 JJ) 


Ce 0 


CS1n + . COST 
sing \ 1 Pp 2 ) 


t+ WWW Fr 一 J)— 


一 O,{w: 一 Ko sing 十 wcosp )cte 0) 一 Ds(wWicosp 一 om,sine) 
并 由 此 导出 Euler 动力 学 方程 。 


6， 试 导出 完整 系统 关于 广义 速度 的 Lagrange 方程 
‘1 nS 1 ns 


oe ts 《3 = 1 , ***， 9 ) 
( 8 gs 人 gs 
其 中 

5 = > mere Fi 

RAT7 
。 ~ Ori 
ks 一 下 Ogs 

t=]1 


这 里 ,为 作用 在 第 i 个 质量 上 的 主动 力 对 时 间 的 导数 。 
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第 四 章 ”分 析 力 学 的 某 些 专门 问题 


分 析 力 学 的 理论 与 方法 三 泛 应 用 于 许多 经 典 问题 与 近代 问 
题 。 

本 前 寺 论 运动 稳定 性 和 小 振动 理论 、 刚 体 纸 国定 点 转动 问 
十、 相对 运动 动力 学 、 可 榨 力 学 系统 的 分 析 动 力学 、 打 击 运 动 的 
分 析 动 力学 、 变 质量 问题 的 分 析 动 力学 、 机 电 系 统 的 分 析 动 力 
学 、 事 件 空间 的 分 析 动 力学 以 及 分 析 动 力学 逆 问 题 等 九 个 彼此 独 
立 的 专题 。 


§4.1 运动 稳定 性 和 小 振动 理论 


本 节 讨 论 两 个 相关 的 问题 :运动 稳定 性 和 小 振动 .由 Poinca- 
re 和 JLanyHos 创立 的 运动 稳定 性 理论 广泛 应 用 于 陀螺 力学 、 自 
动 控 制 、 机 器 的 运转 、 电 力 的 传输 、 飞 行 器 姿态 动力 学 等 方面 。 
小 振动 是 发 生 在 系统 稳定 平衡 位 置 附近 的 振动 。 本 节 简 要 地 讨论 
完整 系统 平衡 的 稳定 性 和 运动 稳定 性 ， 完 整 系统 的 小 振动 ， 以 及 
非 完整 系统 平衡 状态 附近 的 小 振动 等 。 


4.1.1 完整 系统 平衡 的 稳定 性 和 运动 稳定 性 

1， 完 整 系统 的 平衡 条 件 及 平衡 位 置 的 稳定 性 : 

设 系 统 的 位 形 由 7%* 个 广义 坐标 gq:《s 二 1,…,n) 来 确定 ,系统 的 
平衡 位 置 为 g;(s=1,.…,n)。 由 方程 (3.1.11), 得 到 平衡 条 件 


0B, 07 ， ， 
(= ot ) +( jo ), + (Qo=0, (s=1,*,n) 


(4.1.1) 
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如 采 约 来 是 定 芝 的 ， 则 4* 为 平衡 位 置 的 充 要 条 件 是 


(O.)0 一 0， (s= 1,*,%) (4.1.2) 
通过 简单 的 平移 变换 ， 可 使 平衡 位 置 变 到 
91=92 二 "= 二 gx 二 0 (4.1.3) 


定义 1 对 任意 的 es 六 0， 总 可 以 找到 ?=?(e) >0， 使 得 只 
要 在 初始 时 刻 三 如 
lgs [<7, 16: | <7, (Ss= 1, °°,%) (4.1.4) 
对 fz 之 to 就 满足 不 等 式 
gD)l<e, [GDI<e, (s=1,%%,n) (4.1.5) 
具有 这 样 性 质 的 平衡 位 置 9; =0(s=1,…,n) 称 为 稳定 的 平衡 位 
四。 反之， 不 具有 上 述 条 件 的 平衡 位 置 称 为 不 稳定 的 平衡 位 置 。 
定义 2 所 谓 保守 系统 是 指 系统 所 受 约束 是 理想 的 、 完 整 
的 、 定 第 的 ， 主 动力 有 势 ， 且 势能 不 显 含 时 间 。 
下 述 定 理 给 出 判别 保守 系统 平衡 位 置 稳定 性 的 准则 。 
定理 1 (Lagrange-Dirichlet) ”如 果 在 保守 系统 的 其 个 
平衡 位 置 上 势能 有 严格 的 极 小 ， 那 么 此 位 置 是 系统 稳定 的 平衡 位 
置 。 


证 明 参 见 文献 [1,2])。 

“完整 系统 运动 稳定 性 的 一 些 概念 和 结论 

首先 ， 讨 论 一 些 基 本 概念 。 

完整 力学 系统 的 运动 微分 方程 《3.1.11) 可 化 成 2% 个 一 阶 方 
程 ， 记 作 : 

Vi 有， bj= 1 (4.1.6) 


其 中 说 二 2%。 今 
yi= fi(t), (2 =1, ,14) (4.1.7) 
是 方程 (4.1.6) 的 一 个 特 解 , 称 之 为 未 扰 运 动 ,其 它 的 运 动 y:(7) 
称 之 为 受 扰 运 动 。 令 
Xi= Yi(f) — fi(1), (Z=1,° ,7) (4.1.8) 
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并 称 之 为 扰动 ， 则 式 (4.1.6) 成 为 
YA oD) YA DKA j= sm) 
(4.1.9) 
显然 有 
X:(0,1)=0 (4.1.10) 
这 样 , 原 系 统 的 未 扰 运 动 就 化 成 以 扰动 x; 为 变量 的 系统 的 零 解 ， 
而 原 系 统 未 扰 运 动 的 稳定 性 就 相应 于 系统 (4.1.9) 的 零 解 稳定 
定义 3 ”如果 对 于 任意 正 数 <， 无 论 它 多 么 小 ， 总 可 以 找到 
一 个 相应 的 7=7(e) 宝 0， 使 得 对 于 所 有 受 扰 运 动 yi 一 Yi 的 ， 当 
其 在 初始 时 刻 大 = 到 时 满足 不 答 式 


| vi(F0) — fi(to) | (4d4.1.11) 
而 在 所 有 .1 靖 6 时 ， 满 足 不 等 式 
yD— f(D | < (4.1.12) 


则 称 未 扰 运 动 对 于 量 y; 是 JanyBpB 意义 下 稳定 的 。 反 之 , 称 为 
JIXnYHOB 意义 下 不 稳定 的 运动 。 

定义 4 如果 对 于 任意 正 数 <， 无 论 它 多 么 小 ， 总 可 以 找到 
一 个 相应 的 正 数 7(e)， 使 得 对 于 所 有 受 扰 运 动 , 当 其 初 始 有 时刻 如 
了 时 满足 ,2iz | 之 3， 而 在 所 有 tt 少 如 时 ， 满 足 1xi(2)| 过 ee， 则 未 
扰 运 动 是 gnvaos 襄 义 下 稳定 的 。 

定义 3 如果 未 扰 运 动 是 稳定 的 ， 并 且 数 7 可 选 得 如 此 之 
小 ， 使 得 满足 ， X(t0)) sy 的 未 扰 运 动 满足 条 件 


li %:(1)=0 


则 未 扰 运 动 称 为 Jrnvaoa 意义 下 渐 近 稳定 的 。 

其 次 ， 给 出 关于 稳定 性 和 不 稳定 性 的 一 些 定理 。 

定理 2 〈Jignykog) ”如 果 对 于 受 扰 运 动 微分 方程 (4.1.9)， 
可 以 找到 一 个 定 号 函数 了 ， 而 由 受 扰 运 动 方程 求 出 的 入 是 与 
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异 号 的 常 号 函数 或 者 恒 等 于 零 ， 则 玉 扰 运 动 x 二 0(i=1,*…,7) 
是 稳定 的 。 
定理 3 (JignyHoa) 如 果 对 于 受 扰 运动 微分 方程 (4.1.9)， 
可 以 找到 一 个 定 号 函数 站 ， 它 具有 无 穷 小 上 界 , 击 由 于 运动 方程 
求 出 的 二 是 与 赤 异 号 的 定 号 函数 , 则 未 扰 运 动 Zi 一 04 二 1 和) 
定理 4 (derTaes) 对 于 扰动 方程 (4.1.9)， 如 能 找 到 这 样 


的 函数 六 ， 使 得 在 某 个 区 域 DG): 生 h， 开 x<< 吾 ) 内 ， 
:二 1 2 


有 :(1) F 普 在 六 >0 区 域内 有 界 ;(2)》 了 > 0 的 区 域 对 于 任何 的 
三 轴 及 绝对 值 任意 小 的 变数 ”都 存在 ;( 3) 站 在 了 >0 区 域内 
正定 。 那 么 ， 未 扰 运 动 2 =0(0 一 1 7) 是 不 稳 定 的 。 

定理 2 一 4 的 证 明 参 网 文献 [1,2] 或 运动 稳定 性 的 有 关 专 落 ， 

最 后 ， 讨 论 线性 系统 的 稳定 性 与 按 线性 近似 来 决定 稳定 性 的 
问题 。 

扰动 方程 〈4.1.9) 的 一 个 特殊 情形 是 前 系数 线性 系统 


-= i (2= 1 ,ee ,2) (4.1.13) 


如 仿 二 [Xo Xm ， 则 可 写成 第 阵 形 式 
X= A% (4.1.14) 
其 中 / 
I Lt Cio tlm 
4=| 晶 夫 看 当 志 LT | 
Com 1 Wm2 sn rm 


方程 (4.1.14) 的 通 解 为 


X= > ci 十 16 二) er (4.1.15) 
;=1 
其 中 四 是 矩阵 4 的 特征 根 ， 满 足 特 征 方程 
det[4 一 1 辽 ] 王 0 (4.1.16) 
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由 此 可 得 关于 常 系数 线性 系统 零 解 稳定 性 的 结论 ;( 1 ) 如 果 年 阵 
4 的 特征 根 X; 都 有 负 安 部 ， 则 有 
lim x%(1)=0 


£—3 十 ec 


因此 ， 系 统 (4.1.14) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 .( 2 ) 和 矩 阵 4 的 特征 
根 7; 中 只 要 有 一 个 具有 正 实 部 ， 那 么 系统 (4.1.14) 的 零 解 便 是 
不 稳定 的 。 

特征 方程 (4.1.16》 可 表 为 带 实 系 数 的 代数 方程 

f= FAN a d+ta=0, (a >0) 


‘(4.1.17) 
方程 (4 .1.17)〉 的 系数 组 成 Hurwitz 行列 式 
ol 人 (se 
Hn 2 Rs 
他 1 (3 
Ali 一 di， 人 人 一 9 3 a 0 ti fn (4.1.18) 
Uo 人 撑 


| Qf ] 

| eg 

我 们 有 Routh- 了 urwitz 条 件 ， 使 方程 (4.1.17) 的 所 有 衫 有 负 

实 部 的 充 要 条 件 是 ~ 

Ai>0, A,>0,%,A,>0 (4.1.19) 
线性 系统 的 稳定 性 在 一 定 程 度 上 问答 了 非 线 性 系统 的 稳定 性 

问题 。 注 意 到 XX;(0, 四 二 0， 可 将 式 (4.1.9) 右 端 在 *; 二 0(1= 

0 


a . 
一 > 一 三: Hy :Xi 十 党;， (2 = 1 ,e272) (4.1.20) 


1=1 


其 中 义 ; 对 %/ 的 展开 式 最 低 项 是 二 次 项 。 如 果 在 方程 (4.1.20) 中 
路 去 高 阶 项 羡 ;:， 便 得 线性 近似 方程 


当 所 有 天; 不 显 含 1 或 为 的 周期 函数 时 ，a;; 和 和 也 不 是 含 
或 为 1 的 周期 函数 ， 在 这 两 种 情形 下 有 如 下 结论 :( 1 ) 如 果 线 性 
近似 方程 (4.1.21) 的 零 解 是 渐 捞 稳定 的 ,那么 原 扰 动 方程 (4.1,9) 


的 零 解 也 是 渐 近 稳定 的 ; ( 2 ) 如 果 线 性 近似 方程 的 特征 根 中 至 少 


有 一 个 具有 正 实 部 ， 那 么 原 扰动 方程 (4.1.9) 的 零 解 是 不 稳定 
的 。 
当 线 性 近似 方程 的 特征 根 有 一 部 分 其 有 人 负 实 部 ， 一 部 分 共有 
零 实 部 的 临界 情形 ， 沉 要 研究 非 线 性 项 对 稳定 性 的 影响 。 
例 1 炮弹 旋转 运动 的 稳定 性 "” 
假设 炮弹 质心 作 匀 速 直线 运动 ， 8 为 炮弹 轴 与 该 轴 存 发 射 的 
铅 垂 平面 上 的 投影 之 间 的 夹 角 ， < 为 这 个 投影 与 炮弹 质心 轨迹 之 
间 的 夹 角 ， 则 运动 方程 为 "2?” 
AB + Aw?sinBcosB 一 Ci6cosp 一 eRRsinpcosw 
AdicosB—2 AapsinB + Cnp =eRsina 
其 中 C 为 炮弹 的 轴 惯 性 挑 ， 4 为 对 过 质心 的 横 轴 的 惯性 矩 ， 2 为 
炮弹 旋转 角速度 在 其 对 称 轴 上 的 常量 投影 ， 8。 为 质心 和 压力 中 心 
间 的 距离 ，RR 为 迎 而 阻力 ， 这 些 都 是 常数 。 
方程 (4 ) 有 特 解 
x = 一 4=6= 有 =0 (b) 
取 此 运动 为 未 扰 运 动 。 将 方程 〈& ) 中 第 一 个 方程 乘 以 及， 第 二 
个 乘 以 cosB， 然 后 相 加 并 积分 得 


(&) 


F(a,G,8,bh) = A(p?+ da2cos?8) 


: +eR(casacosp—1)=const. (ec ) 
将 方程 (4 ) 中 第 一 个 方程 乘 以 sinw， 第 二 个 乘 以 sinpgcosa， 
然后 相 减 并 积分 得 
Payd,68,1) 一 406sina 一 dcospsinpcosa) 
+Cn(cosacosB —1)=—const. (a) 


这 两 个 积分 (cc ) 和 “(4d) 都 不 是 定 号 的 。 现 作 一 新 积分 
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VV = ifF,=const. 
其 中 * 是 某 个 常数 ， 我 们 有 也 =0。 将 函数 下 展开 ， 得 
V = {44+ (ChHAa—eR)p’+2 AiGp} 


+ {4Ap?+ (Cni~eR)a:—2 Aipa}+ (e) 


其 中 未 写 出 之 项 是 不 低 于 三 次 的 ， 忽 略 它 们 不 影响 女 的 定 号 性 。 
由 此 看 出 ， 只 要 二 次 型 


Ax* + (CnAi—eR)y+t2 Aixy (f) 
是 正定 的 ， 那 么 V 将 是 正定 的 。 式 (f/f) 为 正定 的 充 要 条 件 是 
A>0, f(1)=At2—Cni+eR<0 (3 ) 

由 此 得 知 ， 只 要 
A>0, C:n—4 AeRS>0 z (7? ) 


按 定 理 2 ， 运 动 就 是 稳定 的 。 
下 面 赋 究 按 线性 近似 来 决定 稳定 性 问题 。 忽 略 方程 (4 ) 中 
带 42, 8 ， 以 及 更 高 阶 的 项 ， 有 
Ap—Cna—eRB=0, Ad +Cnfp -eRa=) (7 ) 
今 % 二 a，Xs 二 0，%y 二 B，% 二 ， 则 形 如 (4.1.13) 的 方程 为 


一 NX2， A = Cy + x C3 二 NI A 一 + 
YI 一 和 2 2 二 本 Yi 本 YX X33 二 NA， Ni 二 本 N2 了 N3 
特征 方程 (4.1.16》 给 出 

一 外 1 0 0 
A A 
0 0 一 / 1 二 0 
0 CH eR _ 
A A 
即 
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由 此 解 得 
+Cnzi + 4 AeR— Cn 


5 (kp) 


1 一 


因此 ， 如 满足 
4 AeR—Cm >0 
则 两 个 根 有 正 实 部 ， 未 扰 运 动 是 不 稳定 的 。 如 满足 
4 AeR—C“m < 0 
由 特征 方程 的 四 个 根 都 是 纯 虚 数 。 此 时 ， 有 临界 情形 、 欲 判断 稳 
定性 ， 需 进一步 研究 方程 〈4 ) 中 的 非 线 性 部 分 。 | 


4.1.2 完整 系统 的 小 振动 


小 振动 是 自然 界 和 工程 实际 中 常见 的 一 种 现象 。 用 分 析 力 学 
的 方法 研究 力学 系统 的 小 振动 ， 可 以 得 到 具有 极为 概括 的 结果 。 

1。 保守 系统 的 小 振动 

研究 约束 是 理想 双 面 完整 的 、 定 常 的 ， 力 是 有 势 的， 是 


全 一 0 的 系统 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 小 振动 。 设 系统 位 形 由 % 个 


广义 坐标 q:(S 二 1,*"* ,1) 来 确定 ， 稳定 平衡 位 置 为 gs 二 0。 系统 的 
动能 和 势能 为 


天 nm 


1 ， 。 
T= 也 和 V=V(g),  (s=1,°%,n) 


且 


(go ) =0， (s=1,°",n) 


假设 VY(0)=0， 于 是 在 原点 邻近 展开 了 ,六 ， 得 


他 nn 全 力 
l 。 。 1 
T =o oat Ve onggt" (4,1.22) 
s=1k=1 s=1Kk=1 


其 中 4&4 二 44(0)。 式 (4.1.22) 中 的 两 个 二 次 型 的 系数 都 是 常 
数 ， 并 且 分 别 为 广义 速 度 和 广义 坐 标的 正定 二 次 型 。 在 小 振动 情 
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形 下 ， 高 阶 项 可 以 略 去 不 计 。 于 是 


1 nm 儿 1 7 闻 
了 = 2 DanGi Ge V= 志 2 Cg-gn (4.1.23) 
$=1k=1 s=1k=1 


其 中 iycix 均 为 常数 ,laixj，jicixl| 都 是 正定 矩阵 ,将 式 (4.1.23) 
代入 Lagrange 方程 (3.1.4)， 得 小 振动 方程 


Dandr t+ cnxgr) =0, (s=1,°%,%) (4.1.24) 
R=1 


用 矩阵 表 为 
Ag+Cgq=0 (4.1.25) 


: py | 
其 中 g=[giy***,9s2]7，A= | ， 
Cnl "gn Cnl"**Cnn 
4，( 分 别称 为 质量 阵 和 刚度 阵 。 

定义 6 振动 系统 的 各 广义 坐标 以 同 频率 、 间 相位 作 语 振 的 
特 解 称 为 主 振动 。 

主 振动 的 表达 式 为 

0 USIN( wi o), (S$S=1, ,Hh) (4.] .26) 

其 中 。 称 为 主 频率 ， 非 零 和 拓 量 [444,… ,ttw]7 称 为 与 主 频 率 相应 
的 主 振 型 矢量。 将 式 (4.1.26) 代入 式 (4.1.24), 得 到 


Clil**Cin 
昌 烛 和 此 囊 争 当当 兴 | 


ee 
m= 


| 


> (cx — wr) =0, (S=1,*"*,) (4.1.27) 
k=1 
为 保证 主 振 型 和 扼 量 非 零 ， 主 频率 必须 满足 方程 
det[Ccnx 一 0 一 0 《4.1.28) 
这 就 走 主 频率 方程 。 


为 用 主 振动 这 样 的 特 解 来 构造 振动 系统 的 一 般 解 ， 需 要 找 出 
系统 所 有 的 主 频率 和 所 有 相互 线性 独立 的 主 振 型 。 

定理 5 (展开 定理 ) ”如 果 振 动 系 统 的 频率 方程 det[C 一 
44) =0 的 根 41,…,4 互 不 相等 ， 则 系统 的 任 一 振动 均 可 用 主 振 
动 的 线性 组 合 来 构成 。 
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定理 的 证 明 见 文献 52]。 
2。 主 坐标 描述 下 的 自由 振动 与 强 退 振动 
首先 ， 讨 论 自由 振动 。 


设 经 过 非 奇 异 线 性 变换 
g; = >irOr, (Ss= 1, ,1) (4.1.29) 
1 


振动 系统 的 动能 和 势能 可 表 为 
T= 0;, 一 村 16 (4.1.30) 


s=1 
变量 9.,…,0, 称 为 主 坐 标 . 利用 主 坐 标 中 的 ,VV 表达 式 ，Lagr- 
ange 方程 (3.1.4) 给 出 


gd,+ 1.0,=0, (S=1, ,1) (4.1.31) 
这 是 分 离 变 量 的 简单 谐振 子 方程 ， 其 通 解 为 
6,.= Csin(w t+ a,), (S$ 一 1 ,和 711) (4.1.32) 


即 每 个 主 坐 标 只 发 生 与 其 相应 的 频率 的 振 动 ， 其 频 率 wj= Yi 
(Ss= 1,"*,%), 而 Cry 2， 为 积分 常数 。 广义 坐标 下 的 通 解 为 


qs= >》 wrCrsin( ort + or), (S=1,°*,7) (4.1.33) 
k=1 


在 主 坐 标 描述 下 ， 当 系统 某 一 主 坐 标 发 生 振 动 ， 而 其 它 主 坐 
标 全 为 零 时 ， 这 种 运动 正 是 主 振动 。 
其 次 ， 讨 论 强 过 振动 。 
设 在 广义 坐标 4:; 下 ， 除 由 势能 广 产 生 的 有 势力 外 ,还 有 随时 
间 变 化 的 强迫 力 
OO 一 CD， (S 一 1 ,nN) 
在 变换 《4.1.29》 下 ， 与 主 坐 标 相 应 的 厂 义 力 为 


六 
刀 .= >》 ourOk， (S=1,°*,%) (4.1.34) 
R=1 


此 时 Lagrange 方程 给 出 
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,+ oi0,.= P.(t), (Ss=1,°*,N) (4.1.35) 
方程 (4,1.35〉 的 通 解 为 
EL)=C ,SIN(W H+ aoa,) + Or (7), (S=1,*,1) (4.1.36) 


其 中 82(1) 是 方程 (4.1.35) 的 任 一 组 特 解 ， 它 反映 了 系统 的 强 
迫 振 动 部 分 。 第 一 部 分 决定 了 系统 的 自由 振动 部 分 ， 其 中 (…，,%， 
为 积分 常数 ， 由 初始 条 件 确定 。 假 设 

P72)= A,singt (4.1.37) 


林 A, 。 ， 
旭 | 0 二 ?SI (4.1.38) 


当 强 迟 力 频率 8 与 系统 菜 一 主 频 率 接 近 或 重合 ， 且 4 和 关 0， 将 出 
现 共振 现象 。 

例 2 耦合 摆 ' 

两 质量 为 %， 长 为 了 的 则 样 数学 摆 的 悬挂 点 在 一 水 平 线 上 。 
在 离 基 挂 点 为 处 联 一 刚度 为 的 弹 先 。 当 摆 在 铅 垂 位 置 时 ， 弹 
簧 处 于 未 变形 状态 。 试 确定 系统 在 铅 垂 平 面 内 的 小 振动 。 

取 摆 与 铅 垂 线 夹 阴 ivy2: 为 广义 坐标 .在 平衡 位 置 := 2:== 
YE 系统 势能 为 


=- m8 VI) + (9) Tl) bo 


(&) 
动能 为 
三 一 op ( 久 ; 十 多 ; =34(9!+9:) z po) 
其 中 a=nD2， Cc 二 mel+ kp:, b= ph, 
主 频率 方程 (4.1,28) 给 出 
C— 0°0 — pb 
= 0 (rc) 
—b C—wa 
由 此 得 主 频率 
。_ C 一 0 8 。 CO 8 RJ” 
WD] tm I? ,一 1 = (Ca) 


方程 (4.1.27》 中 的 一 个 为 


(Cc—A4)u1— bu = 0 
即 


U1 pb 


24 2 CcC—Ad 《2 


对 第 一 个 主 振动 Ui 二 12 二 Cl， 有 


=CsiNnN(wt+i+ oa), 925 一 人 LISIRCOE 十 CI) 


《491 一 92) 
(f) 
对 第 二 个 主 振动 二 一 二 C，， 有 
i=CosIn(wtti a), FO—= —Csin(w,tt a,) (91=— 9:) 


(8 ) 
在 第 一 个 主 振动 中 ， 两 摆 处 于 同一 位 相 ， 弹 秽 不 变形 。 在 第 二 个 
主 振动 中 ， 两 摆 反 位 相 。 
有 了 两 个 主 振动 ， 可 得 到 任何 振动 
pi1=Csin(ot+ oe)+ Cosin( wwii+ ao,) 


Pp2—= CsIn(wti+ oa) — Csin(wtt+ &,) (Ch ) | 


4.1.3” 非 完整 系统 平衡 状态 附近 的 小 振动 
1. 非 完整 系统 平衡 位 置 附近 小 振动 的 特点 
设 力学 系统 的 位 形 由 ?个 广义 坐标 2.(s= 1， 


"0 ,1 ) 来 确定 ， 
系统 的 运动 受 有 8& 个 线性 齐 次 定常 的 非 完整 约束 


?4.8 =0, (P=1,", 08; Ee—=Nn— 2) (4.1.39) 
s 二 1] 
其 中 系数 4.;4,; 不 依赖 于 时 间 1 。 假 设 广 闵 力 是 有 势 的 ， 势 能 VV 


不 含 时 间 i ， 市 能 量 耗 散 用 耗 散 销 数 下 来 表示 ， 则 系统 运动 微分 
方程 为 


e -全 (S 一 1 儿 ) 
A OF: 


《4.1.40) 


其 中 工 =T 一 V。 
现在 设 9 二 4: 二 ，…= 二 9, 二 0 是 系统 的 平衡 位 置 。 由 式 (4.1.39) 
和 (4.1.40) 得 知 ， 在 系统 的 平衡 位 置 上 满足 关系 
点 
和 > 150. 6 00,… 0) 一 0， (S 一 1] ,1) 


B= 1 
(4.1.41) 


由 式 (4.1.41) 知 ， 当 非 完整 系统 平衡 时 ，-97 一 不 同 于 完整 系统 

的 情形 ， 一 般 说 不 等 于 零 。 将 下 在 平衡 位 置 附近 展开 ， 得 

V=V(0,.,0)+ 5 Cog + > > Corgiqrt" (4.1.42) 
了 二 1 s= lk=1 

其 中 / 


C= (7) Cu (mg), 


对 于 小 量 is sno gis sn 晒 数 全 和 无 如 同 完整 系统 情形 
一 样 ， 古 带 闻 系数 的 广义 速度 的 齐 二 次 式 


] 7 7 1 rT 7 
一 本 之 > .4080 = 志 2 > 万 ?0 (4.1.43) 
ss 二 1kR=1 i 二 1k=1 
市 乘 子 的 项 的 线性 化 给 出 
s £ 7 
> 人 6. +68,7 一 > C3 +448) (a2 +a aasgr 十 oo 
月 = 1 B=1 R=1 
£ & 好 
= >， Meior+ 2 D ABQ*, pg 
B=1 B= 1 大 =1 
s 
十 Agdera,si (4.1.44) 
8= 1 / 


站 Oa 。 生疏 
其 中 Verpir 一 epir0…y0)， Et 148 为 不 定 乘 子 


Ap 在 系统 平衡 位 置 的 值 。 
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将 式 〈4.1.44》 和 (4.1.43) 代入 式 (4.1.40) 并 注意 到 元 
(4.1.41)， 得 到 


好 72 7 号 
.+ 0 。 0 0 \ 
> -44GA 十 > 好 kk 十 > ( Cs > hide +a,s .Jgn 
k=1 =1 天 =1 B= 1 
& 
一 >》 gaa, =0, (s=1,°%,1) (4.1,.45) 
B= 1 


对 这 些 方 程 还 需 补充 非 完整 约束 的 线性 化 方程 
> ,4 ,0 = 0, (B=1,*,2) (4.1.46) 
ss 二 1 


方程 (4.1.45) 和 “4.1.46) 称 为 非 完 整 系统 在 平衡 位 置 
0 一 … 王 dg 一 0 附近 的 小 振动 方程 。 将 形 如 
gi = Me’, 1 一 Ne ， (R=1,* 703 0 一 1 0) 
的 解 代入 这 些 方程 ， 得 到 特征 方程 
Py «°° Ps Re rll "ee tn! 
和 
人 一 0 (4.1.47) 


日 0 
Ce tlygl* Het+lsn 0 “°° 0 
| 


过 过 者 学 雪夫 下 


Mn 当 钊 间 jy 0 顺丰 中 0 
其 中 
蕊 
Paa= Arp + BIApHCI— >》 Adat,s, 
B= 1 


由 特征 方程 得 知 :( 1 ) 特征 方程 的 系数 矩阵 不 像 完整 系 统 那 
样 有 对 称 性 ， 而 是 非 对 称 的 。( 2 ) 特征 方程 有 8 个 零 根 。 

非 完整 系统 小 振动 的 研究 归结 为 研究 线性 微分 方程 (4.1.45) 
和 4.1.46)。 但 是 ， 按 小 振动 理论 的 通常 提 法 ， 既 不 能 给 出 稳 
定性 的 解 谷 ， 也 不 能 揭示 零 根 的 性 质 。 

2， 非 完整 系统 平衡 状态 的 流 形 及 其 稳定 性 

现 将 方程 〈4.1.40) 写成 形式 
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er 


OL 2L 
1 入 -- -7-0 + > ApHe+ Bs, (Ss=1,**,%) 


(4.1.48) 
其 中 O, 为 除 有 势力 以 外 的 广义 力 ， 它 们 可 为 7 ，2 的 函数 。 由 
式 4.1.48) 得 知 ， 非 完整 系统 的 平衡 状态 满足 方程 


人 +01 Em ,18,1 一 0， (s=1,°%%,n) (4.1.49) 
这 是 关于 n+ g 个 未 知 量 ge 的 % 个 方程 ,因此 有 8 个 量 可 以 是 
任意 的 .在 一 般 情形 中 ,我 们 有 非 完 整 系统 平衡 状态 的 流 形 。 此 流 
形 在 % 维 空间 中 组 成 维 数 为 & 的 曲面 0z。 曲 面 Ov 用 参数 表示 为 

gq? =g? (hs Ag) 
在 实际 问题 中 ， 方 程 (4.1.49》 可 能 不 全 是 独立 的 ， 此 时 平衡 状 
态 的 维 数 将 大 于 3 。 

由 于 有 平衡 的 流 形 ， 说 到 “ 非 完 整 系统 孤立 平衡 状态 的 稳定 
性 ”是 没有 意义 的 ， 或 者 说 ， 非 完整 系统 没有 孤立 的 平衡 状态 。 
与 此 相关 ， 关 于 非 完 整 系 统 小 振动 问题 的 提 法 本 身 就 应 改变 。 正 
确 提 法 是 研究 非 完 整 系统 在 平衡 状态 的 流 形 附 近 的 小 振动 ， 而 不 
是 在 孤立 平衡 状态 的 邻 域 。 

可 以 证 明 `…， 在 研究 流 形 的 稳定 性 时 ， 可 由 式 〈4.1.47) 简 
音 地 去 掉 零 根 的 办 法 来 得 到 特征 方程 。 对 这 个 特征 方程 ， 所 有 著 
名 的 稳定 性 判 据 都 能 应 用 。 

例 3 斜面 上 的 雪 攀 552 

假设 等 机 在 与 水 平面 成 2 角 的 斜 平面 上 运动 。 设 雪 机 的 刀片 
与 糙 面 接触 点 书 的 坐标 为 Y,y， 雪 机 绕 垂 直 于 斜 平面 的 直线 的 转 
角 为 6。 质 心 C 在 斜 平 面 上 的 投影 位 于 垂直 于 刀片 的 平面 上， 距 
了 为 1。 对 质心 C 的 惯性 半径 为 k。 系 统 的 Lagrange 函数 为 


一 Fm{(tt LOcos0)*+ (y+10sind)’ + k:0’} 
一 Mg(V 一 rcosb)sinw (Ca) 
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设 系统 受 有 粘性 阻尼 ， 引 入 耗 散 函数 
F = 5m{h(i2+) 十 万 (Cb) 


其 中 有 人 0， 万全 0 分 别 为 滑动 粘 摩 探 系数 和 旋转 粘 摩 擦 系数 。 
非 完 整 约束 方程 为 
4 一 %tgb 一 0 (2 ) 
系统 的 Routh 方程 (4.1,40) 给 出 


于 (i+ lOcos0) + hi+ tg0= 0 
Sy+LOsing) +hy+ gsing — A — 
41 Sing )+hy+ gsing 一 六 一 0 《4 ) 


Ifcos6 + ysin0)+ (B+R)O+hO- olsinasinb= 0 
因此 ， 平 衡 状态 请 足 方程 


itg8=0, Ai=mesing, sin0=0 《2 ) 

此 平衡 状态 在 空间 (x,y，9) 中 组 成 两 个 平 面 ， 0 一 0 和 9= T。 
系统 有 一 个 非 完 整 约束 方程 ， 但 非 完 整 系统 平衡 状态 流 形 的 维 数 
是 2。 这 是 因为 方程 (ee ) 中 第 一 与 第 三 个 方程 相关 。 设 zx 三 
Ny 十 SE， 二 Yo 二 7，0 二 00+《，4 二 A0 十 x， 其 中 xo Yo,00,20 为 满 
足 方 程 (2 ) 的 值 ， 即 

iotg0o=0, io=mpsing, singo=0 Cf) 
而 ,3,<,x 为 小 量 。 对 方程 (c)、(4) 实行 线性 化 ， 有 


=0, Stl6+he+ pesing=0 
. (&) 
th 0, (P+RE)C IE thE tlcsina = 0 


其 中 加 号 对 应 9 二 0， 而 减 号 对 应 9 二 TXT。 方程 (8g〉 的 特征 方程 为 


| 0 2 0 0 

p+hp 0 士 1 太 十 psSlinc 0 
一 0 

0 p:+hp 0 一 二 

+7p? 0 (D+R)P +hip+t glsing 0 
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Il 
pi {Rp thE+ER) +bIp +hhptbelsina}=0 (hh) 
简单 地 去 掉 零 根 ， 研 究 括号 内 的 多 项 式 。 当 8= 工 时 ， 最 后 一 项 
系数 是 负 的 ,这 种 情形 是 不 稳定 的 。 而 当 06=0 时 ， 稳 定性 条 件 ， 
按 Routh-Hurwitz 判 据 为 
Ai 一 (1 十 有 2) 十 万 >>0 
pll2+R2)+h 天 


A,= | > 
| plsina hp 


设 4>0， 力 >>0， 则 第 一 式 满 足 。 第 二 式 成 为 
(> Cz) 


$4.2 刚体 定点 转动 问题 的 分 析 动 力学 


重 刚体 绕 固 定点 运动 问题 是 理论 力学 中 最 激 起 好 奇 心 的 问题 
之 一 ， 寻 求 刚 体 动 力学 问题 的 精确 解 乃 是 分 析 力 学 的 精华 。 

1758 年 uler 建立 了 刚体 动力 学 方程 并 给 出 刚体 动力 学 问题 
的 一 般 提 法 。 从 1758 年 至 1959 年 这 二 百年 间 得 到 了 刚体 绕 定 点 转 
动 问 题 的 十 二 种 解 ， 其 中 三 种 为 通 解 ， 九 种 为 特 解 。 各 种 解 的 发 
现 没 有 一 般 方 法 ， 主 要 靠 研 究 者 的 技巧 ， 并 且 在 很 大 程度 上 带 有 
偶然 性 。 

刚体 动力 学 的 新 成 就 是 本 世纪 后 半期 以 苏联 学 者 II. B. Xa- 
PAaMOB 为 首 的 一 批 学 者 的 贡献 。 根 据 已 知 积分 将 原始 方 程 组 降 
阶 的 问题 很 早 就 提出 来 了 ， 但 著名 的 方法 归结 为 异常 笨重 的 、 而 
因此 实际 上 不 适用 的 方程 。XapzaMoB 放弃 传统 的 主轴 ， 引 入 所 
谓 专 门 坐标 轴 ， 新 选取 的 基本 变量 在 此 坐标 轴 中 以 自然 方式 建 
立 ， 因 此 降 阶 基本 完成 。 所 得 的 XapzraMoB 方程 是 两 个 一 阶 方 
程 。 在 对 质量 分 布 的 一 个 限制 下 ,XapzaMoBa 将 问 题 归结 为 一 个 
积分 -微分 方程 。 
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本 万 概要 讨论 刚体 动力 学 的 基本 结果 ， 包 括 Euler-Polsson 
方程 及 三 个 经 典 可 积 情 形 ，XapzaMoB 方程 及 其 降 阶 问题 ， 以 及 
Euler-Poisson 方程 的 各 干 特殊 可 积 情 形 ， 节 后 讨论 带 有 非 完 整 
约束 的 刚体 定点 转动 问题 。 


4.2.,1 上 uler-Poisson 方程 及 三 种 经 典 可 积 情形 

1. Euler-Poisson 方程 

研究 刚体 在 重力 作用 下 绕 固 定点 0 的 转动 问题 。 设 刚体 总 质 
量 为 半 , 刚 体质 心 在 与 刚体 相 固 联 芍 轴 系 中 的 谷 标 为 x6e,yYeszc。 
铅 午 癌 上 的 单位 矢量 在 动 系 上 的 投影 为 Y, 7 ， 7” 。 假 设 动 系 办 为 
刚体 对 0O 的 惯性 主轴 ， 惯 性 主 矩 为 4,B,C。 刚 体 角 速度 在 动 系 
上 的 投影 为 妨 ,q,7。 芋 uler 动力 学 方程 为 


d 
ASh-+ (C—B)gr= Mpe(zey’— yey’) 


z B--+(A-C)p= Mg(xey" ~z07) (4.2.1) 
dr , 
C -了 二 (B—A)paq= Me( ve —xeY) 


在 Euier 动力 学 方程 (4.2.1) 中 出 现时 间 上 的 六 个 未 知 函 
数 p,q,r?，Y,Y’ ,7Y” 以 及 表征 刚体 质量 分 布 的 六 个 常数 4,B,C， 
xc， ycyzc。 为 寻求 这 六 个 未 知 函 数 ， 需 再 补充 三 个 方程 。 由 铅 垂 
向 上 单位 矢量 的 端点 速度 在 固定 坐标 系 中 等 于 零 ， 得 到 


dy’ dyY" , 
这 就 是 Polisson 方 程 。 


十 六 个 未 知 图 数 ,9,7+，Y,，Y ,YY” 的 六 个 非 线 性 微分 方程 (4， 
2.1) 和 (4.2.2)， 称 为 Euler-Poisson 方程 。 

2. Euler-Poisson 方程 的 三 个 第 一 积分 

现 将 Euler-Poisson 方程 (4.2.1) 和 (4.2.2) 写成 形式 
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dp do dr dy 
a PP, qr 0, df Rf a = 
/ a 
7 dd _,, (4.2.3) 


P= {Ne(zey yoy’) —(C— Bg} A! 
O= {Me(xeyY’”—2c7)—(A—C)rp}B! 
R= {Me(yeY—xcY)—(B--.4)pg}C™! (4.2.4) 
=r7’' gy7’, 1 =p7—rY, 1 =g7—pY 
方程 (4.2.3〉 还 可 写成 
Sp dt (4.2.,5) 


i -~ 一 
kr 


P 0 “RT 1 

为 解 方程 (4.2.1) 和 (4.2.2) 需要 知道 六 个 独立 的 第 一 积 
分 。 但 是 ， 由 关系 (4.2.4) 知 ，P,0,R,1',17",1”“ 不 显 含 时间 
ft ， 因 此 只 要 求 得 不 含 寺 的 五 个 第 一 积分 就 够 了 了。 进而 ， 因 1 是 
Luler-Poisson 方程 有 隐 最 后 磁 子 ， 按 Jacobi 定理 ， 只 要 知道 四 
个 第 一 积分 就 够 了 和 7。 

上 uler-Polisson 方 程 的 三 个 不 含 时 间 的 独立 的 第 一 积分 如 下 ， 

(1) 能 量 积分 

将 六 个 方程 (4.2.1) 和 “(4.2.2) 两 问 分 别 乘 以 2,9,7? 和 
gxc, 必 gyYe，Mgzc， 然 后 相 加 ， 并 积分 得 

ApP*+Baq+Cr +2 Moe(xecYi+ Vey zy )=0=2h (14.2.6) 

(2) 面积 积分 

将 六 个 方程 (4.2.1) 和 (4.2.2) 两 端 分 别 乘 以 7,7 7” 和 
42,DBqgCr， 然 后 相 如 ， 并 积分 得 


ApY+ ByY’ HLCzry7 一 cs (4.2.7) 
(3 平凡 积分 《几何 积分 ) 
?2 二 ?+3? 和 一 Ci 一 1 (4.2.8) 


有 了 这 三 个 经 典 第 一 积分 ， 刚 体 绕 定点 转动 问题 的 解 便 归 结 
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为 寻求 第 四 个 积分 。 

3。. Eujier-Poisson 方程 的 三 种 经 典 可 积 情形 

需 补 充 的 第 四 个 第 一 积分 ， 虽 经 众多 数学 家 的 努力 ， 但 在 一 
般 情形 下 尚未 找到 。 在 对 刚体 质量 分 布 的 限制 下 ， 即 对 季 数 4， 
DP,C,xcyvycyzc 的 限制 下 ， 补 充 的 第 一 积分 仅 在 下 列 三 种 情形 中 
求 得 。 

(1) Euler 情形 
在 tuler 情形 ， 有 


XY; Ve=2c=0 (4.2.9) 
此 时 uler 动力 学 方程 (4.2.1) 有 形式 
dp yy) dg _ 
A +(C—B)gr=0, Bt+(A-C)p=0, 
1 (4.2.10) 
Cit+(B—A)pg=0 


将 式 (4.2.10〉 三 个 方程 两 端 分 别 乘 以 4p,Bg 和 Cr， 然 后 相 加 
并 积分 ， 得 到 第 四 个 积分 
A:p*+ Bg +C =er (4.2.11) 
(2) Lagrange 情形 
在 Lagrange 情形 ， 有 


A=B, xc= vce=0 (4.2.12) 
在 此 情形 ， 方 程 (4.2.1〉 的 最 后 一 个 有 形式 
dr 
下 二 
而 第 四 个 积分 为 
y= Cs (4.2.13) 


(3 ) KoBareBcKa8 情形 
在 KonanepcKa9 情形 ， 有 
A= B=2C, Vc=26=0 (4.2.14) 
在 此 情形 ，Euler 方程 (4.2.1) 为 
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d , / 
dp 0 2 -于 eye (4.2.15) 


_ Migxo 
Cc 
将 方程 (4.2.15) 第 二 个 乘 以 1 二 Vv 一 1 并 与 第 一 个 相 加 ， 
得 
2 Ar Pt) = (PT 19)+10) (‘1.2.16) 
将 Poisson 方程 (4.2.2)〉 第 二 个 乘 以 i 并 与 弟 一 个 相 加 ， 得 
YF) = i i) ti (p+ig) (4.2.17) 


将 式 (4.2.16) 乘 以 (p+ig)， 式 《4.2.17) 乘 以 (一 c)， 然 后 
相 加 ， 得 


{CBHIg) YH) = ir{ (p+ig) ely +iy’))} 


它 可 改写 成 
ln{(p+ig): ce y+iy)} = —i {4.2.18) 
用 (一 i ) 代 灯 i ， 重 复 前 面 讨论 ， 得 到 


In{(p ig ey iy =i (4.2.19) 


将 式 (4.2.18) 与 (1.2.19) 相 加 ， 并 积分 ， 得 
{( 态 二 il 一 CCY 二 ii 人力 一 这 一 CCY 一 这 让 =cs 


(太一 人 一 0 二 (2 .80 一 CcY 六 三 Cl (4.2.20) 
这 束 古 补充 的 第 一 积分 。 
在 以 上 一 种 情形 ， 问 题 归 结 为 求 积 分 。 在 前 两 种 情形 中 ， 
Euler-Poisson 方程 的 通 解 表 为 时 间 的 椭圆 函数 ， 而 在 第 三 种 情 
形 表 为 时 间 的 超 袖 加 函数 。 
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4.2.2 Xapnamos 方程 及 其 降 阶 问题 


1. 专门 坐标 轴 中 的 运动 方程 
取 任 蕊 直角 坐标 系 08156.$;， 轴 向 单位 矢 量 e1,e:,es 固 联 在 
刚体 卡 ， 动 量 和 矩 为 
K=relt we + xse 
角速度 为 
WV el we We 
K=~ow.L 


Li Li Li 
(a 7 2。 23 


La 132 La3 


其 中 


是 惯量 张 量 ， 干 是 
Xi= Lni+ Lizws tt Liss, (2=1,2,3) (4.2.21) 
由 此 可 反 解 出 


i= bx1t VixXs 二 3 (4.2.22) 
-和 ™ 中 


] .1 。 
b= A (LaLas—L2s), l= (Llu—L: 1 ) 


] » 
l= Lida Lis) 
—J 1 Lai—LuL,), 1 = (0 Li Ls) 
:23 二 32 信 -124.31 11423j， 3 3 和 A 23 12 “22 人 31 9 


] 
bi2 一 21 一 A Lasik — LasL12) 


A=det(L:;;)A*0 (4.2.23) 
刚体 的 动能 为 


7 = 了 Kow= 六 (Pa + Lat@ 3 L338) + L300 
十 2310301 十 蕊 12G102? (4141.2.214) 
将 式 《4.2.22) 代入 式 (4.2,24)， 得 
I 。 。 2 
T= (Lx 十 22 十 ZL33Xa ) 十 LoaXaX3 Tt LyiXsX1 + LexX1X2 
(4.2,.25) 
现 将 坐标 轴 O08,626: 绕 08, 转 一 角 a ,得 到 新 坐标 系 O21 E68， 
动量 矩 的 新 坐标 记 作 x1,xz,xs， 且 


Xi 一 和 1 X2 一 %sCOSCX ~— Xs SINg, %3 一 和 SIC 十 MrxzCOSC 
-| ACE 、 
而 动能 为 


党  _ 革 法 


] 2 2 2 
T= 7 (nx 十 + [2X 2 + lssxs ) + [23% 2Xs 十 5YXaX1 十 31Xa 


其 中 避 ; 容易 用 Li; 表示 ， 特别 地 
B= 7 (sl)sin2 a +lscos2 a 


现在 取 


» 1 A 2 bo 
oar 8 7,- 


~ 1 本  _ 革 来 ,来 2 灯 党 六 
oe [XC 十 + 7/: Xe) + (I 十 LX 2 )X1 (4.2.26) 


一 Pa 


现 取 专门 坐标 系 07,727s， 使 O07, 通过 刚体 质心 G, 而 钠 O7。 
和 (07s 如 此 放置 以 使 动能 有 表达 式 (1.2.26)。 用 4&4,41,4:,01,52 
代替 tn, 3 ,3 用 ,V2 代 赫 Xi，X2,X3; 用 Dy Dy sg 代 
替 oilyowsy 2;。 于 是 ， 动能 和 人 角速度 表 为 
] 
六 二 (CU ta + ee) 十 (总 7 十 六 2) 全 (4.2.27) 
=axr toOV+t os, wy=a Vthx, Wd22+ox (4.2.28) 
于 古 重 刚体 绕 固 定点 运动 的 方程 在 专门 坐标 系 中 表 为 
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yy 
-= (G2— 1) 2 二 《02 一 012) 艺 


de 


d 
(Ga)axt (dvt ba)s bx vl 《4.2.29) 


di =—(4—01)VX— (VIV+ O22) y+ Dx’ + v7 


dv 
di ™ (022+ OX) V2 — (HY + DIxX DY 


i 


7 (OXtO V+ ba) (022+ Ox) (4.2.30) 
dv, z 
-一 一 (ax +bry + bz2) rt (GY + OY) 


太一 一 epoc (V6 为 距离 OG )。 
在 专门 举 标 系 中 三 个 经 典 第 一 积分 为 


其 中 ,viv 为 铅 垂 向 上 单位 矢量 在 专门 坐标 轴 中 的 投影 ， 而 


] ， » 。 
了 CA 十 G14 十 G22 1 十 (OIV+ O22)X v1 =FE (4.2.31) 


X71 二 VL2 十 223 一 IJ (4.2.32) 
v1 二 vs 十 v3 二 1 (4.2.33) 
2. XarnaM08 方程 z 
现在 利用 积分 (4.2.31) 一 (4.2.33) 来 降 阶 方程 (4.2.29)、 


(4.2.30)。 用 式 〈4,2.29) 后 两 个 方程 及 积分 (4.2.31) 来 表 
示 量 V1 ,Ys Y3, 有 


] 
VT = (a ta yy +a) + (Dy +o2) rE 
， »，_dz 
| = (G0) Yt Dv toa2) YX + (4.2.34) 


v31’" = (4—02)2xX+ (Dry + baa)s — bat? — 
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将 式 (4,2.34〉》 代 入 积分 (4.2.32) 和 (4.2.33)， 得 到 


dz dy /2 2 ‘( QlN,, 
一 一; ci + (bi + 622) (4 士 必 ) 十 区 tt 二 )y 


+ (4a) +a Ex -m= (m= 1°1) 
1 ，, 1 
和 a 十 QV 十 QQ22*) 十 (YY 十 022) 和 一 所 | 


» dz 1: 
+ (GC—41) VY+ CD 


1 和 
十 {aaa)ar + (biYy+ 502 一 02 一 一 太一 


(4.2.35) 
由 方程 (4.2.35) 借助 方程 (4.2.29) 第 一 个 消去 1 ， 得 到 两 个 
一 阶 方 程 


dz 
{Cd — AQ1) V+ (By — B12) x}( YS 一 之 
+ (biv+ bi2)( 72 十 22) + a 一 人 2 -2 | 
1  ， 
十 可 CU —Ex—m=0 


1(z 一 67 二 (0OY 十 OZ) 一 六 十 [CC 一 和 )V2 二 (py 


ds 
— 0b12)%X) “dx 1 {a a)xzt (Diy + D2)2— bx" 
+[( ) vz + (biz2—D Ly 
(qad yat (Bisby 


] ， ?3 
十 | 2 (AX tary +a22)+ (Diy+ 02)x—E | 一 天" 一 0 


(4.2.36) 
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-tr a Err 二 上 用: 下 biz c 症 让 一 二 -于 生 和 nF 四 


。 dy oo dz 
由 方程 (4.2.36》 可 解 出 二 二 和 x ， 有 
， dy , 
(V+ 2 ) {C0 A) YZ (Dy — 012)x} dr (V+2) {4— 04)2x 
l 
+ (DIV+t O02)2— bx} + 2 和 a 十 14 十 G22 ) 


Ha 一 下 一 miz+J (4.2.37) 


I 
(vi+2){(41—42) y+ (012— 0sy) x} = (V+2){(a—A1) XY 


加 [ ， ? 
+ (Diy+ 62)Yy—OX*} + we (CEX 十 GT 十 好 2 


十 《DY 十 bz) EY —my 2R 
其 中 


7 他 可 J 闻 
R=(y +2)1 +2 rx 7 (aX* AY + R22 ) + (BivV + Oz)x— E} 


。 。 1 ， 
-一 (a tv 十 22 ) 入 Car 十 74 一 (2) 


+ (Dyt br EY —m (4.2.38) 


方程 (4.2.37) 称 为 XapIaMoOB 方程 “…. 设 由 方程 (4.2.37) 
解 得 二 v(x)，z 二 2(x)， 将 其 代入 方程 〈4.2.29) 第 一 个 可 求 得 
x 二 x(1)， 轴 将 这 些 代 入 式 (4.2.34) 可 求 得 "yza。 注 意 到 ， 
方程 (4.2.36〉 在 条 件 x 关 const. 时 才 是 对 的 ， 因 此 ， 其 中 x* 寺 
const . 的 解 应 单独 研究 。 还 要 注意 ，XapxaMos 方程 (4.2.37) 
还 可 归结 为 一 个 二 阶 方程 -。 

3。 归结 为 一 个 积分 -微分 方程 

当 65, 二 0 时 ，XapAamosa 证 明 ， 专 门 坐 标 轴 中 的 方程 可 归结 
为 一 个 积分 -微分 方程 
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on m,n TH ph 一， me 一 一 re m- - 


dy .1 z eo Fs 


人 (Qi 一 ip)7yY(CS) 二 (一 12) cay Lye), é] 


-一 Do 一 


XCYy(E),é¢) dé 
~ dz ” 
expies) XCEY(7),7) )de 
1Y 
一 Ga2g1 十 (81 人 2 二 20 + AX’ —2 上 ) (4.2.39) 


其 中 


六 (YN) 一 (G1—A2)Y + oxX 
1 1 (4.2.40 ) 
I'Y(v,xX)= FD (A182) + OixXV 十 F(A 2)X + 


[而 He2 为 任意 常数 。 


4.2.3 Euler-Poisson 方程 的 若干 特殊 可 积 情 形 


Euler 情形 ,Lagrange 情形 和 Kosanescrag 情形 是 Euler- 
Poisson 方程 的 通 解 。 如 果 不 仅 对 质量 分 布吉 以 限制 ， 而 县 对 运 
动 的 初始 条 件 也 加 以 限制 ， 则 找到 的 解 为 特 解 。 从 1890 年 到 1959 
年 ， 人 们 总 共 找 到 九 种 特 解 。 

1，Hess 情形 (‘1890 年 ) 

在 Hes; 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 为 


Ye=0, AxeE(B—C)=C2e(A—B) (4.2.41) 
此 时 有 第 四 个 积分 
4Yc 办 +LCzcz 一 0 (4.2.:42) 
条 件 〈4.2.42) 表示 刚体 动量 CR 与 质心 G 的 联 线 
上 的 投影 为 零 ， 这 是 对 运动 初始 条 件 的 限制 ， 它 是 一 个 特殊 积 


分 。 
2. BoG6ptineB--Creknos 情形 (1896 年 ) 
在 此 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 为 
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B=2 A, xc=2e= 0 (4 。 


Maye 


/==0，0 一 0 一 Const.， 旋 二 A 7 (4. 


3。 CTeKkJIoB 情形 (1899 年 ) 
在 CTCKIOB 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 为 


Vc 二 Zc 三 0 (4。 


在 此 情形 有 


BAO) 
?P92 CA Max 


(4-B)(CA-C) 
(2 B—A) Mgxe 


— 7 ”=pr 


Ap’~- (2 BA)g+(2C—A)r:=0 (4.2. 


p+ (2 BABo+(2C-ACr:=L 
2B-A)(4-2C) 


.13) 


.14) 


.45 ) 


4. Topsuen 情形 (1899 年 ) 
在 Topsyes 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 为 
Ve=2c=0, AC =8(A—2 B)(B—C) (4.2.50) 
此 时 有 
4 B—34A jy EtHPIPY ~ 
一 了 — 2 M pxe pg,， 一 了 一 Jexc 《14， .DT ) 
其 中 
—48B 
一 | (2B-C)(2B-3C) (4.2.52) 
,A(3A-4B)(4B-3C)(5C-4B) 
32 MexcBC(B—C) 
以 及 


BE Megxc 


ta AB( oC IB-IC) ‘4.2.53) 


5 dannbirnn 情形 (1904 年 ) 
在 danmnmrnan 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 为 
9(2 B— A)(2C—A)=4 BC, ye=26=0 (4.2.54) 


此 时 有 
_ pg in) LY 
__y/ 1 13 Ai- _ 
7 一 (0 二 4 YP (et wp) M pxe 
(4.2.55) 
其 中 
(Bm—A)(C—A) . (已 一 必 )(( 一 全 ) 
0 一 2C—A ”2B-.4 ， 
C3.4—2B) Bl(34A4—2C) _ 
-oS “一 一 了 万 二 本 一 本 S (4.2.56) 


而 为 下 列 方程 的 根 


4(2B—A):(2C— A)- 
A*(2 B+2C—3 A)s’ 一 3 A—2 Bj A 7 CI 8 g2 和 人 


(4.2.57) 
并 且 有 
Ap’— (2 B—A)(2B—34A)g—(2C—A)(2C—3 A)r’=0 
(4.2.58) 


6. Kowalewski 情形 (1908 年 ) 
在 Kowalewski 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 为 


_c 
A=18C 二， yc 一 2c 一 0 (4.2.59) 


此 时 有 
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87 和 一 3C 105 二 9C Nb By | 
(4.2.60) 
以 及 
gq +mo(p—e0) :=mi= const, (4.2.61) 
其 中 
36 (一 3 (3C ~2B) (3C 一 4 已 ) 
“oI0B-9C) 0 2 bpB(10B—9C) 


(5 为 常数 ) (4.2.62) 
7。Topgudueag-JanJplra 情形 (1900 年 ) 
在 [TopsaqeB-Hannmraa 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 


为 
A= B=4C, yc=2c=0 (4.2.63) 
此 时 有 
4(pY+aqY’)try 一 0 (4.2.64) 
以 及 
Mf gxe 
z( 力 2 十 02) 一 一 -一 力 7“ 一 const. (4.2.65) 
8。 Grioli 情形 (1947 年 ) 
在 Grioli 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 为 
ye=0, VB-—C wo 一 A—B (4.2.66) 


(Axcpt+Czcr)qg— Moe(xe +T23)7 = 一 0 (4.2.67) 
xc 力 二 26 一 Mb 一 COnSt. (4.2.68) 
Bmo(zep—xer)— (A—C)(XG+2e) Pr : 
+ Nfo(xs+22)(XeY 一 zc7)= 一 0 (4.2.69) 
p*+g+y =c=const,. (4.2.70) 
9. Xapnamosa 情形 (1959 年 ) 
在 义 apnaMmosa 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限 制 条 件 为 
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ye=0, (2C ~A)V A(C—B)(2C—A) xc 
+(C—2A)V C(A-B}(C—?2A) z=0 


C24A4>2B (xc< 0) (4.2.71) 
此 时 有 积分 
Apcoso+Crsin?o=n=const. (4.2.72) 
— Moy’v xe + Ee=ag(0p + 6) (4.2.73) 
其 中 
np /AC GC TA 


(C—A){3 AC—B(A+C)Y 


coso= C(A—B)(C—24) 
(C—A){3 AC—B(A+C)}?’ 
(A—B)V x:+22 sino 
ZcCOSO — XLSIND ? 


(4.2.74) 
b= 


(一 C)V x +22 cos? 
和 ZocCOSP — XeSIinP 


需要 注意 的 是 ,在 Xapxamosa 情形 中 ,要 求 C>2.4>>2B，。 
但 是， 对 团体 来 说 ， 这 个 条 件 不 能 实现 ， 因 为 这 与 4+B>C 相 
放 盾 。 后 来 有 人 和 人 证明， 这 个 条 件 对 于 充满 无 摩 扩 不 可 压缩 流体 的 
回转 刚体 是 可 实现 的 。 
从 本 世纪 六 十 年 代 开 始 ， 人 们 借助 不 变 关系 方法 找到 了 一 些 
新 的 精确 解 '37。 


4.2.4 市 有 非 完 整 约 束 的 刚体 绕 固 定点 转动 问题 


刚体 定点 运动 的 经 典 问题 ， 现 时 因 与 各 种 技术 领域 相关 ， 已 
具有 新 的 意义 。 例 如 ， 飞 行 器 或 应 相对 某国 定 坐标 系 保持 定向 ， 
或 者 按 确定 的 规划 改变 方位 ， 又 如 ， 两 个 人 造 卫星 的 对 接 ， 这 些 
都 是 具有 非 完整 约束 的 刚体 运动 问题 。 

1. 有 非 完整 约束 时 重 刚 体 绕 固定 点 的 转动 

研究 一 重 刚体 绕 固 定点 0 的 转动 ， 此 刚体 的 运动 受 有 约束 ， 
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使 刚体 的 瞬时 转动 轴 总 是 在 与 刚体 相 固 联 的 平面 XO0y 上 。 令 角 
速度 在 动 系 OX yz 中 的 投影 为 01，%;2，%3， 则 所 受 约 东 为 

w= 人 0 (4.2.75) 
这 是 一 个 非 完 整 约 束 。 由 $3.3 中 例 3 知 ， 刚 体 绕 定点 转动 的 加 
速度 能 量 在 准 速 度 下 表 为 


] . 
Vo= (10 + /0 + J 30 3 —2 六 OO 一 2 /D0 


一 2 /0301) 二 (003 一 Oo0z) (10 Om— i202 — 3103) 
十 (OO301 一 四 io03)( 一 /0 十 /op 一 广 303) 
+ (Oo 一 @ooi)( 一 三 301 一 .aos t+ 3%3) 

芍 谍 到 非 完整 约束 (4.2.75)， 则 


1 . ， 
SoD + [2@; —2/1:010,) 


+ (O02 O01) (Co— 1301— 230,) (4.2.76) 


Appell 方程 (3.3.53》 给 出 


Oo D.9， ， , 
8 机 二 人 1 kit (4.2.77) 


因 
Pi=Mpe(2cY 一 yc7 ), Pi=Mp(xey’ 一 2c7) (4.2.78) 
将 式 (4.2.76) 和 (4.2.78) 代入 方程 (4.2.77)， 得 
六 OO 一 六 OO 一 (oOi+ J2302) w= Mel(z6y’ — yey’) (4.2.79) 
J2@2— dt owt fa302) 0 = Mo(xey” 一 267 ) 
在 有 非 完 整 约束 (4.2.75) 时 ，Poisson 方 程 (4.2,2) 成 为 
p=—o 7 , = 三 om p=oy oy (4.2.80) 
方程 (4.2.79〉 联 同 Poisson 方程 (4.2.80)， 可 求解 问题 。 此 
问题 有 两 个 第 一 积分 
Jio? + Po3 一 27aoios 廿 2 Mg(xcyY 上 woy' 二 257) 一 2 天 
(4.2.81) 
以 及 / 
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?72 十 7 一 (4.2.82) 
2. 当 作 用 力 通过 固定 点 时 刚体 的 运动 
现在 研究 当 作 用 力 通过 固定 点 上 时， 刚体 绕 定 点 的 转动 问题 。 
为 简单 起 见 ， 令 .六 = 王 0。 此 时 式 (1.2.79) 成 为 
fi Coi+ 302) ;=0, fr@st+ (Ciswit Jf2302) m1=0 
(4.2.83) 


将 起 (4.2.83) 第 一 式 乘 以 01， 第 二 式 乘 以 0， 然后 相 加 并 积 


Ji®1+ J2®02=2 (14.2.84) 
全 


2 
人 1; 一 一 SiHX ， oo 2 和 -cos (4.2.85) 
? 坟 


则 方程 (4,2.83) 成 为 


,2 
《一 
5| 进 常数 和 & 
» 2% ,Jj ， aa 1 
RR’ = JT: (Jafit fifi), a=arctg( 1 
(4.2.87) 
则 方程 (4,2.86) 成 为 z 
X=khsin(x+ oa) (4.2.88) 
积分 之 ， 得 / 
te(—5 )=e : (4.2.89) 


其 中 * 为 任意 常数 。 
由 式 (4.2.89) 得 知 ， 当 i 一 so 时 ,x 二 x 一 a, 因此 由 式 
《4.2.85) 得 


0 TV sin oo 7 COSC (4.2.90) 
2 
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oa aa 4.2.91) 
(0) » 8 fia ( 


公式 (4.2.90) 和 (4.2.91) 表明 ， 刚 体 渐 近 地 近似 于 以 常 角 束 
度 绕 某 直线 转动 。 


$ 4.3 相对 运动 动力 学 


随 肴 近代 科学 技术 的 有 发展， 对 复杂 力学 系统 的 动力 学 卫 冤 杰 
得 越 来 越 重要 。 这 些 复杂 系统 的 运动 包括 载体 的 运动 以 及 饭 载 系 
统 相 对 于 载体 的 运动 。 研 究 复杂 系统 的 运动 ， 可 在 价 性 坐标 系 中 
述 行 ， 也 可 在 加 联 于 载体 上 的 动 坐 标 系 中 进行 。 用 分 析 力 学 的 理 
论 和 方法 研究 力学 系统 的 相对 运动 动力 学 ， 不 仅 在 表现 形式 上 运 
到 统一 ， 而 生 对 复杂 系统 显示 出 优 超 人 
本 市 讨论 完整 系统 和 韭 完整 系统 相对 运动 动力 学 方程 。 


4.3.1 完整 系统 的 相对 运动 动力 学 

1。 被 载体 相对 运动 微分 方程 的 一 般 形式 

研究 一 质点 系 ， 它 由 载体 和 六 个 质点 (被 载体 ) 组 成 。 设 载 
体 的 运动 给 定 ， 需 要 确定 被 载体 的 运动 ， 并 且 假 定 密 载体 的 运动 
不 改变 载体 事先 给 定 的 运动 规律 。 

设 载体 的 运动 由 基点 0 的 速度 v ,和 它 的 角速度 来 确定 。 
被 载 质点 相对 惯性 坐标 系 Oxyz 的 位 置 由 矢 径 7; 确定 ， 相 对 与 载 
体 相国 联 的 坐标 系 Ox Y 2 的 位 置 由 天 径 盖 确定 ， 设 mr 中 不 亚 
含 时 间 二， 目 

rer (gg), (一 Vi Ss=1,",n) (4.3.1) 
用 ro 表示 载体 基点 的 和 天 径 ， 则 有 
ri;=ro+r, 


其 中 mm 为 时 间 的 已 知 阔 数 。 将 式 4.3.1) 对 有 时间 二 求 导数 ， 得 
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- 


和 导 l ， 
rr +xXr,= Dd tr (4.3.2) 
三 1 " 
条 
其 中 六 为 r; 的 相对 导数 。 系 统 绝对 运动 的 动能 为 


1 ,、_ 1 | 
1 Tm “二 Mv t+ My (WXr) +t F000 
:=1 


关 着 
mr yz 十 DO.+ow 天 (4.3.3) 


站 = 


1 
一 一 一 


工 
导 


1 
lt 


f 


、 
其 中 以 = >》 mi 为 被 载体 的 总 质量 ， ri mr 为 被 载体 
:二 1 


:=1] 


质心 在 Ox yw 2 中 的 天 径 ，64 为 系统 在 O 点 的 惯量 张 量 ，Q, 为 
NN 其 
系统 相对 动量 主 矢 ， Q. 一 2 mir;， 必 ;为 系统 对 基点 O 的 相对 


:三 1 
动量 和 矩 主 和 拓 ; 天 ;= Sr x rr 将 式 (4.3,3〉 写 成 形式 
1 = 1 
T=7 +i, +i, (4.3.4) 
员 
1 ， ,1 
l= Mv t+ Mo (WT) + sO “ww (4.3.5) 
T=V00 Qt+ wkK, (4.3.6) 
1 NN 
T= DD mr (4.3.7) 
:二 1 


它们 分 别 为 牵连 运动 动能 ， 混 合 动能 和 相对 运动 动能 。 
现在 由 工 agrange 方程 (3,1.2) 导 出 相对 运动 动力 学 的 Lag- 
range 方程 。 将 式 (4.3.4) 代入 式 (3.1.2)， 得 
EA(TOFE(TA)+E(T)=0, (Ss=1,%,n) (4.3.8) 
我 们 计算 得 和 
] 00- 


7 Or c : 
FAO Mo oo gg (4.3.9) 
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其 * 
££.(T,) = No, + CO 。 trK)) (4.3.10) 


上 


这 主星 号 表示 在 计算 Euler 算 了 于 时 对 时 间 的 导数 是 在 与 栽 体 相 国 
联 的 坐标 系 中 进行 的 。 将 式 (4.3.9) 和 (4 .3 3.10) 代 和 人 式 (4.3.8)， 
得 


~ (5 > 、 Or. 1 00? 
OT Mo to) to 


一 oo (4.3.11) 


下 面 说 明 方 程 (4.3.11) 右 庙 各 项 的 力学 意义 。 矢 量 
-一 Afv, = -一 M(vs + wxv,) 


称 为 平 动 运动 的 惯性 力 ， 而 量 


; Ore_ 0 j,* ,0 
0 = 一 47p，。 By, -一 0g, NA! (vo 十 CU X Vo) er 一 一 dg, 
(4.3.12) 


称 为 人 多 下 全 全 局 mL 义 从 价 性 力 ， 其 中 有 "为 这 些 力 的 均 义 场 势能 。 


pro -0 (4.3.13) 
为 离心 力 势 能 ， 而 量 
1 60 
0 = -- Bo = 3 Co 。 Bo, 。 CU (4.3.14) 
是 广义 离心 力 。 Xx 
okK, r. : 
一 0 9 ww xy :3 一 OQ" 4.3.15) 
32. = -5 (Or = ( 


为 广义 转动 惯性 力 。 最 后 一 项 
NV 


OErK)=—) m2wxr, ) (4.3.16) 
三 1] 4 
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表示 广义 Coriolis 惯性 力 ， 间 时 也 可 作为 广义 陀螺 力 


—w Er(K')=71,= ) 7nd (4.3.17) 
其 中 陀螺 系数 为 
y 一 2C0。 5 人 2 人 -一 (4.3.18) 
上 = 1 09x 


最 后 ， 将 式 (4.3.12)、(4.3.14)、(4.3.15) 和 (4.3.17) 代 
入 式 (4.3.11)， 便 得 59) 


d of, 
dr 人 0 一 = 一 


3 (V+V®)+O +1,, (S= 1,*,%) 


(4.3.19) 
方程 (4.3.19) 就 是 相对 运动 动力 学 的 Dagrange 方程 。 方 程 左 
咱 仅 依赖 于 由 被 载体 相对 载体 的 位 形 和 运动 所 确定 的 量 。 只 要 在 
方程 石 问 给 主动 力 加 上 由 载体 运动 引起 的 惯性 力 ， 相 对 运动 方程 
束 有 绝对 运动 的 形式 。 
2. 被 载体 相对 运动 微分 方程 的 几 种 特殊 形式 
下 面 讨 论 相 对 运动 动力 学 方程 (4.3.19) 的 儿 种 特殊 形式 。 
首先 ， 如 果 载 体 作 平 动 ， 则 有 
V*=0°=7",=0 (4.3.20) 
此 时 方程 (4.3.19) 成 为 


d 07， 0L， OV™ 


OO 


df 7， ”00. 一 0 (S$S=1,**,N) (4.3.21) 


其 次 ， 如 果 载 体 作 定点 运动 ， 可 取 固 定点 为 基点 ， 于 是 有 
"一 0 (4.3.22) 
而 方程 (4.3.19) 成 为 


d Of _H7, OV? 加 
di 0d, Og, 一 以 一 Bo 1K: + 了 9 ($= 1,**, 7) 


(4.3.23) 
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最 后 ， 如 果 载 体 作 定 轴 匀 速 转动 


我 们 有 
V°=0°=0 (4.3.24) 
于 是 方程 (4.3.19》 给 出 
d of. ol, OV ® 


di 0 dg TC Go Ts 


(s=1,%*,.1%) (4.3.25) 
如 取 定 名 为 0z(0z’), 则 


N 
1 + / 
= 一 0 mi ty 
N ， , 
其 ， 0OX ; ” ， OV; 
7202 mi( » Og Ag; ) 
i=1 四 


于 是 方程 (4.3,25) 给 出 


d 07, 07, 
df 00， Og; 
BY / / 
一 (人 十 “之 ms (xt 2 ) 
> OX' Oy, 
十 2 2 2 mi( Dor xB) (s= 1,.**,%) 
(4.3.26) 
在 不 少 情况 下 ， 方 程 (4.3.26) 的 右 端 第 三 项 为 零 。 
3. 能 量 方程 
现 将 广义 力 0; 分 成 两 部 分 
Q;:=0;,+0Q, 
其 中 05 为 有 势力 
"oF 
' 0g; 


d 6L, OL: jy ，，， 
di 0 Go QtItQs, (s=1,%,n) (4.3.27) 


其中 


也 一 了 ,一 六 一 一斑” (4.3.28) 
由 式 (4.3.27) 容易 计算 得 
a - of = - w 。 ?7 2 ~ 7 ， orL, 
半生- 和 
fs=1 s=1 =1 fs 二 1 
(4.3.29) 


由 陀螺 力 的 性 质 ， 有 


?T=0 (4.,3.30) 
=1 
于 是 
d L, 。 - jp OL 
(DL)= > OFq; 十 2,.0'0:—- : (4.3.31) 
js 二 1 了 二 了 二 1 
方程 (4.3.31) 可 称 为 完整 系统 相对 运动 动力 学 的 能 量 方程 。 由 
此 得 下 述 命题 。 
命题 1 如 果 工 .不 显 含 时 间 上 二 , 非 势 力 为 陀螺 力 或 不 存在 ， 
且 w=0， 则 存在 广义 能 量 积 分 59: 


L, . 
5 ry, L,=h=const, (4.3.32) 
:二 1 ods 
4、 相 对 平衡 
设 
0 一 07 一 CORSt.， (s=1,°,n) (4.3.33) 


是 被 载体 的 相对 平衡 位 置 。 当 耳 究 被 载体 相对 平衡 时 ， 自 然 提 出 
下 述 问 题 ，〈( 1 ) 载体 怎样 运动 才 存 在 相对 平衡 ; (2 ) 如 何 确 
定 可 能 的 相对 平衡 位 置 ，〈( 3 ) 什么 样 的 相对 平衡 位 置 是 稳定 
的 ， 什 么 样 是 不 稳定 的 。 我 们 限于 研究 载体 的 这 种 运动 ， 载体 上 
任何 点 的 加 速度 ， 对 于 与 载体 固 联 的 轴 系 来 说 ， 其 大 小 和 方向 都 
不 改变 。 因 此 ， 基 点 的 加 速度 和 载体 的 角速度 对 载体 来 说 大 小 和 
方 加 保持 不 变 。 此 外 ， 还 假设 方程 〈4.3.19) 中 的 广义 力 @ 不 
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依赖 于 时 间 。 

当 被 载体 处 于 相对 平衡 时 ， 广 义 相对 速度 和 和 广义 相对 加 
速度 等于零， 因此 ,相对 运动 动能 T, 和 陀螺 力 P, 也 等 于 震 。 
此 外 ， 据 对 载体 运动 所 作假 设 ， 广 义 转动 惯性 力 0* 也 等 于 零 。 
由 方程 (4.3.19)， 得 到 厂 义 坐标 9; 满足 方程 


以. 一 (V+V°)=0, (S= 1,*,2) (4.3.34) 


如 果 % 个 方程 (4.3.34〉 有 人 解 (4.3.33)《 1 个 或 几 个 )， 于 
么 吏 确 定 了 相对 平衡 位 置 。 相 对 平衡 位 置 的 稳定 性 可 按 运 动 稳定 
性 的 通 第 方法 分 别 对 每 个 可 能 的 相对 平衡 位 置 进 行 研究 。 

5， 被 载体 相对 运动 微分 方程 的 其 它 形 式 

饭 载 体 相 对 运动 微分 方程 的 Lagrange 形 式 (4.3.19)， 可 
变换 为 Nielsen 形式 和 Appell 形式 。 

命题 2 我 们 有 


NAT,)=E(T,), (Ss=1,.,n) (4.3.35) 
命题 3 我 们 有 
0S, 
FE.(7T,)= 5 (4.3.36) 
其 中 5;, 为 相对 运动 的 加 速度 能 量 。 
命题 2 和 命题 3 容易 证 明 。 


据 命 题 2 ， 方 程 (4.3.19)，(4.3.21),(4.3.23) 和 (4.3.26) 
可 写成 Nielsen 形式 


NAT)=0.— Bo V+) + Qt, (Ss=1,"**,%) 


(4.3.37) 
> DT 
N,.(7T,)=0,— Gao, (s=1,*",n) (4.3.38) 
jy” 
0 0? 十 六 (S 一 1 条) (4.3.39) 
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N Dz’ Dry’ 
N.(T)=0,+ 0 >_m:; (x + or) 


全 09 0g: 
~ # Ox; , OV 
+202, mi( Xi ) 
:=1 09 09 
(S=1,°*,n) (4.3.40) 


所 命题 3 ,方程 (4.3.19),(4.3.21)，(4.3.23) 和 (4.3.26) 
可 写成 Appell 形式 


O07 _ nm _ 9 Troy，Tra 。， 
Og; 一 一 Og, (VrV )+ Qs+I,, ($= 1, ,nn) 


(4.3.41) 
05, OV | 
GG 0g ST) (4.3.42) 
DS, OF » 
0g; = Ogs + gr 十 7 (8 一 1 7) (4.3.43) 


N 
O51 _ 2 , OX: / OV 
00; 一 人 之 mi( x Og, Eh By ) 


te 0 > mi (y Ox 2 ), (S=1,*,%) 
(4.3.44) 

例 1 一 质量 为 的 质点 在 重力 作用 下 在 半径 为 4 的 光 清 圆 
售 中 运动 ， 此 圆 管 以 角速度 @ 绕 与 其 平面 成 < 角 并 过 圆 心 的 固 
定 铅 垂 抽 02 匀速 转动 。 研 究 质点 相对 运动 微分 方程 和 相对 平衡 
人 位置 7。 

此 问题 属于 载体 以 勺 角速度 o 作 定 轴 转动 的 情形 。 取 质点 
离 罗 党 最 低 点 张 角 2 为 广义 坐标 ， 则 相对 运动 的 动能 为 


了 一 本 MG 0 (a) 
势能 为 


V=—mpgacosocosa (6) 


在 圆 管 上 因 联 一 坐标 系 0Oxiv'z， 其 中 0z' 与 0z 重合 ,Oy 与 0z 
年 直 且 在 圆 管 平面 内 ，0Ox' 与 Oy ，0z 成 右手 系 。 点 的 相对 坐 


x—=acostsina, y=asind, 2 一 一 CCcosbcosC 
相对 运动 动力 学 的 Lagrange 方程 (4.3.26) 给 出 为 
d 04， 一 全 ov (x + 2 
df 80 60 6 ~” 30 “> 60 
并 OX” * Oy 
+ 20m (2 一 60 ) 
中 
mad= —meoeasingcosa +moa:sinOcosOcos:a (c) 
这 就 是 所 求 相 对 运动 微分 方程 。 
此 问题 在 在 广义 能 二 的 分 
0 -0 — L, = 及 
即 


] ] . . 
2 Ma 0:—meacoscosa -gmoa (sing +cos0sin’e)=h 


(4) 
此 积分 亦 可 直接 由 方程 (c ) 积 分 而 得 到 。 
假设 6=0, 为 相对 平衡 位 置 ， 则 有 
一 MI&4SIRocosw + moa SInOocosbocos2w 一 10 
因此 
Sinbo 一 0 (e) 
cosbu 一 -一 这 一 (Cf) 


方程 (e ) 表 明 ,0o=0 或 060=T 是 两 个 相对 平衡 位 置 ,在 方程 (f) 


中 ， 如 果 一 -z- 一 二 全 1， 则 有 和解 


4002CoSsC 


一 296 一 


,=arccos (ie ) 
? AWiCcoOso 


4.3.2 ” 韭 完 整 系统 的 相对 运动 动力 学 


1 .Euler-Lagrange 形式 的 方程 
首先 ， 讨 论 非 完整 系统 相对 运动 动力 学 的 带 乘 子 的 方程 。 设 
被 载 系统 的 运动 受 有 8 个 理想 非 线 性 非 完 整 约束 
faqst)=0, (0 一 1 S=1,°,n) (4.3.45) 
未 统 在 惯性 坐标 系 中 的 Routh 方程 为 (3.1.45)， 即 


E(T)=0Q+ 2 hp (Ss=1,%%,m) (4.3.46) 
B=1 
按照 4.3.1 中 的 方法 ， 容 易 将 方程 (4.3.46) 在 与 载体 相 固 联 的 
动 坐标 系 中 写 出 为 


Of 5 
Gg, 


+Te)+O? 十 7 十 3 Ag 
B=1 


($= 1,***,71) (4.3.47) 
这 是 非 完 整 系统 相对 运动 动力 学 的 Routh 方程 。 
其 次 ,讨论 非 完 整 系统 相对 运动 动力 学 的 广义 HanmApiraa 方 
程 。 非 完整 系统 在 惯性 坐标 系 中 的 广义 HanapIraH 方 程 为 (3. 
1.81)， 即 


一 一 有 


有 & 人 
oi OF ~ 
ELD- a a 
621 光 +6 di Oge+p 00, 
(oo 二],* *,€) (4., 3 。 48 ) 


类 位 于 4.3.1 中 的 讨论 , 将 7=76o+7%+7, 代 入 (4.3.48)， 
得 到 


一 07 ， < OFp 
Poth 2 dG Ts -这 jg O00 
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~ 0 D(T +V®) OF ~ 
= 0,—-— (V" 一 》 一 一 一 -一 一 -一 一 十 加 ?十 六 
Qs Bo 0 之 5 
(5 一 1]1， “esE) (4.3.:19) 
其 中 
OFa ~ , , 0929 
+ 02?.， BO ， 7 v 一 ” ， 十 二 i «+p ~ G0 
方程 (4.3， 19) 就 是 非 洁 整 系统 相对 运 二 动 动力 学 多 广义 amIPITHB 
方程 5?>。 


2. Nielsen 形式 的 方程 
设 系 统 受 有 非 完 整 约 束 (3.1.51)。 
命题 4 我 们 有 


8 
- - _07, Og 加 
N,(T,)=E,(T,)+ 和 37. go oo (ao=1,.,e) 
(4.3.50) 
由 $3.2 中 命题 10 容易 证 明 此 命题 。 
将 式 (4.3.50〉 代 入 式 ‘(4.3.49), 得 到 
EE 4 
3 of 97 OF 
N,(7.,)— > 。 N,(9g)—2 7 一 人 
B=1 Qs.+8 6=1 OQe+8. 09 ， 
9 rye Ya"+P) 909n 
=《。 0d。 + 之 09。+6 67 。 0 + 7 
(0 一 1，。%,E) (4.3.51) 
方程 (4.3.51〉 就 是 非 完 整 系统 相对 运动 动力 学 的 广 义 Nielsen 
方程 ''*7。 
3，Appel 形式 的 方程 
命题 5 我 们 有 
QS, F 让 2 
0 和 0。 - 芝 5 《 ge po 05， 
(99 一 1] 8) (4.3.52) 
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长 中 $, 为 5S; 中 借助 约束 (3.1.51) 消去 ge 和 4 所 得 表达 
式 .。 


[证 明 ) 
0S, 605， 0S, O94 > ee 
一 二 一 十 -一 (十 FE.salfr) ~— 
0gs 0g, 之 O04e18p 09。 / 之 a )3 
& E pd 
+ Ol, ce +9 Of. Op 
bold ) 一 多 O08 “fo 这 Od e+8 0g。, 


二 上 (+ 5 Frsl(f 
B=1 
利用 命题 5 ， 方 程 (4.3.49) 可 写成 Appell 形式 


oe | 


0S- _ Om yo SUV Hr) Org 
= 0,— a (V 7- oo gd. 


+ Or1,, (=1,*,e) (4.3.53) 
方程 (1.3.53) 就 是 非 完 整 系统 相对 运动 动力 学 的 Appell 方 
程 员 37， 
4。. 能 量 方程 
将 广义 力 分 成 有 势 的 0. 和 非 势 的 OQ;， 有 
Dr 


QO; 人 Og: 


此 时 方程 (4.3.47) 给 


8 
. 了 
FE,(L;:)= 7 十 了 十 > 4p 2 + 0O,, (s= 1,°,) 
B=1 


(4.3.54) 
用 类 似 于 得 到 式 (4.3.31〉 的 讨论 ， 我 们 有 


4 交易 0. 4 一 L, )= 
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15 中 二 下 id 


x o »” & 
-50+ To + 1 (4.3.55) 
f=1 +=1 :=1 B=1 
方程 (4.3.55) 可 称 为 非 完整 系统 相对 运动 动力 学 的 能 量 方 种 。 
由 此 ， 得 到 下 述 命题 。 
命题 6 如 果 志 -不 显 含 上 ， 非 势力 为 陀螺 力 或 不 存在 ， 


w==0, 且 约束 方程 对 广义 速度 9, 是 齐 次 的 , 则 存在 广义 能 量 积分 
5 0 Li hconst. (4.3.56) 
s 二 1 " 


例 2 设 载体 为 一 水 平面 ， 基 点 O 的 速度 wm 在 平面 内 ， 角 
速度 w 垂直 于 平面 ， 且 we 和 只 都 是 时 间 的 已 知 半 数 。 试 妍 究 平 
面 上 的 NanIpIrnH 雪 机 的 运动 '”。 

假设 雪 机 质心 C 在 对 称 轴 (刀片 方 回 ) 上 ， 其 在 平面 上 投影 
距 雪 机 与 平面 的 接触 点 乙 为 4&， 雪 机 对 通过 C 而 垂直 于 水 平面 的 
轴 的 转动 惯量 为 J:。。 设 忆 在 动 系 Ox y 中 的 坐标 为 x ，y ， 雪 机 
对 称 轴 CP 与 轴 Ox' 的 夹 角 为 8， 则 非 完 整 约束 为 

4 一 %tgg (a) 
系统 相对 运动 的 动能 为 


1 . . 
7 一 本 of{( 和 一 absin6)2+ (已 +dbcosb) 呈 十 林 70: (已 ) 


考虑 到 约束 (4 ) 后 ， 有 


六 = lm 了 十 IC2 ) 0? (2 ) 
"一 2 人 cos20 一 2 /tma | 
方程 (4.3.49) 给 出 为 

3 A D7 - yy’ 37 OY 

也。 (4 r ) 一 Oy TY,— Oy OX 


O(VItV®) FY’ 


_ 方 1 0 0 0 
= 0 gr (V +tV") By B27 


+ 0°, +T. (A) 


av 06 


OV +V°) Oy 


一 py 一 0 ”0 
Op (V 十 了 ) 一 Oy DC 


虐 (C&)、(5) 和 (ce ) 计 算得 


二 -TOz+T (ee) 


时 时 了 


2 YOsing ) 
COS20 COS38 ” 


2,,( 7.,) 一 mi 


mi “sing 


COS38 3? 


E,(7,)= (J 十 ML) 过 一 


6 
二 2 二 MX tB0 二 COcosb) og (f/f) 


. 区 
一 一 一 XItgO 十 40cos0) oc 


设 雪 机 除 受 重力 外 ， 无 其 它 主 动力 作用 ， 则 有 
Ow,=0,，0s=0 (&) 
设 基点 加 速度 在 固定 坐标 系 中 的 投影 为 to:，40oy， 则 
V "=m{Ca@(x +acos0)+any( Vy + asin0)Jcosy 
+ 工 一 aox(Y +asin0)+ aow(x + acos0)Jsing} 
其 中 兄 =w， 于 量 有 


ov” 0 yy 


a + By = coup [gcos(0 + 0) + Aovsin(O + OF) 
Br"” 0 和 _ 4) 
-af -十 gy — HoxSIn(O + ¥) + Auycos (0 + 0)) 
XX 
1 
VL °= 2 {J etm[t(x +acos0) :+ (y 十 CSinb)2]} ao3 
因此 
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OV® OV® 6 2 
A 十 9y Ba = mw (x + acost) 


+ (yy +asinge)teo) 《3 ) 
Dr” 0 天 07y 2 ， 
55 + 3y 900 = maw’(— x SInO + ycos0) 
三 义 转 动 惯 性 力 可 计算 得 


O°=m@(y’ +asing), 
O05= —moO(xacos + ysing +a:)— J., 


O? ~— — moO(x 十 cost ) 
其 中 令 41 二 x ，92 二 9， 本 于 是 
O°*= ”十 O® mo(y 一 % tgb)， 
(7 了 7 ) 
0? 一 Ox Acos0+ Yasin0 +a*)— /0 
厂 闵 陀螺 力 为 
Ea 
I’ =2maw0OcosG t+ 2 mox tg0, 13=—2 maw coso’ 
T=—2 mor +2 mawosing 
于 是 
~ Oy 2maw ~ M 
六 一 7 十 万 3 .200 ， T's= 一 2 tio 一 一 (Ck) 


COSO 
最 后 ， 将 式 (1/)，(&8&)，( 产 )，(z ),，《7) 和 (Ch) 代入 方程 
(4 7) 和 (ee )， 得 


完 / 2 XOsing 
CoOs’*0 COSs30 


OX cos 


)—m(% tg + a0co0s0)— CD 


一 一 二 Cocos(O 十 2) 十 anysin(b 二 9? )] 


十 MO2[X t+acos0+ (y+ asine )tg0) 


f f 
十 IO —xr tg0)+i+2 MO a 
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Tr rT Th 一 i 


% SInb 
4 , 2 A 
(J .tma) 0 一 MT 


, 各 
十 711(Y tgb +apcosd) ora 


— NIAC— AnrSIN(O0+ F)+ Arnycos(0i+9)) 


+maw( 一 X SIQO+ ycos0) 
* 


-m0O(xX COoS + vasin0 t+ a )— /OO—2 naw COD | 


$ 4.4 可 控 力学 系统 的 分 析 动 力学 


可 控 系 统 的 分 析 动 力学 问题 大 致 可 以 分 成 三 类 : 约束 方程 中 
包含 控制 参数 的 ， 带 有 伺服 约束 的 ， 以 及 受 迫 控制 的 。 本 万 讨论 
这 三 类 可 挖 力学 系统 的 动力 学 问题 。 


4.4.1 带 傅 数 约束 系统 的 分 析 动 力学 


众所周知 ， 力 学 系统 的 运动 依赖 于 作用 力 以 及 所 施加 的 约 
束 。 因 此 ， 时 可 借助 于 力 来 控制 运动 〈 称 为 动力 学 控制 ), 也 可 借 
助 于 约束 来 控制 运动 ( 称 为 运动 学 控制 )。 这 里 我 们 研究 一 类 力学 
系统 ， 它 的 约束 依赖 于 某 些 控制 参数 。 

力学 中 所 研究 的 通 当 约束 是 表示 物体 间 的 接触 条 件 的 。 这 类 
约束 的 反 力 业 然 是 接触 作用 力 ， 它 属于 被 动力 的 范畴 ， 以 区 别 于 
加 在 物体 上 的 主动 力 。 我 们 这 里 所 研究 的 约束 也 表示 接触 条 件 ， 
但 不 同 于 通 笛 的 约束 ， 它 的 约束 反 力 不 纯粹 是 被 动力 ， 因 为 这 些 
反 力 不 仅 依 赖 于 主动 力 ， 而 且 一 般 说 来 还 依赖 于 出 现 于 约束 方程 
中 的 控制 参数 ， 主 动 的 作用 可 以 借助 这 些 参数 加 在 系统 的 运动 
上 。 

1。 带 参数 约束 系统 的 微分 变 分 原理 

研究 一 质点 系 ， 点 的 质量 为 4,(Y 一 1,*…, 和 NN),， 直 和 角 坐 标 为 
xi 一 1 ,3 入 )， 主 动力 在 坐标 轴 上 的 投影 为 Xi:(f=1,*…， 
AN) 因此， 第 “个 质点 的 质量 ， 它 的 坐标 以 及 主动 力 在 坐标 轴 
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上 投影 分 别 为 3,2 二 13,-1 二 Ra,， NX3y-2s Ka3y-ly Kay 人 3 -ay 
Ts ，Xa。 设 系统 受 有 和 2 个 完整 约束 
三 (xi 一 0， 
(0 一 1 He 7 一 1 3 Ns; YY 一 1 和 0) (4.4.1) 
以 及 8 个 非 完 整 约束 
Op(XNzoMisart) 一 0， (有 二 1，5) (4.4.2) 
并 月 . 克 十 pg 过 3 和 六。 在 一 般 情 形 下 ,约束 方程 (4.4,1) 和 (4.4.2) 
中 包含 参数 坟 ,。 约 束 (4.4.1) 和 (4.4.2)〉 称 为 参数 约束 ， 而 参 
数 w, 称 为 控制 参数 。 


3N 3N 
2 o/s8x;=0, 4 0%;= (4.4.3) 
全 区 | :二 OX: 


假设 约束 (4.4.1) 和 (4.1.2)〉 是 理想 的 ， 即 约 来 反 力 Rj 在 系 
统 虚 位 移 上 所 作 的 元 功 之 和 为 零 


3 
》 Bidx;=0 (4.4.4) 
:=1 : 
在 理想 约束 下 ， 带 参数 约束 系统 的 D'Alembert -Tagrange 原理 
为 
3 
2》_ (Xi— Hr HX;:=0 (4.4.5) 
i=] 、 
类 似 地 ， 可 建立 这 类 系统 的 Jourdain 原理 
3 
> (XI Xi OT: 一 0 (4.4.6) 
:= 
和 Gauss 原 理 
3V 
2 (Xi— mi) dX =0 (4.4.7) 
:二 1 


它们 的 理想 约束 条 件 分 别 为 
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dN 


>》 Ridxi;=0 (4.4.8) 
1: 二 1 
和 
3 
~ Rid =0 (4.4.9) 
r= 1 


由 原理 (4.4.5) 一 (4.4.7) 可 以 看 出 ， 带 参数 约束 系统 的 基 
本 微分 原理 与 通常 力学 系统 的 基本 微分 原理 有 相同 的 形式 。 
2. 带 参 数 约 束 系 统 的 运动 微分 方程 
四 先 ， 讨 论 Euler-Lagrange 体系 的 方程 。 选 0=3 入 一 区 个 
广义 坐标 9;(s 二 1,… ,nn)， 点 的 直角 坐标 可 表 为 
Ki=XiGioUrt), (7 一 13 N; s=1,e0 ,hh; 7 一 1 7) 
(4.4.10) 
将 式 〈4.4.10) 代入 式 (4.4.1)， 则 后 者 成 为 恒等式 。 令 
Vg try rt)EP (XG Mt), Kil(gss 0 tr tst), t,t) 
则 韭 完整 约束 (4.4.2〉 成 为 


Ya ds ryt)=0 (4.4.11) 
由 式 (4.4,10)， 有 
! 
OX: i 0 
i fo, ( 1 jn tr To (14,.4.12) 
因此 ， 仍 有 两 个 经 典 关 系 
OX; OX: qd OX; OX z 
06: Gg di Og 0g; ‘4.4,13). 


利用 关系 〈i.4.13)， 容 易 将 原理 (4.4.5) 表 为 Euler-Lagrange 
形式 


- d 07 bp7 
> (0,- 一 本 7 B+ 9 = (4.1.14) 


s=1 
如 果 和 系统 是 完整 的 ， 则 原理 (4.4.14)〉 中 备 6g; 彼此 独立 ， 
于 是 得 到 和 
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。 -A 0,， (S—=1,*,) (4.1.15) 


这 就 是 带 参 数 约束 完整 系统 的 Lagrange 方程 。 它 们 与 通常 系统 
的 第 二 类 Lagrange 方程 有 同样 的 形式 .但 是 ,在 方程 (4.4.15) 
中 还 包含 一 些 控制 参数 。 仅 当 给 出 控制 规律 时 ， 方 程 4.4.15) 
才 是 封闭 的 。 

如 果 系 统 是 非 完 整 的 ， 原 理 (4.4.14) 中 的 各 8g; 将 不 是 独 
立 的 ， 而 要 受到 非 完 整 约束 〈4.4.11) 的 限制 ， 这 些 限 制 为 


> 00 一 0， (B=1,",8) (4.4.16) 


由 原理 (4.4.14) 和 关系 (4.4.16)， 利 用 通常 的 28grange 沙子 


法 ， 得 到 
d of 04 oF 
1 + 二 tags, (S=1,,n) (4.4.17) 


B=1 
其 中 2 为 不 定 乘 子 。 方 程 (4.4.17) 就 是 带 参 数 约束 系统 的 
Routh 方程 。 如 将 非 完 整 约束 表 为 

Gurp— balg,, Go tbr, t,t) (4.4.18) 
利用 原理 (4.4.14), 可 导出 广 闵 坐标 下 的 广义 HannpiraH 方 称 和 1? 


只 
~ 一， Of 二 0D9 1 ~ 
0 B=!1 Og e+ 7 02) 3 GG, ™ 0») 


(Ie) (4.4.19) 
众 坐 标 下 的 广义 danxprraa 方程 


-aT 
ETH) Eg) =ES, (os=1,%,e) (4.4.20) 
了 二 工 
以 及 Boitzmann-Hamel 方程 
FE: (T+*) 二 2 i Ee (OOF = Es (ol) 


= 1 
(4.4.21) 


一 306 一 


= i 


必须 注意 ， 尽 管 带 参数 约束 的 非 完 整 系统 的 Euler-Lagrange 形 
式 的 方程 (4.4.17)，(4.4.19) 一 (4.1.21) 与 通常 非 完 整 系统 的 方 
程 有 同样 的 形式 ， 但 是 ， 在 带 参 数 约束 系统 的 方程 中 出 现 控 制 参 
数 。 仅 当 给 出 控制 规律 时 ， 这 些 方程 才 是 封闭 的 。 当 然 ， 如 果 系 
统 中 不 出 现任 何 控制 参数 ， 则 这 些 方程 成 为 通常 的 方程 。 

其 次 ， 讨 论 Nielsen 体系 的 方程 。 将 $ 3.2 中 的 命题 9 一 命 
局 11 应 用 于 带 参数 约束 系统 ， 容 易 将 Euler-Lagrange 形式 的 
方程 (4.4.17)、(4.4.19) 一 (4.4.21) 写 成 Nielsen 形式 


中 
, 2} 
N,(T)=0+ hp 2， (s=1,°%n) (4.1.22) 
Bi oY 
B=1 0g B=1 Ogera Og “7? 


(0—=1,*,€) (4.4.23) 


六 


N*(T*)— Dh 9 ‘Ne(G) 一 万 >， (I 一 1, ,ce) (4.1.24) 


2 ) 二 2 N,( wx) 9 一 二， (0G=1,,E) 
R=1 
《4.4.25) 


最 后 ， 讨论 Appell 形式 的 方程 原理 (4.4.14) 可 写成 
Appell 形式 


5 (0.— 03 4.=0 (4.4.26) 
s=1 
令 9 为 S 中 借助 式 (4.4.18) 消去 Ge.18 ger 所 得 表达 大 式 ， 则 | 
由 式 (4.4.26) 得 到 
一 人 (0 一 1 e) (4.4.27) 


在 市 参数 约束 系统 的 Nielsen 体系 的 方程 与 Appell 体系 的 
方程 中 出 现 一 些 控制 参数 。 当 2 9 定 这 些 参 数 肝 ， 问题 可 解 。 
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例 1 在 四 轮 小 车 的 例子 中 ， 假 设 手 屁 的 转角 z 是 可 控制 
的 ， 试 建立 回 题 的 运动 微分 方程 ”"。 
系统 的 位 置 由 八 个 参数 确定 ;， 贸 链 吾 的 坐标 YY， 角 9,x( 控 
制 参 数 ) 以 及 四 个 轮子 的 转角 wo:，2:，，923，9:。 系 统 的 运动 受 有 
六 个 非 完 整 约 束 ， 分 别 代 表 贸 链 B、 后 轴 中 心 4 的 球 度 没有 横 同 
分 量 ， 以 及 四 个 轮子 纯 滚 动 的 条 件 ， 即 
jsin(0+x) + jcos(0 +x)=0 
—Xsind + ycos0 ~—16=0 
XCcOsSO+ ysin0 一 4 一” 包 一 0 
Ycosb + YSinf + 40 —r1P,=0 
Zcos(0 +x)+Ysin(+x)—ce(0+X)—7r:Pp;=0 
XCcOsS(O+x)+ ysin(0+x) +c(0O+R)—r 人 P=0 
系统 的 动能 为 


T= 5M{i+ +12(s 1 0( —ising + jcos0) + (s—1)°07} 
1 17 2) 2 了 工 17 2 2 
+ ss )d to! (和 十 了 3 
+ TOO+R) tm{i tt a+ 1) 0 
一 216( 一 ;sing + ycosb)} + J10+ 5 1(P: + DE) 


EA 
(6b) 
其 中 M1，3M; 分 别 为 后 轴 和 前 轴 的 质量 (不 包括 轮子 ), 6,，8: 分 
别 为 它们 过 4 和 万 并 冬 直 于 路 面 的 轴 的 惯 性 矩 ，owzi，oz 分 别 为 
后 轮 和 前 轮 的 质量 ，J,，. 分 别 为 它们 对 过 轮 心 并 与 轮 面相 和 
直 的 轴 的 惯性 年 ，7，,7 分 别 为 它们 对 直径 的 惯 性 矩 
取 
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wi=Xcos(0+x) + ysin(d + x) (Cc) 
由 式 (4 )，(c ) 解 得 


Ji 一 4 一 OICOSCO 十 x ) ， 0 一 一 oOiSInCO 十 区) 


。 ‘D1 . , 1 7 
六 一 0 一 了 Sinx， 六 一 多: 一 广 虽 | cosx 一 了 了 Sinx 


oi( cosx + 5 sinx ) 1) 


jp loi+ Ss sine) + £4 
将 式 (4 ) 代 入 式 (5 )， 得 


T* = {C+ sin’x) wo? + lr%: + 2 voi%sinx} (2) 


其 中 
. 2 a: 
j=Mit2m + Mt2amt + 
1 之 
1 1 他 a 
/= (0 +2 ma +27+ 80+2 mc 十 2 /,) 
7 1 7 
2 2 /2 
—Mi—2m + 7 72 7 (1 i) 
] ， | 3 
一 了 (92 十 2 mec: 2 /: 2 ) 
于 是 有 
7* 一 (AdAesin2xz)oi 四 十 /tsSinxzcosxzo2 宫 十 7 各 
+rOINSINx + roiNicosx + roiRsinx (8) 
方程 (4.4.24) 给 出 
. 7 。 
8 了 OT* aT ( Og 09， ) 
一 -一 -一 | 一 = 一 一 2 一 一 一 | 一 五” 4 
OW) “1 dg Bo， “BT, \h) 


£=1 


容易 计算 得 
OT* , . ,, . 
Do (H+ HSinx)OL + 2 /wksinxcosx +r%2Cosx + vARsinx 
l . 


二 如 (加 一 ) 一 101XsinxCoss + vN2COsx 
将 这 些 表达 式 代 入 方程 (有 )， 得 到 
(st /usin2x)O1+ Hw Nsinxcosx+ rksinx=Ei (3#) 
如 果 已 知 控 制 规 律 x*=x(7) 以 及 Ei1， 那么 可 由 方程 (s ) 解 
得 @1 二 wi1(1)， 进 而 可 求 得 xX*， ，90，981，92，83，94 为 时 间 的 
函数 。 | 


4.4.2 包含 伺服 约 东 系统 的 分 析 动 力学 


包含 伺服 约束 的 系统 是 一 类 可 控 力 学 系统 。 在 这 类 系统 中 ， 
纠 束 的 实现 不 是 被 动 的 ， 而 是 利用 菜 些 力 〈( 电 磁力、 压缩 空气 的 
压力 午 ), 即 一 些 辅 助 能 源 ， 这 些 能 源 自 动 地 起 作用 ， 并 自动 地 实 
现 这 样 或 那样 的 约束 。 
1. 约束 的 分 类 和 D'Alembert-Lagrange 原理 的 应 用 
设 力 学 系统 的 位 形 由 % 个 广义 坐标 9,(S 二 1,*…,n) 来 确定 ,并 
受 有 8 个 理想 的 通常 非 完 整 约束 
fal(qgisdt)—=0, (B=1, ,2p; 3 一 1 32) (4.4.28) 
及 ?个 包含 伺服 的 约束 ; zj 个 完整 约束 及 12《m2 二 7 一 10) 个 非 
完整 约束 
PAGsiot)=0, (QT wy 101 ) 
Vgig t=0, (Y=1,.,%,) 
我 们 称 式 (4.4.28) 为 第 一 类 约束 ， 称 式 (4.4.29) 为 第 二 类 约束 。 
对 于 第 一 类 约束 (4.4.28)， 按 Appell-UeraeB 定 义 ， 有 . 


一 10 一 . 


(4.4.29) 


>， fdq,=0, (B=1,.,8) (4.4.30) 
:=1 
第 一 类 约束 肥力 的 虚 功 之 和 为 霉 ， 但 第 二 类 约束 反 力 的 功 一 般 说 
异 于 圭 。 在 为 第 一 类 约束 所 人 允许 的 虚 位 移 中 间 ， 存 在 一 些 虚 位 
移 ， 使 第 二 类 约束 反 力 在 其 上 所 作 功 为 零 ， 设 这 些 虚 位 移 满足 7 


个 关系 


>》 4680 一 0， (v=1,°,7) (4.4.31) 
;二 1 


一 般 说 来 ，4,, 与 约束 (4.4.29) 没有 联系 。 
一 般 形 式 的 DAlerbert-Lagrange 原理 为 


Ny 
2 CC—miitFit+Rit+Ri) .dri=0 (4.4.32) 
:二 1 

其 中 尺 ;, 为 第 一 类 约束 反 力 ， 民 :为 第 二 类 约束 反 力 ， 瑟 ;为 主动 

力 。 因 第 一 类 约束 反 力 的 虚 功 之 和 为 等 ， 即 


5 .Riori=0 (4.4.33) 
于是 原理 4.4.32) 可 写成 
5 mrt Ft Ri dr (4.4.34) 
进而 ， 如 果 限 于 研究 使 第 二 类 约束 反 力 的 功 为 夫 的 虚 位 移 即 满 
怎 下 式 的 虚 位 移 


N \ 
DR;'0r:=0 (4.4.35) 
:=1 " 
则 原理 (4.4.34〉 可 写成 形 
~N 
2 (—mirit+F;) .r=0 (4.4.36) 
:=1 


原理 (4.4.34) 和 (4.4.36) 可 表 为 广义 坐标 形式 。 
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在 Euler-Lagrange 体系 中 ， 表 为 


a 07 . 


s=1 og 
其 中 
L, = DR 3 
以 及 


工 (- 号 + 0 人 -+0:)ag =0 《4.4.38) 
+ 二 1 


在 Nielsen 体系 中 ， 可 表 为 


(+ 2 00 0 +L: )69, 一 0 (4.4.39) 
+ 二 1 1 
以 及 
mm 07 oT 
ZZ(- B+ 2 Fi + 0)og,=0 (4.4.40) 


在 Appell 体系 中 ， 可 表 为 


Fr 


(0 +0+L )3q:=0 (4.4.41) 
;二 1 
以 及 
mm 0S 
5 (- O00, + Q:)8g:=0 (4.4.42) 
了 二 


原理 (4.4.37) 一 (4.4.12) 是 推导 包含 伺服 约束 系统 运动 做 
分 方程 的 依据 。 

2. 包含 伺服 约束 系统 的 运动 方程 

首先 ， 建 立 带 乘 子 的 方程 。 

根据 原理 (4.14.38)，(4.1.40) 和 (4.4.42), 以 及 关系 
(4.4.30) 和 (4.4.31)， 利 用 通常 的 工 agrange 乘 子 法 ， 容 约 
人 到 
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da of7 2 of ' 
di 0g; ee = ;+ ta Bo, po A,, (3 一 1]，%)， 77) 
(4.4.43) 
27 of “ Ofs 7 
0¢, —2 Og; 一 人 十 > /1 07， 十 2_ £2,A,,, (s 二 1， sse ,72) 
| B=1 v=1 | : 
(4.4.44) 
OS 
G9, + 1 六 十 二 本 《S 一 1 It) 
(4.4.45) 


其 中 Xs 和 … 为 不 定 乘 子 。 这 些 方程 的 任 一 组 联 同 表示 通常 非 完 
整 约束 的 & 个 方程 (4.4.28) 以 及 表示 何 服 约束 的 > 个 方程 (4,4. 

29)， 给 出 对 于 2+g+7 个 变量 qh， 的 %+g+z 个 方程 。 如 
果 y”>7， 那 么 一 般 地 说 ， 问 题 是 不 可 能 成 立 的 : 如 果 y=7， 方 
程 的 解 就 确定 系统 的 运动 : 如果 *<7， 那 么 问题 是 不 确定 的 。 
其 次 ， 讨 论 四 种 特殊 情形 。 

第 一 种 情形 。 设 由 式 〈4.4.30) 和 (4.4.31) 可 解 出 g+ j= 


2 个 00: 


04- m+n = >_ Bn-m+k, og:, (k=1, ,1) (4.4.46) 
“= 1 
其 中 系数 Pra-m+k,e 可 为 Gigs 的 轴 数 。 将 式 (4.4.46) 代入 原理 
(4.4.38)、(4.4.40) 和 (4.4.42)， 并 注意 到 变 分 8g: 的 独立 
性 ， 得 到 以 下 各 种 Maggi 型 方程 1" 


EAT)+ 2 Es-nir(T) Bamiry: =0¢+ 2D) On_mirBa mk: 
R=1 =]1 
(CE 一 1 NN—1) (4.4.47) 


VC7 ) 十 3 AN, (TB, mthst — Oe 十 > (QO, - m+ kb?n- 8 十 大 > 
类 = 1 A= 1 


(5 一 Ts nN I) (4.1.48) 
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、 了 
pS 5 OS> v 
二 yr Bs, 一 人: 十 QO- mt+kBn- 7 十 开 所 


UI -0dn-mt+h 4 
(5 一 1] 和 2 一 77 ) 
第 二 种 情形 。 如 果 关 系 〈4.4.46) 归结 为 
Orn-m+r =0 
则 由 69: 的 独立 性 ， 得 到 Lagrange 方程 
FE.(7)= 0:, (¢=1,° ,nN— I) 
Nielsen 方程 
N.(T)=0., (C=1,° ,Nm) 
以 及 Appell 方程 
OS 


060. =—Y: 9 (C=]1 ,°C— I) 


(4,4.49) 


(4,4.50) 


(4.4.51) 


(4.4.52) 


(4.4.53) 


第 三 种 情形 。 设 第 二 类 约束 反 力 仪 仅 古 障碍 运动 的 辅助 系统 
的 接触 作用 ， 其 位 置 依赖 于 坐标 9; 中 的 94-1r1，"…,4rs。 在 此 情形 


中 ， 关 系 “4,4.31) 变 成 
On - I1 一 0 005 一 1 
于 是 方程 《4.4.43) 一 (4.4.45) 成 为 


总 
L 人) 一 CU， 十 > ， 1 3 (7=1， “oo NL) 


g of : 
A 
TO oh 6, ， (7=1,°,n—/) 


DS 
00， 


£ 
一 二 0; 十 > ， Ap 07 9 (7=1,* ,NC—/) 
6 = 


(4.4.54) 


(4.4.55) 


(4.4.56) 


(4.4.57) 


第 四 种 情形 。 在 第 三 种 情形 下 ， 再 设 第 一 类 约束 全 是 完整 


的 ， 则 方程 (4.4.55) 一 (4.4.57) 成 为 
FE,(7T)=0,, (7=1,**,n%—/) 
N,(T)=0;,, 《7 一 1 91 一 7) 


S ， 
0 (7 一 1 一 人 
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《4.4.58) 
(4.4.59) 


(4.4.60) 


例 2 一 瑟 板 @， 质 量 为 m， 放 在 固定 光滑 水 平面 上 并 以 
太 C 与 半径 为 尺 的 圆 盘 卫 贸 接 ， 贺 盘 也 放 在 同一 水 平面 上 ， 并 且 
可 纸 其 固定 中 心 O 转 动 。 在 点 C 与 薄板 质心 G 的 联 线 上 有 一 点 
4， 在 4 上 作用 有 稼 力 和 ， 此 力 平 行 于 固定 直线 Ox。 一 伺服 电 
机 作用 在 圆 盘 上 ， 使 得 实现 约束 


x 一 8 一 本 (a) 


其 中 a=(0Ox,0C),8=(Ox,04);0C=R,CA=a4, CG =b"11, 
因 圆 盘 书 的 位 置 仅 依 赖 于 参数 < ， 这 属于 第 四 种 情形 。 使 第 
二 类 约束 反 力 的 虚 功 为 零 的 虚 位 移 满足 
z da=0 (5b) 
因此 ， 可 单独 对 平板 @ 列 写 运动 微分 方程 ， 圆 盘 己 的 质量 不 影 
运动 。 平 板 & 的 动能 为 


太一 村 afRz62 十 了 证 2 Roapcos(a— 8)+ HB’) (C ) 


其 中 Na 为 平板 对 质心 的 惯性 矩 。 考 虑 到 关系 (2)， 力 严 的 虚 
功 为 
FeO(Reosa +acosB)=— FasinB68B 


于 是 
0s=— Fasinp (a) 
方程 (4.4.58) 给 出 
d a67 
di 6p 一 (Cn 《2 
将 式 (c)、(4) 代入 方程 (e) ， 考 虑 到 关系 (a) 消去 wc 和 4， 得 到 
m(b+pIp—mRopii+ FasinB=0 CF) 


例 3 一 质量 平面 P 可 在 一 固定 水 平面 Oxy 上 平 动 地 滑动 。 
在 平面 PP 上 ， 有 一 半径 为 R， 质 量 为 M 的 球 可 无 滑动 地 滚动 。 
平面 卫 的 运动 用 伺服 装置 自动 地 调节 , 以 使 球 心 以 角速度 。 相对 
固定 轴 O0xyz 绕 02 义 速 转动 。 
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设 4,v 为 平面 P 上 一 点 4 对 轴 Ox，Ow 的 坐标 ， 平 面 的 位 置 
仅 由 此 二 参数 确定 。 设 ,7? 为 球 心 的 两 个 水 平 坐标 ，p, 74, ?为 
球 的 胜 时 角速度 在 固定 轴 OxyYz 上 的 投影 ,，%, 0, 9 为 Euler 角 。 
我 们 有 
p=0Ocosy + Psin0sing, gqg= 6sing — Psingcosg, +=P+Peoso 


(wm) 
表示 球 治平 面 尸 无 请 动 的 滚动 条 件 的 非 完 整 约 束 是 (第 一 类 约束 ) 
E—gR=t, N+ PR=Y (7 ) 

而 伺服 约束 是 《〈 第 二 类 约束 ) 
E+wy=0， 一 wé=0 (zc ) 


现在 直接 应 用 原理 〈4.4.37) 来 建立 问题 的 运动 微分 方程 。 
令 = 二 ,2 二 7,g3 二 0,g1 一 9,95 二 ,qe 二 U4: 二 V。 何 服 约 
束 反 力 的 虚 功 之 和 为 Lez84+Liz0v。 原 理 (4.4.37) 给 出 


8 
2 {—E(T)+0)6g+{—Ec(T)+0Q6+Lo) dg 


1=1 
+ {—Ex(T)+0:+L:}0g;=0 (ad) 
系统 动能 为 | 
了 =7M(E?+ 外 2) 二 S MR:(O:+ p+ +2 Pppeos0) Ce) 
于 是 : 
Ee(T)=E.(7T)=0 (Cf) 
加 在 球 上 的 主动 力 仅 有 重力 ， 故 
WwW 一 0， (Ss=1,*",7) (8 ) 
第 一 类 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 为 


Cai 一 及 (SInO69 一 SInbcoswa8as ) + dg6 
09: 一 —R(cosgdgs+ sin0sing80g) + 0g’ 
将 式 (7)，(g) 和 (%) 代入 原理 (4)， 得 
{—Es(7T)—E(T)Rsing + EA(T)Reosg}0gq + {—E(T) 
+ E(T)Rsin0cosy + Ex(T)Rsin0sing} dg + {~—Es(T)} 0, 


(hh) 
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+ {FE(T)+Leddgt {—E(T)+L2}0g:=0 (2) 
原理 〈; ) 中 各 569 彼此 独立 ， 故 得 以 下 五 个 方程 

FA)—E(f Rsing + EA(T Recos$ =0 

—E(T)+E(T)RsInN0cosg + ET )RsInfs1n¢ =0 

—Es(T)=0, —E(T)+Le=0, —E(T)+Ln=0 (7) 
其 中 前 三 个 方程 用 以 确定 运动 ， 后 两 个 方程 可 以 求 出 约束 肥力 
Les: 和 Li2。 方 程 (7 ) 中 前 三 个 为 


_ MREsing + MRYcosyY — MR y+ Psin0) =0 
MREsincosy + AMRIYsIND sing 一 SE MR:(9 十 cosb) "一 0 


二 Ra + Peosd)'=0 


借助 关系 (4&) 和 (5) 消去 以 上 方程 中 的 0 ,2 ,90 多,%， 得 
(—7E+2i)sing + (7 2d)cosg =0 
(TE—2)sinbcosp + (7 —20)sindsing +7cos0 =0 
7 二 0 

进而 可 化 简 为 
7E=2H, 7 =2i, $=0 (kk) 
方程 (  〉 联合 伺服 约束 方程 (2 )， 便 可 求解 。 lL 


4.4.3 有 约束 受 妃 运动 控制 问题 的 分 析 动 力学 

有 约束 受 迫 运动 控制 问题 是 不 同 于 上 面 讨论 的 两 类 控制 的 为 
一 类 问题 。 

1. 有 约 来 的 受 迫 控制 问题 的 基本 原理 z 

采用 4.4.1 中 的 记号 ix Si， 并 设 约束 反 力 的 分 量 为 
sX+*， 则 质点 运动 微分 方程 为 

miX; = N+ XR, (1=1,",3N) (4.4,61) 

假设 对 每 个 质点 添加 参数 tw;， 这 些 参数 按 微 分 方程 
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ee 


/i 0,, (z=1,", 3N) (4.4.62) 
而 强制 改变 ， 其 中 和 三 如 三 AN 一 HAN- 一 ANw， 它们 为 
2 人 的 茶 些 常 正明 数 ，; 为 “强制 ， 可 为 bw,Xi,X; 的 雪 
数 。 方 程 4.4.62) 适合 无 约束 情形 。 如 有 坷 有 强制 反作用 力 X#" 
则 为 


da 
ti = Di+ KH, (t=1,%,3N) (4.4.63) 


假设 所 加 约束 的 作用 等 价 于 强制 反作用 XX“ 和 约束 反 力 
Xz， 那 么 理想 约束 的 定义 给 出 与” 
3N 
D>_ (XOxit+ X30;)= 0 (4.4.64) 
:三 1 
由 此 ， 考 虑 到 方程 (4.4.61) 和 (4.4.63), 得 到 广义 D'Ale- 
mbert-Lagrange 原理 
NN 
DS) {CK mi) Orit (Di— i):} =0 (4,.4.65) 
:二 1 ， 
2。 有 约束 受 迫 控制 问题 的 运动 微分 方程 
我 们 研究 有 完整 约束 的 情形 。 设 系统 的 运动 受 有 如 下 名 个 完 
整 约束 


fi XionHiot)=0, (7=1,*, Ek) (4.4.66) 
约束 〈4.4.66) 加 在 变 分 6x;, 6%: 上 的 条 件 为 
3N 
0j/ Of; 
> (Fe 0 Ox: Bl Olt; )= 0 (4.4.67) 


由 原理 (4.4.65) 和 关系 (4.4.67)， 利 用 Lagrange 乘 子 法 ， 
容易 得 到 方程 


k 
X， Tt Of 0 pt Da 971 0 


7 O14; 


三 7 =1 


(7 一 1，…，3 人) (4.4.68) 
一 3l18 一 


其 中 为 不 定 乘 子 。 由 6 N+ 个 方程 (4.4.68) 和 (4.4.66) 
可 解 出 xiz2 和 2;。 
设 系统 受 有 约束 (4.4.66)， 选 9 =3 入 一 k 个 广义 坐标 gs(s= 
1 ,e+ ,12), 使 得 
Xi=Xi(gs, 1), (7 一 To 3N; S=1,",h) 
(4.4.69) 
此 时 ,约束 “4.4.66) 成 为 恒等式 。 对 式 (4.4.69) 取 变 分 ， 得 


- OX; OX: , 
Ox1 = 2 Go, Ogr 十 2 Ged" (4.4.70) 
3 (14.4.70) 代入 原理 《4.4.65)， 得 到 


CX 一 1 gg Og 


i 


N33N Ax 
+ > (KX;— Hr,X;) oe a (4.4.71) 
il Of 


有 其中 的 074 彼此 独立 ， 得 到 方程 


3 7 


> (全 ;一 Ai Ox; -0 
i=1 og 


2 ( ;一 一 4 ;区 ; ) 0 + Bi At 一 人 


(S 一 1 nn; 7 一 1 和 和 3) (4.4.72) 
下 面 继续 变换 方程 〈4.4.72)。 引 入 动能 


1 3N 
1 一 了 >》 Wits 


f=1 
则 有 
xy OX: 5 
2 mt go =E (T), Sm io, ~ =£(L) (4.4.73) 
:=1 i=1 
人 
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> ，X， 2 =0, >》 X， 5 =P, (4.4.74) 
将 式 (4 .4.73) 和 (4.4.74) 代入 式 (4.4.72)， 得 到 有 约 束 受 
进 控 制 何 题 的 Lagrange 方程 
£.(17)=0,, (S=1,°*,N) 
ET)=Pit+@®— Hn, (一 1 ，3N) (4.4.75) 
例 4 一 质量 为 名， 长 为 2 的 单 摆 在 重力 作用 下 在 铅 垂 平 
面 Ox:x2z 内 和 运动， 其 悬挂 点 的 位 移 分 量 为 4 wa。 参 数 wl, ts; 的 
变化 受 强 制作 用 ， 满 足 微分 方程 
Hl Bt XT, MD + XL" (&) 
假设 所 受 约束 是 理想 的 、 双 面 的 。 试 建立 问题 的 运动 微分 方程 
取 探 与 铝 翟 同 下 的 线 Oxl 的 夹 角 6 为 广义 坐标 ， 则 
Xi1=tW1+ lcos0, X=1t; + Lsing 


T = 地 十 各 ) = Fm{th lsin0):+ (2 + LOcos0)"} 


方程 (4.4.75) 给 出 为 


d 7 87T db7 6T 
dt 00 ~ Ye di Gi ~ Ga = Pit Bi 
进行 下 列 计算 


Es(T)=m(60 — sing + 12C050) 
Ev (T)=m(i1— Lysin0d — (10°cos0) 
EE,,(T)=m(tis + lOcos0 — 70sing) 


OX OX2 
Pp 一 入 一 X A 二 
! 2! Or “ 62 S 
OX1 OX» 
PP,= Xi ~ 十 访 ， 二 0 
ON O02 


0 O%: . 
Qe = 入 1 -+X = —Hhipglsing 
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将 这 些 表 达 式 代入 方程 (2 )， 我 们 得 到 
ml — Isind + lcos0)= —mpelsing 
Mi (全 ;一 bsing 一 7b2cosb) 一 Mg 中 一 /人 
Mt (2a 十 7bcosb 一 702Sing ) =®,— /ut | 


$4.5 打击 运动 的 分 析 动 力学 


打击 运动 是 指 力 学 系统 在 量 值 很 大 但 作用 时 间 很 短 的 打击 力 
作用 下 的 运动 。 打 击 力 往往 由 干 打击 、 磁 模 、 爆 炸 或 突然 施加 约 
束 而 产生 。 用 分 析 力 学 的 方法 研究 力学 系统 ， 特 别 是 有 复杂 约束 
系统 的 打击 运动 ， 有 许多 方便 之 处 。 

打击 运动 的 一 般 情 形 由 以 下 两 种 情形 组 成 '，( 1 ) 作用 在 系 
统 上 的 打击 冲 量 是 给 定 的 ，( 2 ) 在 系统 上 发 生 瞬 时 地 加 上 约束 
的 情形 ， 此 时 引起 的 打击 力 事 先 不 知道 。 


4.5.1 给 定 打击 冲 量 的 情形 


1、 微 分 变 分 原理 对 打击 运动 的 应 用 
TD'Alembert-Lagrange 原理 写成 
N 


DC—mijst+ Fi)dri=0 (4.5.1) 


i=1 
假设 在 太 << 志 (太一 太 ) 内 ,在 质点 上 除 作 用 有 限 力 有 ， 外， 还 作 
用 有 很 大 的 打击 力 Fi。 由 此 打击 力 的 作用 ， 点 的 速度 发 生 有 限 
改变 ， 由 7io 而 变 为 jt。 但 在 打击 期 间 ， 华 标 保 持 不 变 。 由 于 
打击 力 瞬 时 地 作用 ， 有 意义 的 只 是 在 打击 时 间 间 隔 二 一 嫩 内 的 积 
分 效应 。 将 原理 (4.5.1) 从 刀 至 而 对 tf 积分， 并 在 一 t 下 取 
极限 ， 得 


~ 
{mi ii i) + lim| Fair lim| Fldt \.0ri=| 
上 二】 


71 一 > 了 0 £0 ti—31o 10 


(4.5.2) 
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国耻 ;十 xx;,%,t 的 隙 数 ， 由 中 值 定 理 ， 知 


fi1 


lim | Fidf=0 | (4.5.,3) 
tiio ze 
个 
天 =lim | Fidf (4.5.4) 
fti—> ip fo 


这 便 是 打击 冲 量 。 将 式 (4.5.3) 和 (4.5.4) 代入 式 (4.5.2)， 


N 
DO {—m(Fin—ri0) t Fi} Or;=0 (4.5.5) 
i=1 
原理 (4.5.5) 可 称 为 打击 运动 的 DAlembert~-Lagrange 原理 。 
类 似 地 ， 可 得 到 打击 运动 的 Jourdain 原理 


NN 


Smlrn i + Fd7i=0 (4.5.6) 
f=1 

和 打击 运动 的 Gauss 原理 
NV 
> {—m(ra—r0) + EF} dF;=0 (4.5.7) 
i=1 / 


2， 完 整 系统 的 打击 运动 方程 
设 力 学 系统 的 位 形 由 %* 个 广 头 坐标 9.(S 二 1,，… 72) 来 确定 。 
我 们 有 


;=r7;(g;,t) 
以 及 
SF; 一 < 0d 4.5.8 
’ 之 Og d ( ) 


将 式 (4.5.,8) 代入 式 (4.5.5)， 得 


(如 ) + (0-) + 0,)ig.=0 (4.5.9) 
1=1 


其 中 
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(4.5.10) 


87 \ of/ 07 i. 
00， ) 和 1 和 (部 00; ) 分 别 表示 


为 广义 打击 冲 量 ， 本 为 系统 的 动能 ， 


打击 后 和 打者 前 系统 的 广义 动量 。 对 完整 系统 来 说 , 原理 (4.5.9) 
中 的 8g; 是 彼此 独立 的 ， 故 得 


(20) - (总 -) = =0,,  (s=1,%,%) (4.5.11) 


0g; O00; ， 

方程 (4.5.11) 就 是 完整 系统 打击 运动 的 Lagrange 方程 。 这 是 
Mi 个 代数 方程 ， 当 知道 打击 前 的 广义 速度 5 和 广义 打击 冲 量 《， 
时 ， 便 可 来 出 打击 后 的 广义 速度 Too 


在 引进 准 速度 w(s 三 1 2)， 使 得 广义 速度 表 为 


0 一 CCIky Wh) (4.5.12) 
则 有 
00g; 一 A OX (4.5.13) 
KR=1 


将 (4.5.13) 代入 (4.5.9)， 并 引进 准 建 度 表示 的 动能 
Tg ot) = 了 (gd, (9 ort) ,1) (4.5.14) 


则 有 
5 {- (Ge) + (FG) + Par (4.5.15) 

其 中 和 
b= 0 3 (4.5.16) 


为 准 坐 标 下 的 广义 打击 冲 量 。 由 式 〈4.5.15) 中 87 的 独立 性 ， 


得 到 
-人 
这 是 完整 系统 打 击 运动 准 坐 标 下 的 Lagrange 广 舟 。 
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> 


了 9 《4S 一 1 7) (4,.5.17) 


3， 能 量 分 析 


设 系统 所 受 光束 约束 是 定常 的 ， 则 动能 为 
= 二 >, > ARGs On 
j=1k=1 


在 二 一 0 内 动能 的 增 量 为 


TT DD And TY DAnddeo (4.5.18) 
:=1k=1 s= 1k=1 


由 式 (4.5.11)， 得 
> ， A (Gri— Grr) =O, (4.5.19) 
1 


上 R= 
将 式 (4.5.19) 代入 式 (4.5.18)， 得 


lf/ ,AN lm,.. 
《5 一 人 oo 一 了 了 AnGrot Os ) Gr 一 2 2 AGGro 


ss 三 1 k=1 $= 1K=1 
l . 
-0 (gi1+ qi0) (4.5.20) 
于 是 有 下 述 命 题 。 


命题 1 在 打击 力作 用 下 ， 系 统 动 能 的 改变 等 于 广义 速度 的 
平均 值 与 广义 打击 冲 量 乘积 的 总 和 。 

4. 线性 非 完 整 系 统 的 打击 运动 方程 

设 系 统 的 位 形 由 %* 个 广义 坐标 9:(s 二 1,…,n) 来 确定 ， 并 受 
有 个 理想 一 阶 线性 非 完整 约束 


G.18= 2, Bsa,. dt De (B=1,*", 8; E=%— 8) 


oT=1 


(4.5.21) 
约束 〈4.5.21) 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 为 


E 


0g.+8 = 》 也 .ioio8d。 (4.5.22) 


CPi 
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将 式 〈4.5.22) 代入 原理 (4.5.9)， 注 意 到 8g, 的 独立 性 ， 得 到 
Maggi 型 方程 


g . 
-0+ 2 (人 1) 
I 


) + 0.100B +p,0 = 0， (oO—=],***,€) 


(4.5.23) 
令 矿 为 人 中 借助 关系 〈4.5.21) 消去 不 独立 广义 速度 94.*e 所 得 
表达 式 ， 则 有 


07” 07 saT | 
9 997! A Burs Be “4.9.24) 


于 是 ， 方 程 (4.5.23) 可 写成 形式 


( 款 ) =( 97 ) =G.， (0=1,,€) (4.5.25) 


站 
于 


£ 
Os,=0,+ 5 O0,,gB,,p,, (4.5.26) 
B=1 
方程 (4.5.25) 就 是 线性 非 完整 系统 的 打击 运动 方程 。 

假设 约束 方程 〈4.5.21) 在 打击 前 后 始终 保持 着 ， 即 有 


(I.: 5) 一 2 Bre,s (Gu)0t+ Bra 


T=t 
é 


(Ge+48)!1 一 >》 Ber ay Go) + Bip 


oc=1 
十 十 得 
E 
(gs18)1— (Ye+8)0= 2 B.+e,o{( 0) 一 (Ze )oh， (8 一 1，…，8) 


IF=! 


(4.5,27) 
方程 〈4.5.25) 和 (4.5.27) 联合 ， 便 可 求解 。 
5. 非 线性 非 完 整 系统 的 打击 运动 方程 
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设 系统 受 有 & 但 理想 非 线 性 非 完 整 约束 

fa(qis0i,t)=0, (B=1,e, ps 3S 一 1 M) (4.5.28) 
并 设 这 些 约 束 在 打击 前 后 始终 保持 着 。Routh 方程 〈3.1.45) 在 
打击 期 间 如 过 过 二 应 写成 


d 0 0L - 0j 
dt 69, ~ Gg tOst 2 “2 605， 
(to tl, S 一 [1，…，22) (4.5.29) 
其 中 03 为 广义 打击 力 。 将 (4.5.29) 两 端 同时 乘 以 d， 从 刀 至 
i 积分， 并 在 ti 一 to 下 取 极 限 ， 得 到 
fi f 1 rt ”1 
| 一 tim | 0 lim | 人 :dz 十 lim | Ordt 
1 一 0 fo 


09， 一 > 0 fo 4 rd dt to 


1 s 
十 lim | > ， 1.27 4 7 ， (S—=1,°**,%) 


7 一 > 0 6=1 Of; 
: (4.5.30) 
左 端 第 二 项 和 右 疹 第 一 项 显然 为 零 ， 于 是 
oT\ 17867r、 A .. - 六 a 
(过 ) (6 ) -Oralinf >, A 


ti3to" B=!1 


(S=1,°*,%) (4.5.31) 
此 方程 右 端 第 一 项 为 广义 打击 冲 量 ， 第 二 项 为 广义 约束 反 力 的 打 
击 冲 量 。 为 确定 方程 (4.5.31) 右 端 第 二 项 ， 可 将 式 〈4.5.29) 
写成 显 式 ， 再 将 约束 方程 (4.5.28) 对 于 求 导数 ， 然 后 从 中 消去 
广义 加 速度 ， 类 似 于 3.1.2 中 的 讨论 ， 可 解 出 1e， 并 记 作 ” 


06 一 》 ,agg Gt) OF + aplg,, Gt) (4.95.32) 
i=1 


利用 中 全 定理 和 反常 积 分 第 一 中 值 定理 ， 有 
im | vs. eat= tim | S 2 0 
B=11= 


11—>10 fo B 一 1 TI 一 >Z0 fo 
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£ 2 
| fp 证 
2 名 (a 35， 3 ) 0, (SS (4.5.33) 
将 式 〈4.5.33) 代入 方程 (4.5.31)， 得 
of 人 7” OfaN A 
0g: 人 绩 2 (er 0¢, ).6， 


(全 ) 
(S 一 1，…。y1) (4.5.34) 


实际 上 ， 方 程 (4.5.34) 可 当 作 某 完 整 系统 的 打击 运动 方程 
来 研究 ， 此 系统 有 个 自由 度 ， 所 受 打击 冲 量 为 
0+ TT (es) 6 
B=11=1 0gs /0 
如 果 打 击 开 始 时 刻 满 足 约束 方程 《4.5.28)， 那 么 方程 (4.5.34) 
便 给 出 非 完 整 系 统 的 打击 运动 。 于 是 得 到 下 述 命题 。 

命题 2“” 一 个 非 完 整 力学 系统 的 打击 问题 可 化 为 一 个 有 
条 件 的 完整 系统 的 打击 问题 。 这 个 完整 系统 有 %* 个 自由 度 ， 所 受 
打击 溃 量 包括 主动 力 的 打击 溃 量 和 非 完整 约 束 反 力 的 打击 冲 量 。 
如 采 在 打击 开始 时 刻 ， 广 义 速度 满足 非 完整 约束 方程 ， 那 么 完整 
系统 的 打击 问题 就 给 出 所 研究 非 完 整 系 统 的 打击 运动 。 

对 于 连续 运动 的 类 似 命题 ， 已 由 Agostinelli 和 HoBpocenosB 
给 出 。 

例 1 两 根 相同 的 直 杆 4B 与 BC 匀 接 后 放 在 桌面 上 ，4 
BB、C 在 一 直线 上 上 ， 并 在 一 闪 4 作用 一 与 杆 垂 直 的 水 平 冲 量 了 ， 
求 4、B、C 三 点 的 速度 515)。 

令 冲 击 方向 为 YX 加，4BC 方向 为 》 轴 ，A4、B、C 各 点 的 党 
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os 


标 为 ve 系统 的 动能 为 


1 。 。 1 . ， ， . 
T = (Xa 十 NB 十 YaXB) 十 BMLR + LE Narc) (&) 
因此 ， 有 
oT 1 ,. .、 1 
ONa 一 6 m(2xX4 十 Xp), DB 一 GZ 4XB 十 多 了 十 MXc ) ， 
of :1 ， 
OL = HZ Xs) (6 ) 


方程 〈4.5,11) 给 出 
生生) -过 )-。 


oT oT 

(5), (sr),.=° z Cc) 

将 式 (8 ) 代 入 式 (c )， 并 注意 到 打击 前 4,B,C 三 点 速度 为 零 ， 
得 到 


mt{2 (R01 + (to)!} =7 
| . . . 
BH{4CXa) + (Ka)1+ (Ko)}=0 (a) 


sm{2(ie) + (ta)1} =0 


由 此 解 得 打击 后 各 点 的 速度 为 
GD 一， (Xp) 1 二 一 py， (jo)1 一 志 | 


例 2 沿 位 于 水 平面 的 雪 槐 的 前 端 垂直 于 滑 木 平面 给 以 打 
击 ， 求 打击 运动 。 
取 雪 析 与 平面 接触 点 也 的 坐标 x, y， 以 及 滑 木 (或 冰刀 ) 方 
向 与 固定 轴 Ox 夹 角 6 为 广义 坐标 。 约 束 方程 为 
少 一 X%tgg 《4 ) 
系统 动能 为 
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7 一 =m{(t—absin0)?+ (+agcosd)’) + 二 7cb: (5b) 


其 中 mx 为 雪 权 质量 .Jc 为 它 对 质心 的 惯性 矩 ，& 为 质心 C 距 接 
急 点 也 的 距离 。 将 式 (& ) 代 入 式 (5)， 得 


六 1 3 - /Je \) 
{=F om 人 +( p71 ta | 《人 


设 打击 点 B 在 PC 延长 线 上 ， 且 BC = 0 , 打击 训 量 F 的 元 


功 为 
— Fsin60x+ Fcos00v + (a+6) F800 
于 是 广义 打击 冲 量 为 
Os=—Fsinn, Oy,=Fcos0, Os,=(at+5b)£E Ca) 
考虑 到 约束 (4 ) 后 ， 有 z 
O,=O0.+ Otg0=0, 0,=0,=(a+b)E (2) 
打击 运动 方程 〈4.5.25) 给 出 


(i ).-( 如 ) =6. ( 季 ) -( 入 ) =6 C1) 
生 党 到 打击 前 系统 处 于 静止 状态 ， 有 

(于 ),=( 压 ),=' 8) 
于 是 方程 (fA) 给 出 / 


(X)1=0, (Jctma)(0) = (a+D)F 


4.5.2 瞬时 加 上 约束 的 情形 


瞬时 地 加 上 约束 的 情形 是 指 系统 在 没有 给 定 外 冲 量 下 突然 加 
上 一 些 约束 的 情形 。 如 系统 中 原来 运动 着 的 某 个 点 被 突然 固定 
住 ， 又 如 一 圆 球 本 来 自由 运动 ，、 突 然 磁 到 粗糙 地 面 上 。 这 些 都 是 
君 时 加 上 约束 的 情形 。 前 一 例 中 所 加 约束 证 完 于 的 ， 后 例 中 所 
加 约 来 则 是 非 完 整 的 。 

研究 一 非 完 整 系统 , 它 受 有 通 肖 的 8 个 非 完整 约束 (4. 5.21). 


在 瞬时 为 在 无 外 冲 量 下 在 系统 上 加 上 郑 个 理想 非 完 整 约 束 


E—h 
fi 一 》， Bsrpydi + Barps (P=1,%,h) (4.5.35) 
1 = 1 
于 是 ， 在 打击 期 间 内 坐标 的 变 分 有 如 下 补充 限制 
E— 有 h 
Og. 0 -A+ DO (4.5.36) 


= 1 
因此 ， 内 标的 独立 变 分 数目 为 。 个 。 利 用 导出 方程 (4.5.25) 
的 讨论 ， 容 易 得 到 Maggi 型 方程 后 


fe-h+p 
DT a7: ) 
= (5 -一 
09; pe Od .s+p 
(4.5.37) 


这 就 是 瞬时 加 上 非 完整 约 束 情 形 中 的 待 求 方程 。 

分 两 种 情况 来 讨论 。 

第 一 种 情况 。 解 时 加 上 的 非 完 整 约束 在 打击 后 仍然 保持 着 。 
例如 ， 绝 对 非 弹 性 碰撞 就 属于 这 种 情况 。 在 此 情况 下 ， 约 束 方程 
(4.5.35) 不 仅 在 打击 开始 时 大 对 的 ， 而 且 在 打击 终了 也 是 对 
的 。 于 是 ， 有 


E-h 


(Gopro) i— Gear0)0 = 2 Bopp,s{ (G7)1— (0;)o} 
1=1 
(p=1,°%,h) (4.5.38) 


” 这样， 方程 (4.5,37)、(4.5.27) 和 (4.5.38) 可 构成 为 确定 
” (9,) 1 的 封闭 方程 组 。 

第 二 种 情况 。 瞬 时 加 上 的 非 完 整 约 东 在 打击 终了 立刻 取消 。 
例如 ,弹性 磁 撞 就 属于 这 种 情况 。 在 此 情况 下 ,约束 方程 (4.5.35) 
网 不 在 打击 前 也 不 在 打击 后 成 立 。 此 时 ， 需要 补充 有 个 关系 ， 才 
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例 3 半径 为 RR、 质量 为 好 的 勺 质 贺 盘 在 铅 垂 平 面 Oxy 上 
运动 。 在 某 瞬 时 加 ， 圆 盘 磁 到 固定 轴 Ox, 此 后 仅 能 沿 该 轴 深 动 。 
试 确定 圆 盘 碰撞 后 的 速度 。 

系统 的 位 置 在 碰撞 前 依赖 于 三 个 参数 : 圆 盘 中 心 坐 标 *,y 及 
其 转角 6。 在 打击 时 肇 产 生 两 个 新 的 约束 : (1) 圆 盘 保持 与 轴 
Ox 接触 ， 因 此 : 


yy 三 RR (&) 
(2) 贺 盘 沿 轴 Ox 滚动 ， 因 此 
X 一 及 6 (pb) 
由 式 ( & ) 和 (5 ) 知 
y=0, x=R6O (Cc) 


原理 (4.5.9) 给 出 
(CF ) .7 (a), e+ 仁 (97 ),+ (37), hy 
:( 吕 ) 人 ( 品 )j-。 

考虑 到 关系 Cc )， 则 
(+)}R-( 放 ) .+(35) =0 (0) 
圆 盘 的 动能 为 
T= 了 MM( 忆 如 十 训 ++ 少 ?) : (2 ) 


将 式 (e ) 代 入 方程 (4 )， 得 
MI{(x)o— (XNR+ ME{CO)— 0)}=0 (f) 
由 于 约束 《58》 在 打击 后 仍 保持 ， 故 : 
(£)1=R(O) (&) 
将 式 《8 ) 代入 方程 ( f )， 整 理 得 
(2) 生 R:(%)ot RR(GY, 


. RT Re (hy) 
可 见 ， 如 在 碰撞 时 满足 条 件 : 
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R(t)o+ AB(6)o=0 (1 ) 
则 贺 盘 磁 后 不 动 。 | 
例 4 质量 为 m、 半 径 为 4 的 匀 质 圆 球 沿 粗糙 水 平面 无 请 
动 地 滚动 。 在 瞬时 二， 它 与 粗糙 的 弹性 墙 相 碰 ， 求 磁 后 的 速 度 。 
取 球 心 坐标 x,yY,z 及 三 个 Euler 角 2，6， 9 为 广义 坐标 ， 球 
的 动能 为 


1] . .,， .1 。 
了 一 7M (和 十 儿 十 条) 2 0?+ P+ 2 PYeos0) 


(4) 
在 碰撞 前 所 受 非 完整 约束 为 
=a(0sing —Psindcosy), : 
y= ~a(Gcosy + PBsingsing), 2=0 (5b) 
假设 与 球 相 碰 的 墙 与 平面 y0z 重合 ， 在 打击 时 在 系统 上 瞬时 地 
加 上 新 的 补充 的 约束 z 
' X=0, y—aw:=0, w,=0 
它们 可 归结 为 两 个 方程 
Gsing — Psin6cosg =0, Ocospy + PB(singsing + cos0)+$=0 
(c) 
考虑 到 非 完 整 约束 ( 5 ) 后 ， 式 ( 4 ) 成 为 


Pr 


7 =ma :| 6: +(s + Sin*6 ]P?+ 2 (y++ 299eos0)\ 


(4d) 
取 多 为 独立 的 广义 速度 ， 由 方程 (c ) 得 


» = -9( 2 + cosg 6 一 Y》sinfctgw 《2 ) 


S10 
方程 (4.5.37) 给 出 
(+ 07 3 67 06 ) 


Pre home rl 


"ap op 60 a9 


_/7 67 6 ,67 06 : 
= 人 “ag 6p 1 96 3p) (7 ) 
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印 


2 
(Fsinosing ~ cos0 ){(9)1—(9)o) —{(9),— (9 )o 


+ {C01 (Oo}cosg=0 (8 ) 


为 确定 碰 后 速度 ， 尚 需 两 个 补充 方程 。 为 此 ， 假 设 球 与 墙 的 
接触 点 的 速度 在 打击 终了 之 前 等 于 零 ， 这 意味 着 关系 〈e ) 对 打 
击 后 的 状态 仍 保 持 ， 由 有 


(0) 一 一 (9) (2 + cos0), (0) 一 (多 )isingctgw (Ch) 


Sltlw 


由 三 个 方程 (8 )、( 厂 ) 便 可 求解 。 | 


$ 4.6 变质 量 系统 的 分 析 动 力学 


由 于 空间 技术 和 其 它 工 业 技 术 的 发 展 ， 变 质量 系统 动力 学 的 
研究 日 渐 重要 。 喷 气 飞 机 ， 火 篇 ， 卫 星 ， 航 天 器 等 ， 一 般 都 是 变 
质量 系统 ， 而 且 其 中 许多 是 变质 量 非 完 整 系统 。 运 动 中 的 车 辆 ， 
由 于 燃料 消耗 和 喷射 气体 、 液 体 等 使 质量 不 断 减少 ， 就 是 一 类 变 
质量 非 完 整 系统 。 

本 节 讨 论 变质 量力 学 系统 的 D'Alembert-Lagrange 原理 ， 
Hamilton 原理 ， 运 动 微分 方程 等 问题 。 


4.6.1 变质 量力 学 系统 的 DAlembert-Lagrange 原理 


1， 变质 量力 学 系统 的 D'Alembert-Lagrange 原理 
研究 由 六 个 质点 组 成 的 力学 系统 。 在 瞬时 二， 第 :个 质点 
的 质量 为 mi 二 1) 在 瞬时 f+dt， 由 质点 分 离 (或 并 入 ) 
的 微粒 的 质量 为 dm:。 对 每 个 质点 列 写 MetrepcKH 诈 方程 2211 
mrit+F;+R:+R.=0, (2=1,",N) (4.6.1) 
其 中 F; 为 作用 在 质点 上 的 主动 力 ，RS 为 约束 反 力 ，R; 为 反 扒 
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dm: 
人 :一 一 (4.6.2) 


其 中 &; 为 由 质点 分 离 (或 并 入 ) 的 微粒 相对 质点 本 身 的 速 度 。 
将 方程 〈4.6.1) 两 凯 氮 乘 9r; 并 对 ; 求 和 ， 旁 虑 到 理想 约束 条 
件 


N 


>_, RE.6r;=0 


z 二 上 


则 有 » 
2 mkt Pit Re) dr (4.6.3) 
f=] 
这 就 是 变质 量力 学 系统 的 D Alembert-Lagrange 原理 。 下 面 将 
原理 〈4.6.3) 变换 为 广义 坐标 表示 的 形式 。 
2。 凝 轩 导 数 与 凝固 偏 导 数 表 示 的 DAlembert-Lagrange 
原理 
变质 量力 学 系统 的 问题 可 分 成 两 类 。 一 类 是 质量 变化 不 改变 
运动 学 性 质 : 画 一 类 是 质量 的 变化 将 引进 系统 运动 学 性 质 的 改 
六 先 ， 设 系统 所 受 完 整 约 束 中 不 包含 点 的 质量 ， 其 位 形 由 多 
个 广义 坐标 4(s 二 1,…,n) 来 确定 。 令 工 为 把 质量 当 作 节 数 时 的 


偏 导数 记号 ，- 五 ”为 把 质量 当 作 常数 时 对 时 间 上 “的 导数 ， 它 们 分 
别称 为 凝 因 偏 导数 和 兹 辕 导 数 。 令 了 = 了 (mi,g,,9,,t) 为 系统 的 
动能 ， 容 易 证 明 下 述 命题 

命题 1 对 于 变质 量力 学 系统 ， 我 们 有 


D T T 
Em Fi? an= 工 (二 7 一 把 )69， (4.6.4) 


将 武 (4 6.4) 代 人 原理 (4.6.3)， 得 到 D'Alembert_Lagrange 
原理 的 Euler-Lagrange 形式 
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- D mr ar7 
5 -5 + + 0,+y,)89,=0 (4.6.5) 


Di x ng 
其 中 
~ OF:; 
y ,= > R,. Bor (Ss=1,*,n) (4.6.6) 
1 三 1 
是 广义 反 推力 。 


命题 2 对 变质 量力 学 系统 ， 我 们 有 


Si “ Hr; 一 > 了 2- 2 Ee )89 (4.6.7) 


人 IC。 KG， 
[证 明 2 因 
NN 
Dy 和 Ts 
改 
1 ~ 87; 之 OF ; 
N 
. Or:; Or:; 
一 if 十 Tr; 
团 r 6g, 2 之 r 0g, 
_D x al 
Di ng ng, 


将 其 代入 式 (4.6.4)， 便 得 式 (4.6.7)。 | 
将 式 (4.6.7) 代 入 原理 (4.6.3), 得 到 DD'Alembert-Lagrange 
原理 的 Nielsen 形式 


>(- Dr Dr+? +0 ty,)8g.=0 (4.6.8) 


二] 
在 相当 一 般 的 情形 下 ， 点 的 质量 可 为 | 义 坐标 、 广义 速度 和 
时 间 的 国 数 ， 即 
mi = (gt), (一 1 和 Ni Ss=1,,n%n) (4.6.9) 
因此 ， 系 统 加 速度 能 量 对 质量 的 偏 导 数 为 零 。 
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命题 3 A 系统 ， 我 们 有 


Di or 64 (4.6.10) 
=1 
C 证 明 | 
OS ?> OF; 
> G7 09 = = mi 00g; ym rr; Or:; | 
了 Y=1 Y=]f=1| 7 三 1 


将 式 (4.6.10) 代入 原理 (4,6.3)， 得 到 了 Alembert- 
Lagrange 原理 的 Appell 形式 / 


aS 
> (- 3 + 0:+y,)8g.=0 (4.6.11) 
了 = ds 


其 次 ， 研 究 妃 一 类 变质 量 问题 ， 其 中 质量 的 变化 将 引起 系统 
运动 学 性 质 的 改变 。 设 系统 受 有 4 个 包含 质量 的 完整 约束 
PaWtis Kis 0iy2i 8 一 0， (a =1,,d; 2 二 1,*%*,N) 
| (4.6.12) 
并 设 质 量 m; 为 点 的 坐标 和 时 间 的 换 数 ， 且 
ZJ12; 一 IJ1i Xj 19279)， (2,7=1,* ,NN) (4.6.13) 
将 式 《4.6.13) 代入 式 (4.6.12)， 得 到 新 的 完整 约束 
aXiy Vi Ziot PAM Ky Viy25 ,Xis Vis2iot)—=0 (4.6.14) 
选 %=3 和 一 g 个 广义 坐标 9;(s 二 1,…,n)， 使 约束 (4.6.14) 成 
为 恒等式 。 仿 7p(00i00502 力 表示 芳 虑 到 质量 变化 过 程 中 运动 学 
性 质 改 变 而 计算 的 动能 ， 即 、， 
Te 了 于 or 人 (4.6.15) 
其 中 zf4; 不 表 为 坐标 和 时 间 的 尔 数 。 类 似 于 前 面 的 讨论 ，D'Ale- 
mbert-]agrange 原理 可 表 为 Euler-Lagrange 形式 522) 
5 (— Dr t+ + )8g.=0 (4.6.16) 


4 一 


以 及 Nielsen 形式 
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nn 


nm DI nip rm 
下 (- 汉 人 + 可 50: 一 0 (4.6.17) 


ss 二] 


其 中 带 “ ”的 量 表示 在 计算 它们 时 要 考虑 到 约束 对 质量 变化 过 
程 的 依赖 关系 。 类 似 地 ， 引 进 


A 
] 。 。、 
sd (4.6,.18) 
其 中 &i 为 点 的 加 速度 ， 则 原理 (4.6.3) 可 表 为 Appell 形式 


DSn 
工人 - 0 0 (4.6.19) 


3， 凝 因 偏 导数 表示 的 D' Alembert-Lagrange 原理 
首先 ， 研 究 质量 变化 不 改变 系统 运动 学 性 质 的 变质 量 问题 。 
容易 证 明 下 述 两 个 命题 。 


命题 4 我 们 有 
AN 
dn DD . 
dt 10, i 7 i (4.6.20) 
命题 5 我 们 有 
. ， 
HA 一 -了 人 TS pr OF (4.6.21) 
ny: My: ;二 09; 
将 式 〈4.6.20) 代入 原理 (4.6.5)， 得 到 
- d xf p,| 
一 一 al a 十 ;三 0 4.6.22) 
DU ag 0 
其 中 
AN dy: 
中 .一 六 .十 2 iri go (4.6.23) 


1=1 


将 式 (4.6.21) 代入 原理 (4.6.8)， 得 到 


nf 
34- nl + 2 -+0, + @,0g.=0 (4.6.24) 
Tt 屯 : di 
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原理 (4.6,22) 和 (4.6.24) 分 别 为 凝固 篇 导数 和 表示 的 
D'Alembert--Lagrange 原理 的 Euler-]Lagrange 形式 和 Nielsen 

其 次 ， 研 究 质量 变化 改变 系统 运动 学 性 质 的 变质 量 问 题 。 此 
有 时， 原理 (4.6.16》 和 “4.6.17) 在 凝 因 候 导 数 下 可 表 为 


- d nip mip 
(5 0 十 7 十 已， 十 中 ， )59. 一 0 (4.6.25) 


本 一 


至 了 a 
了 = 站 


7 
中 ， Rit I ) 5 (4.6.27) 
4. 普通 导数 和 普通 偏 导数 表 直 示 的 DAlembert-Lagrange 
原理 
首先 ， 研 究 质量 变化 不 引起 系统 运动 学 性 质 改 变 的 变质 量 器 
题 。 假 设 质 量变 化 表 为 式 (4,6.9)。 容 易 证 明 下 述 两 个 命题 。 
命题 6 我 们 有 


N : A 
SY mi OF; 一 -一 {Es (7 ) 一 > ， TF; v Oi 
:=1] 


0 
:二 1 7 三] ds 


N 
ri( 1 Om: 3 1] ,Om: | 
DiyT 2 ) 2 09 


命题 7 ”我 们 有 
MN : Or 
DmiFi* dr; = {ND Dit 7 ; i 
:= 三 1 


和 Og 


$7 效 


i 
)+ > og (4.6.29) 
将 式 〈4.6.28) 代入 原理 “4.6.3)， 得 到 
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th 


?7 


S_,{—E(T)+0,+P,}6g,=0 (4.6.30) 


Y 二 上 


将 式 (4.6.29) 代入 原理 (4.6.3)， 得 到 


SE N.(T)+0,+P,}6g,=0 (4.6.31) 
了 二 
在 原理 〈4.6.30》 和 (4.6.31) 中 
2 1,: QI 
P,= Ee T Hi ) qs 2 1 ; + 2 25， ) 
(4.6.32) 


其 次 ， 研 究 质量 变化 引起 系统 运动 学 性 质 改变 的 变质 量 问 
题 。 令 人 为 中 用 式 《4.6.13) 替代 所 得 表达 式 ， 则 有 


0f zfp 用 i a 87 d DLP 
Og, rg dt 0, di O00 
信 及 7 
入 Nip Om . . 
yn -rs 
0 10; ;> Gg 


将 这 些 表 达 式 代入 原理 (4.6.25) 和 “(4.6.26)， 我 们 得 到 


> {ET)+0;+P’}0g.=0 (4.6.33) 


Fs 二 1 


> {—N(T)+0;+P’}8g.=0 (4.6.34) 
YY 一 


其 中 MT 


Pp; = 5 {Rt mht) 135) 
:二 1 


4.6.2 变质 量 系 统 的 Hamilton 原理 


这 里 研究 质量 变化 不 引起 系统 运动 学 性 质 改 变 的 变质 景 问 
题 ， 讨 论 问题 的 一 般 形式 的 了 Hamilton 原理 ， 完 整 系统 的 Hami- 
lton 原理 ， 以 及 非 完 整 系统 的 Hamilton 原理 等 。 
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1， 变 质量 力学 系统 一 般 形式 的 Hamilton 原理 

定义 ”定义 一 个 特殊 变 分 记号 8*， 当 取 这 种 变 分 时 ， 质量 
被 当 作 负数 来 芳 虚 。 

根据 上 述 定 义 ，8” 对 动能 工 的 作用 为 


xT “aT 
oT AD 69+ > 所 60， (4.6.36) 
ro Y 二 】] 


利用 式 《4.6.36) 容易 将 原理 “(4.6.22) 改写 成 形式 
， d 
了 fo 860+ r+ (fid 00, 


ss 二 1 
-工友 )}=。 (4.6.37) 


将 式 (4.6.37) 两 冰 乘 以 入 并 由 加 至 志和 积 分 ， 注 意 到 冰点 条 件 
Gd:| := 一 80: = 一 0， 便 得 


t1 好 7 nT d 
| ‘5 0+ 8 0g.+0 4 十 2 ( 坪 Og 一 59: jjaz=o 


ro 了 了 =] 
(4.6.38) 

原理 〈4.6.38) 可 称 为 变质 量力 学 系统 一 般 形式 的 有 2milton 原 
理 。 

如 果 质 量 不 变化 ， 则 有 8* 人 一 8 信 ， 四 ,一 0， 记 旦 工 成 为 9， 
再 设 广 义 力 有 势 ， 此 时 原理 (4.6,38) 成 为 原理 (2.4.17)。 

2， 变 质量 完整 系统 的 Hamiiton 原理 

如 果 系 统 所 受 约束 是 完整 的 ， 则 有 交换 关系 


.0g, =00,, (Ss=1,*°*,) (4.6.39) 
将 式 (4.6.39) 代入 式 《4.6.38)， 得 到 


tl 


| {3*T + 5 (0,+ ®)0g, Yai=0 (4.6.40) 


fo YY 二 | 


这 是 变质 量 完 整 系 统 的 HHamilton 原理 。 
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3. 变质 量 非 完 整 系统 的 Hamilton 原理 

对 于 非 完 整 系 统 ， 由 于 对 交换 关系 有 两 种 观 点 ，IIamilton 
原理 便 有 如 下 两 种 形式 : Hiolder 形式 的 , 以 及 Cycnos 形式 的 。 

按 Hdlder 观点 ， 不 论 系 统 完 整 与 否 ， 对 所 有 坐标 都 有 交 换 
关系 “4.6.39)， 因 此 由 式 “(4.6.38) 得 到 和 2 


!1 


| (C8*7)n+ (0+ B08g, 9dt=0 (4.6.41) 


10 +f 三 ] 
这 十 变质 量 非 完整 系统 Hamilton 原理 的 了 Holder 形式 。 此 与 完 
整 系统 的 Hamilton 原理 (4.6.40) 有 类 似 的 形式 , 但 是 原理 
《4.6.41) 中 的 6g; 不 再 是 彼此 独立 的 了 ， 而 是 要 受到 非 完 整 约 
束 的 限制 。 
按 Cycios 观点 ， 如 系统 受 有 非 完整 约束 


, . p=1,*"*, 2; S 一 ] ,ee nH; 
gerp—= Val(qs os1), ( > l ) 
IT: 一 ]，*eeyE; < 一 双 一 区 


则 有 交换 关系 (2.4.5) 和 (2.4.12)， 即 
6 -4, 7 
4。 di Ye， jp = ge — 5 


(CI 一 1 和 ce; P=1,*,p) (4.6.42) 
将 式 (4.6.42)〉 代入 原理 《4.6.38)， 得 到 5 


.il 
| | os7)e+ y (0, +$,)00, 
20 v= 1 
有 xT € 
+ 5 Tg, Y=0 (4.6.43) 
B=1 dts sy 


其 中 
~ - ap， -~ = 0 
Q, =0Q0,+ >, 4 » 9 中 一 中 ,十 >, 中 ,5 二 


(4.6.44) 
这 生变 质量 非 完 整 系统 联 amilton 原理 的 Cycnos 形式 。 
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容易 证 明 ， 形 式 (4.6.41) 与 (4.6.43) 是 等 价 的 。 
利用 注 amilton 原理 (4.6.41) 和 (4,.6.43) 可 以 推导 变质 
量 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 


4.6.3 变质 和 量 系统 的 运动 微分 方程 

1。 变质 量 完整 系统 的 运动 方程 

上 首先， 研究 质量 变化 不 引起 系统 运动 学 性 质 改变 的 变质 量 问 

如 末 系 统 所 受 约 束 是 完整 的 则 8 彼此 独立 ,由 原理 
(4.6.5), (4.6.8), (4.6.11), (4.6.22), (4.6.24), (4.6.30) 
和 《4,6.31) 得 到 下 列 各 种 形式 的 运动 微分 方程 


一 一 一 ”一 一 一 ”一 一 一 - 二 和 nm 
DI 1g, 1g; VY, 了 (s 1， ,1 ) (4.6.45) 


工 DI nT 


YT EY,, 一 下 9 5 。b.40 
OS 

G0 QtY, (Ss=1,,%) (4.6.47) 
da aT 

df 本 所 二， (s=1,%,n) (4.6.48) 
mm 加 

工 C ， Rg =0:+ 9,, ($=1,*,%) (4.6.49) 
£,(7)=0,+P,, (8 一 1 和。,I7) (4.6.50) 
N,(7)=0,+P,, (S—=], ,1) (4.6.51) 


其 次 ， 对 于 质量 变化 引起 系统 运动 学 性 质 改 变 的 变质 量 问 
题 ， 由 原理 (4.6.16)，(4.6.17)，(4.6.19)，(4.6.25)，(4.6。 
26),，(4.6.33) 和 “(4.6.34) 得 到 下 列 各 种 形式 的 运动 微分 方程 


1) 工 7 IIY p ， 1 
站 me. 二 一 二 :十 ra 二 一 a "**y 上 归 
DE fAd, ~ ng, Cr 十 多 (s=1 mn) (4.6.52) 
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x DIDp Lip 


-一 一 . _ 一 一 一 一 一 一 一 “十 1 二 ],***， 

nd, Di 2 mo, (/ 十 区 (S 一 ] 2 ) 
(4.6.53) 

O30 0; +4y,, (s=1," ,1) (4.6.54) 

O09g: 

过 fp Rip / / _ 

dt 10, Hg; 一 (人 二 中 ,， (S 一 ]， ,1 ) (4.6.55) 

7 ip / / 

一 一 一 一 2 00+,s SS 一 {[，…， .0 。ob 

Id 2 rg Osis+® (s=1 1) (4.6.56) 

E(7T)=0;,+P., (SS 一 1 ,1) (4.6.57) 

N(T)=0,+P;, (Ss=1,"*,%) (4.6.58) 


2. 变质 量 非 完整 系统 的 运动 方程 
首先 ， 研 究 质量 变化 不 引起 系统 运动 学 性 质 改变 的 变质 量 问 
题 。 
设 系 统 的 运动 受 有 8 个 理想 非 完 整 约束 
fa (QQ t)=0, (B=1,, 8; 3S 一 1 M) (4.6.59) 
约束 (4.6.59) 加 在 虚 位 移 8z, 上 的 条 件 为 
5 0g,=0, (P=1,*,p) (4.6.60) 
5 二 上 
由 原理 (4.6.5)，(4.6.8)，(4.6.11)，(4.6.22)，(4.6.24)， 
(4.6.30) 和 (4.6.31) 及 关系 (4.6.60)， 利 用 通常 的 Lagrange 
乘 子 法 ， 容 易 得 到 变质 量 非 完整 系统 各 种 形式 的 带 乘 子 的 方程 。 
例如 ， 由 原理 (4.6.5)，(4.6.8) 和 (4.6.11)， 得 


g 


1) nf 工人 Dj/ 
~- -一 一 一 一 一 一 一 -十 ; . 9 -一 9 es9 4 
Dr ng no. O,+ V+ 4 5 (s=1 1 ) 
(4.6.61) 
后 
开 DT I ofp 
- ~ 2 一 一 ;十 如 ;十 A * 9 (3 一 1，…，， 
Hgs Dr gq C 这 09; 1 ) 
(4.6.62) 
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OS O68 z 
Go, Ot 六 ,十 和 Ap A 00， 9 《S 一 1,， 0) (4.6.63) 
设 非 完 整 约束 可 表 为 


Gerp— Val(q 0, 91), 


(4.6.61) 
则 虚 位 移 满 下 


%0.. jg 9 (4.6.65) 
A 和 . 和 DT 和 
令 7 为 了 中 借助 约束 《〈4.6.64》 消去 ga 所 得 表达 式 ， 刷 7 为 


中 借助 约束 (“4.6.64) 消去 9.48 及 9.+8 所 得 表达 式 ， 利 用 


推 蛙 前 质 量 非 完整 系统 运动 方程 的 办 法 ， 容 易 由 原理 (4.6.5) 
和 关系 (4.6.65) 导出 广义 Hanmprraa 方程 2 


D nf nT vy 37 (4 Oe -ee | 
Dt nd, ngo gi Kerp\dl gs 0g, 
总 
Tt Fs ~ ~ 
一 -~ -一 一 - -一 -一 ”一 -一 一 一 十 3 一 了 se 9 
之 +8 0g c- & Cs ) 


(4.6.66) 
由 原理 (4.6.8) 和 关系 (4.6.65) 导出 广义 Nielsen 方程 5661 
xz DF ,27 ~_ 芭 (2 — ea 
1 QU:+ 8 07 ， Ogqe 


(4.6.68) 
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容易 由 原理 (4.6.11) 和 关系 (4.6.65) 导出 Appell 方程 


0 广 放 
5 Ost Yo, (o=1,.,6) (4.6.69) 
类 似 地 ， 可 以 导出 凝固 偏 导数 表示 的 方程 和 普通 导数 表示 的 


方程 “37 
其 次 ， 研 究 约束 依赖 于 质量 变化 过 程 的 变质 量 非 完整 系统 的 


运动 方程 。 业 似 于 前 面 的 讨论 ， 由 原理 (4.6.16)，(4.6.17) 和 
(4.6.19)， 容 易 导 出 下 述 方程 


Dn nlp mo fp ( OP pg 一 
Di nnd, xg, gi Myra df O06, 607。 
入 
nfp OF a 六 ， 人 灾 / 
as = 一 一 一 一 一 一 一 -六 一 一 一 7 十 9 二 sh 
~ Mde+s 04o Co rl, 
p=1 
(4.6.70) 


i 


~ 全 & 
江 DI D _ 9 Hip 3 Tp (es 9 2 


19; Di Ng oT Miers 09。 ”69。 
eg 
ni'p OPp 和 全 四 
(4.6.71) 
Oo oy’, (c=1,",£) (4.6.72) 
Of ov 
类 似 地 ， 可 以 导出 凝 男 候 导数 表示 的 方程 和 普通 导数 表示 的 


方程 。 

例 1 变质 量 qarrpraa 雪 秽 问题 5 

在 dannpirann 雪 机 对称 轴 上 附加 一 质点 BB， 其 质量 随时 间 
变化 m= 二 m(i)， 并 中 接触 点 为 8 。 考 虑 到 附加 变质 量 质 点 以 后 ， 


系统 功能 为 
7 = MI{(r%—a0sing)’+ (7 二 COcos6)2 十 Je0: 


+ Fm(t) {(4—BOsing)?+ (S$ +50cos0)?} C4) 
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约束 方程 为 


T= CM+m(t) (1+tg°0) + CJet Ma tm(t)b’ 9 


(C ) 
方程 (4.6.66) 给 出 


D 27 a7 7 (a 0 _ 0 )- 芋 0 -DY 


DE Hx% nx ny \dit 0O% Ox 


D nT 7 Ta 9 9) 0 一 上 + 名 


3 20 1 nxy\di 80606 ”00 


进行 一 系列 计算 ， 得 


a oo 

A [M+m(t)x(l + te’0), nc 一 0 

fa nT 元 ?trB 
EJet Ma tm DIO, Bo= M+mt)) ee 

Gy DY Oy DY __% ,= 
Bx 一 tgO， A 0 » a0 二 0 H cos20 9 CO: 一 Or 0 
人 ~ yy + Oy _ 本 COSA py _ PST1LC 
光一 和 > y DN 一 ?71 cosp ? 6 MIS 


其 中 为 微粒 相对 速度 如 与 PC 的 夹 角 。 将 这 些 表达 式 代入 万 程 
(a )， 整理 得 


Cosa 
pe a CM+tm(t) +idtg0) 一 CMatm(t)D)= = mu COsD 


(2 ) 


CJet Ma:+ m(t)o) y+ CMat mb) = mubsine 


方程 (e ) 在 下 列 特殊 情形 下 
=0, Jc=MO, uU= 一 VB (Cf) 
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可 归结 为 Riccati 方程 ， 因 此 可 积分 到 底 65:19。 | 
例 2 燃烧 着 的 匀 质 圆 球 沿 粗糙 水 平面 的 惯性 运动 。 。 
设 球 的 急 始 半径 为 zx， 密 度 为 ? ， 并 设 由 于 燃烧 引起 的 质量 

减少 与 球 的 表面 积 成 正比 ， 即 

dm 


i = ans (4) 
其 中 cx 为 当 数 ，2 为 球 的 半径 ， 和 为 球 的 质量 
mm = ry (0 ) 
3 
将 式 (5) 对 求 导 数 ， 得 
m= ATYz2 (c) 
比较 式 (4 ) 与 式 (c ), 得 
x 
2 二 一 本 (4) 
积分 之 《 令 tf 二 0，2 二 Yo)， 得 
jy 
2 一 ”0 一 机 (e) 


球 的 动能 为 
= (CX? 二 + y+22) + 57 ++ 6:+2pPDco0s0) (f/f) 
其 中 x, yz 为 球 心 坐 标 ，Y ,6,92 为 Euler 角 , J 为 球 对 其 直径 的 
侍 性 年 
J = m2 (Jh) 
Ts= 3m (t+ 1) + T+ 0?+2pPco0s0) (1;) 
球 在 平面 上 作 纯 滚动 的 条 件 为 


YX+z(Pceosysin0 — Osing)=0, y+2(Psingsing + Ocosy)=0 
考虑 到 式 (e )， 则 上 式 可 写成 


— 347 一 


| a 
z= {ro— 六 jk 一 1cosysinp + Osinyg), 


$=— {x0— 了 ) (Psingsing + gcosy) (7 ) 
将 式 〈7 ) 代入 式 (* )， 得 
7 一 pa (x — Tt) (gzsinzg + 62) + 方 吉 多 
1 
ty I (p+P + 0 -+ 2 幼 太 cosb ) (Ck) 


方程 (4.6,.71〉 对 给 出 为 
本 DT D Xp we( 0% _, 3) 


np Di “np 39 
一 (2 0y 2 22- 2 )- » Llp 0% 
” ‘x 6069 
np 7 
2 一 一 一 I = = Qo,+¥, (7) 


对 6,2 有 类 似 的 形式 。 
因 圆 球 治水 平面 作 惯 性 运动 ， 且 微粒 分 离 的 相对 速度 为 零 ， 


和 收 


65=0 一 0 一 2 一 2 一 区 一 0 (1 ) 
经 过 计算 ， 容 易 得 到 问题 的 运动 微分 方程 2 
J($ + Weos0— POsing)=0 
J(O +Ysing) +m(ro— 5 上) (9 TY9sing) 
一 (ro 一 他 二 )6=0 (多 ) 


J (B+ Ycosd— pOsing) 十 om 一 也 ) (9sinzg 十 峭 bOsingcosb 
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m0 a 
一 多 bsinb ) 一 (7 yt )gsinz 0= 0 | 


$4.7 机 电 系统 的 分 析 动 力学 


机 电 系 统 广泛 应 用 于 各 种 技术 领域 。 电 动机 ， 发 电机 ， 刚 体 
的 非 接 触 ( 电 磁 的 ， 静 电 的 ) 悬挂 ， 电 测 仪 器 等 都 是 机 电 系 统 。 
为 合理 构造 这 些 系统 并 进行 一 系列 的 分 析 ， 现 代 工 程 实际 要 求 建 
立正 确 的 数学 模型 ， 这 些 模型 应 包括 机 械 运 动 的 微分 方程 以 及 电 
磁 过 程 的 方程 。 为 组 成 机 电 系 统 的 方程 ， 分 析 力 学 的 工具 是 非常 
方便 的 ， 其 中 表征 系统 的 电磁 量 和 力学 量 形式 上 看 作 同 等 的 ， 而 
运动 方程 可 借助 Lagrange 模式 来 得 到 。 


4.7.1 机 电 系统 分 析 力学 的 基 本 概念 和 Lagrange- 
Maxweli 方程 


ii. 基本 概念 

定义 1 机 械 过 程 和 电磁 过 程 相 互联 系 的 系统 称 为 机 电 系 
统 。 

这 个 定义 是 相当 广泛 的 ， 因 为 它 包括 了 机 械 系统 和 电路 以 各 
种 构造 结合 相 联 系 的 机 构 和 仪器 。 机 电 系 统 的 主要 特征 是 机 械 能 
到 电磁 能 的 转换 。 机 电 系 统 在 测量 技术 ， 电 声 装置 ， 在 自动 调节 
和 运 控 系统 中 有 重要 作用 。 

研究 机 电 系 统 必须 从 提出 基本 假设 和 选取 模型 开始 ， 考 虑 到 
主要 现象 ， 忽 略 非 本 质 的 ， 次 要 的 现象 。 机 电 系统 的 机 械 部 分 的 
描述 可 利用 力学 系统 的 模型 ， 作 为 某 N 个 质点 的 总 合 。 假 设 所 加 
约束 是 完整 的 、 理 想 的 、 双 面 的 。 约 束 方程 的 数目 是 4 ， 那 么 机 
械 子 系统 在 空间 中 的 位 置 可 用 %=3 NN 一 4 个 广义 举 标 gi(s=1…， 
nn) 来 确定 。 电 部 分 “位 置 ”的 给 定 却 是 复杂 .的 ， 因 为 要 描述 任何 
装置 中 的 电磁 现象 就 必须 知道 电磁 场 一 -磁感应 强度 B、 电 场 强 
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矢 玫 及 其 随时 间 的 变化 。 因 此 ,作为 带 分 布 参数 系统 的 电 系 统 状 
坊 的 给 定 需 无 穷 多 个 时 间 函 数 。 在 理论 电工 学 中 引入 的 电路 和 磁 
路 运用 有 限 个 参数 一 一 电流 ， 电 压 ， 磁 通 等 。 在 用 有 限 个 参数 据 
述 电动 现象 时 ， 类 似 于 力学 中 运用 广义 坐标 。 

假设 ， 导 体 截面 尺寸 与 其 长 度 相 比 其 小 ， 因 此 ， 磁 感应 强度 
B 对 电流 沿 和 截面 分 布 的 依赖 性 可 和 忽略。 此外， 还 要 求 所 谓 礁 平移 
近似 条 件 ， 在 此 条 件 下 电路 理论 才 是 对 的 。 

2. 电路 方程 

假设 机 电 系 统 由 ?个 回路 组 成 。 每 个 回路 由 线 导体 和 电容 组 
成 ， 各 个 电路 之 间 是 电 无 关 的 ， 但 回路 中 的 电磁 过 程 不 是 独 江 
的 ， 因 为 所 有 电路 处 在 共同 磁场 中 。 用 么 (有 =1， MD) 表 记 第 大 
个 回路 中 的 电流 ，wx 为 加 在 第 个 回 路 上 的 电动 势 。 设 ei 为 电 
容器 中 的 电荷 ， 它 与 电流 有 关系 64 二 i。 第 个 回路 中 的 电阻 和 
电容 分 别 为 RR 和 Cn。 电容 是 电荷 与 电容 絮 极 板 同 电势 差 ( 电 
压 ) 之 比 


(一 一 (4.7.1) 


当 机 电 系统 相互 位 置 改变 了 时， 电容 絮 极 板 则 距离 也 改变 ， 因 此 ， 
电容 是 系统 广义 坐标 的 锁 数 
Ci=C Cir(g;), (R= 1 S—=1,**,%) (4.7.2) 
由 物理 学 知 ， 电 场 能 量 为 
WW- 了 | (4.7.3) 
由 式 (4.7.1) 和 (4.7.3) 得 知 ， 第 个 电容 姻 两 极 板 间 的 电压 
可 用 电场 能 灰 . 对 电荷 ex 的 偏 导 数 来 求 得 


a 
RT i 
OCR C 大 


由 物理 学 知 ， 隐 个 带电 回路 的 磁场 能 量 为 
一 350 一 


(4.7.4) 


Pd ?3 


1 此 L 
开 " 一 也 > / > Lirtrtr (4.7.5) 
大 二 1 r=1 


其 中 Lx 为 第 天 个 回路 的 月 感 ，ZarR 知 7) 为 第 及 个 和 第 上 个 回路 
的 互感 。Lxr 依赖 于 第 下 、 第 了 个 回路 的 尺寸 和 形 状 ， 它 们 之 间 
的 距离 ， 相 互 分 布 ， 以 及 周围 介质 的 导 磁 素 。 因 此 ， 量 Lit 是 广 
义 坐 标的 函数 


Lrr= Lar(g;) 。 (4.7.6) 
通过 第 及 个 回路 的 磁 通 与 回路 中 电流 成 正比 
Di= 》 Liris (4.7.7) 
r=1 
比较 式 (4.7.5) 与 (4.7.7)， 得 
OW 
DP, = Be (4.7.8) 


现在 建立 电路 的 方程 .用 ni 表示 第 记 个 回路 中 当 磁 通 中 改 
变 时 引起 的 感应 电动 势 。 按 电磁 感应 定律 ， 有 
do d 9W,, 


Wi Die (4.7.,9) 
对 第 个 回路 ， 利 用 欧姆 定律 ， 有 
We +t Hi = Rds tk (4.7.10) 
注意 到 式 (4.7.4) 和 (4.7.9)， 由 式 (4.7.10) 得 
d Dr。 OW. 


di 8 二 


引进 电 耗 散 函 数 
,一 万 > FKL 
= 1 
于 是 有 
Te = Rui 
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将 其 代入 方程 〈4.7.11)， 得 到 电路 方程 


日 DID。 67 加 
于 De -十 je 十 Di Ups (R= 1, ,7) (4.7.12) 


3。 磅 达 马 达 力 
定义 2 电场 和 磁场 对 物体 作用 而 产生 的 力 ， 称 为 磅 达 马 还 


力 。 

相应 于 广义 坐标 4. 的 广义 磅 达 马 达 力 记 作 @ 以 区 别 于 通 贡 
机 械 性 质 的 广义 力 。 为 得 到 厂 义 磅 达 马 达 力 的 表达 式 ， 可 利用 系 
统 能 量 平 衡 方 程 。 电 动力 所 作 的 功 提供 焦耳 热 、 磁 场 和 电场 能 量 
的 改变 以 及 磅 达 马 达 力 所 作 的 功 。 和 


dl 0 
i ?tx = > Retk+ 了 十 - (4.7.13) 
R=1 
8 去 (4.7.5) 和 (4.7.6) 知 ， 本 于 是 
。 好 站 1 
+ 二 1 


考虑 到 全 ,对 i 是 二 次 刘 次 的 ， 式 (4.7.14) 容易 变换 为 


= 下 2 -> 远 0 (4.7.15) 


系统 的 电能 ， Re 《4.7.2) 和 应 为 电荷 ex 和 广 
勾 坐 标 g; 的 函数 ，WW。 eg) 因此 


dJP。 We ey 
k=1 
将 式 (4.7.15) 和 (4.7.16) 代入 坟 和 (4.7,13)， 得 
: 7 ,dd aW, aW., 
伙 一 尼克 一 二 一 全 一 
三 tw“ tk di Os por )in 
- OV, 1 NN. 
= (=- 5 )， (4.7.17) 


一 3524 一 


将 电路 方程 (4.7.12) 代入 上 式 ， 得 


Ee 


(0 Q}— 和” ,mr js:=0 (4.7.18) 


J 


J 


由 于 三 义 速 度 是 独立 的 量 ， 可 任意 选取 ， 由 式 (4.7.18〉 得 到 
Q;= Bom —W,) (4.7.19) 


将 式 《4.7.5) 和 (4.7.3) 代入 式 (4.7.19)， 最 终 得 到 
1 之 7 1 ee OC 2 
0;= 5 开 eit EG CF (e720) 
R=1 +=1 = Cx 
4. Lagrange-Maxwell 方程 
用 工 表示 系统 的 动能 ， 在 完整 定常 约束 下 ， 它 是 广义 速度 的 
齐 二 次 式 


了 
{= 5 5 QO sO! (4.7.21) 
s=11i1=1 


其 中 系数 ws 仅 依赖 于 广义 坐标 。 系 统 机 械 部 分 的 势 能 是 广义 坐 
标的 函数 

V=V(g), (3 一 1 了 2) 
用 到 0 芳 虑 到 在 机 械 系 统 上 除了 有 劳 


力 一 ， 耗 散 力 一 ge 非 势 力 0; 以 外 还 作用 有 磅 达 马 达 力 


。 产业 反 导 中 的 方程 写 大 天 区 


db7 or 0 Ls 
di 60, Og 0g;, 


+ OQ:， (s=1,°*,7) 

/ (4.7.22) 
将 式 (4.7.19) 代入 式 (4.7.22) 并 联合 电 路 方程 (4 .7.12)， 
可 得 到 机 岂 系 统 的 封闭 方程 组 : 


d oW, OW。e Oy¥,. | 
dt Oz 十 Dex 十 Os — hy (R= 1 ,°° ,00) 


一 38o3 一 


oT 07 Vv NW, OW, 67 (4.7.23) 


0, Og Og Og, "09, + og 0: 

z (Ss= 1,°,1) 

取 机 电 系 统 的 Lagrange 图 数 为 

L=i(g,0)—V(g) + W021) — Wg er) (4.7.24) 

并 引入 电 的 和 机 械 的 耗 散 国 数 之 和 
y= (0) + YG;,0;) (4.7.25) 

则 方程 (4 .7.23〉 可 写成 形式 站 

d DLL op OF 一 (有 一 1 7) 


CT CT 


df O06: be pb6 


全 
dt 


(4.7.26) 
d 09L OL 07 


di 0507 ”65 
方程 〈4.7.26) 就 是 Lagrange-Maxwell 方程 。 它 们 组 成 对 广义 
坐标 和 电荷 的 %+ 和 个 二 阶 常 微 分 方程 的 方程 组 。 

为 积分 方程 (4.7.26)， 还 需 给 出 电荷 、 电 流 、 厂 义 坐 标 和 
广义 速度 的 初始 条 件 
cj| se0—=er0, Lr) eo=ieo, Geliso=gio, Oslinso—=Gs (4.7.27) 


二 0,， (S=1,*,7) 


4.7.2 Lagrange-Maxwell 方程 的 应 用 


1. 刚体 的 电磁 悬挂 

在 火车 车 磺 上 安 一 电磁 铁 ， 它 与 型 铁轨 相 吸 引 。 在 电磁 铁 
绕组 中 的 电流 名 义 力 以 及 磁铁 和 铁轨 间 名 义 间 际 下 ， 引 力 与 车 厅 
重力 平衡 。 设 车 厢 沿 铅 垂 轴 作 直 线 平 动 。 将 在 电磁 铁 和 铁轨 间 间 
隙 名 义 值 下 的 质心 位 置 取 为 坐标 原点 O。 车 厢 质 心 的 坐标 取 为 
广义 坐标 。 电 磁铁 绕组 中 的 电流 记 作 i 。 此 机 电 系 统 的 广义 坐标 
是 > 和 f 。 系 统 不 包含 电容 ， 因 此 对 电流 的 微分 方程 是 一 阶 的 。 
此 时 ， 常 说 系统 有 半 个 自由 度 。 

车 腊 动 能 为 
人 (4.7.28) 


一 3o4 一 


重力 势能 为 


V=Py (4.7.29) 
因 系 统 中 没有 电容 ， 故 电能 等 于 零 。 磁 能 表 为 
To 一 本 | 二 Bzd (4.7.30) 
， 四 


其 中 B 为 磁感应 强度 矢量 ，4 为 导 磁 率 , VV 为 磁场 包含 的 体积 。 
设 磁 铁 与 铁轨 之 间 的 间隙 厅 yy 与 磁铁 尺寸 比较 其 小 。 此 时 ,可 认 
为 磁铁 与 铁轨 间 气 阶 中 的 磁场 是 均匀 的 ， 并 忽略 边界 效应 。 不 计 
铁 轴 、 磁 铁 、 气 隙 内 的 磁 漏 泄 。 假 设 磁铁 和 铁轨 的 导 磁 率 4 很 
大 ， 可 忽略 式 〈4.7.30) 中 对 磁铁 和 铁 轨 体 积 的 积分。 此 时 式 
(4.7.30) 中 只 有 常 矢量 她 沿 两 个 气 孙 体积 的 积分 


1 
Wa = hy) (4.7.31) 


其 中 S 是 磁铁 面积 ，A 为 宇 气 导 磁 率 . 通 过 电磁 铁 绕组 的 磁 通 为 


B=BSN (4.7.32) 
其 中 入 为 线 组 圈 数 。 另 一 方面 ， 磁 通 与 电流 成 比 从 
B=L 上 Li (4.7.33) 
其 中 工 ,, 是 自 感 系数 。 由 式 (4.7.32) 和 “(4.7.33)， 得 
可 
P= SN 
将 其 代入 式 (4.7.31)， 得 
(p— VL ., 
ni AS 2 
但 
Wa = Lui’ 
于 是 
AS 
LL,; 二 2(h— yy) 
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而 系统 的 磁 能 为 


一 一 一 人 72 
WW, (hy) (4.7.34) 


因此 ， 机 电 系 统 的 Lagrange 国 数 为 


1 a 村 /SV 2 
L=”5 sy -Py+7 hy? 


(4.7.35) 
耗 获 函数 为 


1] ，， 1 
多 一 本 0 + sR (4.7.36) 


其 中 5 为 车 砸 运动 中 的 粘 摩 探 系数 ，RR 为 电路 中 的 电阻 。 
假设 广义 非 势力 不 存在 ， 并 用 4 表示 电 磁铁 绕组 上 的 电压 。 
为 确保 车 厢 悬 挂 的 稳定 性 ， 这 个 电压 应 依赖 于 气 除 (4 一 
Lagrange-Maxwell 方程 〈4.7.26) 给 出 为 
d 0L OF d 0 DLL 07 


TU 


人 


二 
将 式 (4.7.35) 和 (4.7.36) 代入 方程 (4.7.37)， 得 到 


1 HSN dz 1 HoSN® .. 
2 一? di 2 (hh— ytRiT 
六 ) CN (4.7.38) 
,, AZ . 。 
gy t+P—7 Roy)? tO =0 
] A0SWN: 
其 中 一 也 志 一 5 少 i 是 车 厢 运 动 时 引起 的 感应 电动 势 ， 


1 全 是 磁 达 马达 力 一 -车厢 对 铁轨 的 引力 。 


下 面 研究 方程 (4.7.38) 的 平衡 位 置 的 稳定 性 。 假设 


Mf 一 ?fo thR(h— yy), Wo= Const. (4.7.39) 
其 中 8 是 传感器 信号 放大 系数 。 在 车 月 的 平衡 位 置 上 ， 有 
4 一 0，yY 一 0，7 一 ?n (4.7.40) 


将 式 (4.7.40) 代 入 式 “4.7.38)， 得 到 所 项 电动 势 和 电流 名 义 力 
一 356 一 | 


i 


的 掉 
Ws =Rio— Rh, = 一 一 (4.7.41) 


和 为 y=0 时 的 自 感 系数 。 
没 车 帮 由 平衡 位 置 发 生 小 位 移 .< 妨 ， 并 设 电磁 铁 绕组 中 的 

电流 靠近 其 名 义 值 和， 即 ;一 各 十 y，Y+ 雪 aa。 于 是 有 

1 ww1 2 


er 
re he. 


Ry Yh 


:= 


(4.7.42) 
2 po ,220 

(hy) pp? 万 3 
将 式 (4.7.42) 代入 方程 (4.7.38)， 并 考虑 到 式 (4.7.39) 和 


(4.7.41)， 上 略 去 运动 方程 中 的 非 线 性 项 ， 得 到 线性 化 方程 
lt + Ret 1ory +hy=0, (+ = 


~ 和 过 


p (4.7.43) 
—lorr tmy+oy—/lor y=0, (m= 专 ) 
将 形 如 
+t At 

YX 一 Cie ， yy 一 Ce (4.7.44) 

的 解 代入 方程 (4.7.43)， 得 到 特征 方程 

Lo 十 民 iorA++Rk 
一 oz mA’ 十 14 一 707 


印 
111V0i3 + (Olo tmR)A + ORA+Ir(R—rR)=0 (4.7.45) 
因此 ， 夺 肛 平 衡 位 置 的 稳定 性 条 件 归 结 为 
A>rR, ORO + mR) >mlor (RR—?rR) 
由 此 得 到 火车 电磁 悬挂 的 工作 能 力 条 件 为 
人 en pl CmR 二 2060) 
hb mi 


在 没有 阻尼 (2 0 的 情况 下 ， 尼龙 不 能 工作 的 。 


(4.7.46) 
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2. 通电 系统 

电容 微 音 句 的 主要 部 分 是 平板 电容 ， 其 中 一 个 板 古 弹性 蘑 
膜 。 声 流 引 | 起 薄膜 振动 。 由 于 它 的 移动 ， 电 容 强 的 电容 就 变 1;5。 
因此 ， 在 由 电容 C(x)， 电 阻 尺 和 电动 势 妈 组 成 的 电路 中 将 ?| 起 
可 变 电 踊 。 进 入 放大 三 的 信号 由 电阻 尺 取 出 。 

为 摘 述 薄膜 的 弹性 ， 利 用 绝对 刚性 薄板 的 模型 ， 它 以 刚度 为 
的 弹簧 与 电容 竹 的 固定 板 相 联结 。 设 电容 每 薄板 间 跑 离 为 及 ， 
运动 薄板 的 质量 为 % ,当空 气 振动 时 作用 在 此 板 上 的 力 为 瑟 ( 坊 。 

取 轴 0x 垂直 于 电容 志 板 平面 ， 原 点 Q 取 在 弹 笑 未 变 形 时 动 
板 所 在 位 置 。 设 % 为 动 板 离 0 的 坐标 。 电 容 微 音 每 的 机 电 系 统 的 
广义 坐标 取 为 电容 帮 的 电荷 * 和 动 板 的 位 移 x。 动 板 的 动能 为 


= 于 xj (4.7.47) 
弹 先 的 势能 为 
一 本 Ra (4.7.48) 
忽略 电路 的 感应 并 设 磁 能 等 于 零 。 电 场 能 为 
WW = 2C (x) (4.7.49) 
由 平板 电容 公式 ， 有 
c __ EnED 
(%) 一 了 


其 中 so 为 真空 的 电容 率 ，。 为 电容 器 平板 间 电 介质 的 相对 电容 
率 ， S 为 平板 面积 ，4 为 平板 间距 离 。 在 所 研究 情形 4& = 大 十 x， 


06、 ， 
而 当 *=0 时 ，Co= >， 由 此 得 soeS=C 史 ， 因 此 


Co 
将 其 代入 式 (4.7.49)， 得 
e (hi+x) 
We Ch (4,7.50) 
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系统 的 耗 散 国 数 为 
py b+ Re (4.7.51) 
其 中 5 为 动 板 运 动 时 的 粘 摩 擦 系数 。 
广义 力 容易 计算 ， 得 
Os=HW, Or= F(t) (4.7.52) 
由 式 (4.7.47)、(4.7.48) 各 (4.7.50〉 组 成 机 电 系 统 的 
Lagrange 困 数 


L = 二 5 :0 ) (4.7.53) 
本 MX . i 27C 2 个 化 sf。 


2 
Lagrange-Maxwell 方程 〈4.7.26) 给 出 为 
d 0L- 8- 60% or py 
di -Oo 一 4 人 74) 


将 式 (4.7.53)、(4.7.51) 和 (4.7.52) 代入 方程 (4.7.54)， 


得 到 和 27 
-=PF(), Reé+— (hi+x)=u 
0 


.， . 2 
MX 十 MX 十 AN + hE, 
(4.7.55) 
在 没有 外 作用 五 (让) 三 0 时 ,此 机 电 系 统 的 平衡 位 置 %o， 
eo 满足 : 

ho+ -和 一 一 0， eolh+xo) 一 1hpC 

ph 

(Xoth)xo+ 0=0, Wm 


电容 絮 固 定 平板 的 坐标 为 (一 )， 因 此 物理 上 能 实现 的 平衡 
位 置 为 %, 记 一 hh。 这 个 条 件 是 加 在 系统 物理 参数 上 的 限制。 实际 
上 ， 将 式 (4.7.56) 第 一 式 写 成 
f(x0)=—u0, f(xXo)= (xot+h)xo 
在 之 0 时 ， 豆 数 f(xo) 是 正 的 ; 而 当 Xo 过 0 时，f(xo) 为 负 的 。 
此 顷 数 在 点 %=0 处 与 轴 % 相交 ， 而 在 xz= 一 站 时 与 独 x 根 切 。 


一 459 一 


(4.7.56) 


因此 ， 国 数 厂 xo 在 一 记 S Yo 区 0 回 有 极 小 。 将 了 对 Xo 求 导数 , 丰 
df z 


dxo 


在 x 二 -大 处 ， 了 有 极 大 ;在 如 一 一 公 处 ， 广 有 极 小 。 这 个 极 小 


值 等 于 


/名 -- 歼 


为 使 三 次 抛物 线 VY 二 了 (x6) 在 一 hx 和 0 间 与 直线 多 二 一 他 0 相交 ， 
所 求 得 的 极 小 值 应 小 于 一 ww。， 即 


由 此 得 
< (414.7.57) 
“0 


4.7.3 非 完整 动力 学 与 电机 的 一 般 理 化 


在 专 背 [4] 中 ， 用 大 量 篇 幅 详 细 地 讨论 了 非 完 整 系统 动力 学 
与 电机 的 一 般 理 论 。 


S$ 4.8 事件 空间 中 的 分 析 动 力学 


J 工 Synge 在 他 的 著作 中 研究 了 各 种 空间 (包括 事件 空间 ) 
中 的 完整 保守 系统 的 分 析 动 力学 “**。 这 种 研究 不 仅 有 几何 意义 ， 
而 且 也 有 重要 的 力学 意义 。 首 先 ， 由 此 不 仅 可 以 得 到 通常 位 形 空 
间 中 的 动力 学 方程 ， 而 且 可 以 直接 得 到 能 量 积分 。 其 次 ， 由 于 在 
事件 空间 中 坐标 和 时 间 处 于 同等 地 位 ， 这 可 使 我 们 灵活 地 选取 参 
数 ， 以 便 建 立 较为 简单 的 方程 7。 

本 节 讨 论 事件 空间 中 的 于 amilton 原理 ， 完 整 和 非 完整 系统 
分 析 动 力学 的 一 些 问 题 。 
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4.8.1 事件 空间 中 的 Hamilton 原理 


1. 事件 空间 中 的 约束 方程 和 虚 位 移 

设 力学 系统 的 位 形 由 二 个 广义 坐标 %(s= 1，,2) 来 确定 。 
构造 z+ 1 维 扩充 的 位 形 空间 RR。,， (事件 空间 )， 此 空间 中 点 的 
坐标 是 广义 坐标 9.(s 二 1,…,%) 和 时 间 #5。 引 入 记号 

Xl 二 4， Mr+1 一 dr (3 一 1 00) 

所 有 这 些 变量 可 作为 某 参 数 的 连续 可 微 函数 。 令 x。=x.(7) 
(wx= lot+1) 是 CERsi 类 曲线 使 得 * 人 一 不 同时 为 
霍 。 这 些 带 某 确定 方向 的 曲线 对 应 于 无 约束 的 完整 系统 的 可 能 运 
动 。 我 们 有 


部 (4.8.1) 
设 位 形 空 间 中 的 非 完 整 约 东 方程 为 
02) 一 0， (B=1,e,p; S 一 1 (4.8.2) 
在 事件 空间 中 有 
To(xasXa)=0, (B=1,°%, 8; X 一 1 二) (4.8.3) 
其 中 


Fr 严 
2 | 

Pox xe) = f(r, Nnt+ls ry x ) (4.8.4) 
1 1 


命题 1 事件 空间 中 约束 方程 左 端 函数 厂 p(x。,xs) 对 xs 是 
零 阶 齐 次 图 数 。 


[证 明 ] 因 
ofrse 上 工 0fg. oF _1 0 六 
Ox s=1 Og; 人 0xr:,， xi 00， 4.8,5) 
改 
n+]1 
oF sg : 
， 
OX. 和 zj 0 (4,8.6)|| 
r=1 


约束 〈4.8.2) 加 在 虚 位 移 69; 上 的 条 件 为 


2, /40g, 0, (p=1,*,£) (4.9.7) 


og 
s=1 .- 
约束 (4.8.3) 加 在 虚 位 移 Ax。 上 的 条 件 为 
n+1 
> je Axa = 0 (B=1,.",g) (4.8.8) 
a=1 


考虑 到 式 (4.8.5)， 和 条件 (4.8.8〉 写 成 形式 


~ Pfs 
和 gj, (Aq: ~ GAt)=0 (4.8.9) 
比较 式 (4.8.7) 和 (4.8.9), 得 到 关系 z 
Ad 一 00 二 ITAZ 《4.8.10) 


这 表明 ，RR, ,1 中 的 虚 位 移 Ad, 乃 是 尺 , 中 的 全 变 分 。 
如 果 约 束 《4.8.2) 对 0; 是 齐 次 的 ， 据 式 (4.8.2)， 有 


D340,= Rajae=—=0, (P=1,°,8) (4.8.11) 


它 与 式 (4.8.7) 一 致 。 因 此 ， 对 64; 为 齐 次 的 约束 ， 等 时 变 分 
( 庶 位 移 ) 类 6g, 等 价 于 非 等 时 变 分 类 。 
假设 由 约束 (4.8.2) 可 解 出 后 面 & 个 广义 速度 
0I.p 一 Op090o1)， (有 一 1 53 0 一 1 5 一 了 一 5 


8 一 Tey 0) (4.8.12) 
在 R,1 中 表 为 
Xerarri—= Pa(xiy Xnrir C1 Ce.1) (4.8.13) 
其 中 
严 人 Ne 
gp 一 se 人 xi ee 和 11。， x hr 2 ) (4.8.,.11) 
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由 式 (4.8.114), 得 
OPa ， OF pg 


Ox, 一 和 沁 1] OX? (t=1,%"*,N+1) (4.8.15) 


-> 5529。 (4.8.16) 
Cg _ .092 一 站 | 
OX ，， 一 00， 虽 (Y=1, ,E ) (4.8.17) 
约束 《4.8.13) 对 Axs 的 限制 条 件 为 
E+1 
a9 
Axsrari= 2 sr Ad (B=1,%%,8) (4.8.18) 
y=1 


2。 事件 空间 中 的 Hamilton 原理 
根据 给 定 的 Lagrange 函数 L(i,g;,$,)， 对 空间 Rst1 定义 参 
数 形 式 的 Lagrange 阴 数 
2 Yn 


/ ) 区 
Alxos #4) =xiL (x 0 Nn+ls x 和 (4. 8 。 19) 


于 是 有 
94 ,HL 
dx Xor’ (X=1,"",nt1) (4.8.20) 
3 站 = 工 一 > 2 人 一 一 (4.8.21) 
od 1 
Ox Gd? (s=1,*,n) (4.8.22) 
因此 
十 
4 
2, 4 Xs =A(Xs, Xs) (4.8.23) 
一 Xa 
于 是 有 下 述 命 题 。 


命题 2 函数 4 对 x 是 正定 、 一 阶 齐 次 的 ， / 
有 友之， 根据 给 定 的 Lagranege 的 数 A(Xs, Xs ) H 确 定 L(t, (fs, 
d's) 。 因 此 ， 哆 数 A(Xas Xa ) 和 全 (z， g,30;) 是 彼 此 等 价 的 ， 就 是 说 
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romm au me i Tr 1 en ep 和 


一 个 可 确定 另 一 个 。 册 此 得 到 Lagrange 作用 元 的 不 变性 
7 (4.8.24) 
这 样 ， 位 形 空间 中 Hamilton 原理 的 有 01der 形式 


| df 一 0，80: —=6g i=0 (4.8.25) 


£0 


在 参数 化 下 取 形 式 


T: 


| AA(xs, Ka)dr—=0, Axsli-io—= AXolir—=0 (4.8.26) 


对 于 完整 系统 来 说 ， 原 理 (4.8.26) 中 的 Ax 不 受 限 制 ; 对 
于 非 完 整 系统 来 说 ， 原 理 (4.8.26) 中 的 Ax 有 限制 (4.8.8) 
或 (4.8,18)。 

3. 事件 空间 中 的 D'Alemberi-Lagrange 原理 

现 将 原理 (4.8.26) 进行 变换 。 考 虑 到 RR,,i 中 的 交换 关系 


-Ax = Ax, (4.8.27) 
我 们 有 
(区 04 ) -人 5 ( d 84 
L PX Oe dr Hx 
a=1 V=To Tn 以 = 工 
94 i 
js )Axsdr=0 (4.8.28) 
海 虚 到 Axej, := 一 Axo|: -= 一 0， 则 
T1 并 十 1] 
d 64 384 
| (i jo ) Adr 0 (4.8.29) 
因 积 分 区 间 [ro,ri 是 任意 的 ， 由 式 (4.8.29) 得 到 
天 十 于 
d 64 84 
( dz 站 X ~ Ox, Fe)Axs=0 (4.8.30) 


这 就 是 冲 件 空间 中 的 了 Alembert~Lagrange 原理 。 
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4.8.2 事件 空间 中 完整 保守 系统 的 运动 方程 


1， Lagrange 方程 
因原 理 〈4.8.30) 中 的 Ax。 彼此 独立 ， 故 得 
4 04 04 
ds Oxs Ox, . 
这 就 是 事件 空间 中 完整 系统 的 Lagrange 方程 5), 或 称 参数 方程 。 
这 (n+1) 个 方程 不 全 是 独立 的 ， 因 为 ， 考 虑 到 式 (4.8.23)， 有 


Dx (a 04 64 ) 
dr 0x OX, 
+1 7 二 1 m 
» OA ,， 04 
和 (i Br )- 2 Ne Grr Er 
=1 = 1 
dA dA 
= de 


现 研 究 方 程 (4.8.31) 中 的 第 一 个 。 利 用 式 〈4.8， 20) 和 和 


(4.8,21)， 第 一 个 方程 写成 
dH aL 


(C=1,** 7 十 |) (4.8.31) 


(4.8.32) 


ar tt a 7 二 0 (4.8.33) 
由 此 得 知 ， 当 
DLL 
二 0 (4.8.34) 
时 ， 便 得 到 积分 
H=const, (4.8.35) 


方程 4,8.31》 的 后 面 % 个 方程 ， 当 取 i=+ 了 时， 成 为 通常 
的 Lagrange 方程 


一 一 一 一 员 ， (S 一 1 了) (4.8.36) 


2。Nielsen 方程 / 
命题 3 ” 对 事件 空间 中 的 任何 动力 学 函数 /(x。,xs)， 我 
们 夯 
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N ,=F,, (=1,* ,nN 二 +1) (4.8.37) 


其 中 
,， 0 qd 6 
d 90 0 
上 ,二 jc Bx ~ Bx, (4.8.39) 


分 别 为 事件 空间 中 的 Nielsen 算 子 和 Euler 算 子 。 
利用 命题 3 ， 方 程 (4.8.31) 可 表 为 Nielsen 形式 


0 dA 0 
520 (t=1,%",nt1) (4.8.40) 


3。 enos 方程 
在 事件 空间 R11 中 构造 图 数 


] ) 
一 了 (4 —34,) (4.8.41) 


d*/A J 天 于 和 yh 
其 中 A = 二 zz， 而 Ao 为 4 中 取 %。 为 常数 时 对 参数 7 的 两 次 
导数 ， 即 有 
04， 94 : 
Bx = Ox (C= 二 1,***,Np 二 1) (4.8.42) 
命题 4“ 我 们 有 


GR dd 94 


Dx 一 二 DX7 一 DY (X 一 1 ,Nn 二 +1) (4.8.43) 


根据 命题 4 ， 可 将 方程 (4.8.31) 表 为 lleHos 形式 2 


DA 人 
dx 0 (cX 一 1 名 十 ]) (4.8.44) 


4.8.3 事件 空间 中 非 完 整 系统 的 运动 方程 


1。Euler-Lagrange 体系 的 方程 : 
如 系统 受 有 & 个 非 完整 约束 〈4.8.3)， 广 义 力 是 有 势 的 ， 那 
么 由 原理 (4.8.30〉 和 关系 〈4.8.8)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 


人 
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子 法 ， 容 易 得 到 
(cx 一 1，…,%+1) (4.8.45) 


这 是 事件 宇 间 中 非 完 整 有 势 系 统 的 Routh 方程 "07。 

如 系统 所 受 非 完整 约束 表 为 式 (4.8.13)， 利 用 约束 加 在 碟 
位 移 上 的 条 件 (4.8.18)， 并 用 导出 位 形 空 间 中 广义 QarmerrRH 
方程 (3.1.80) 的 类 似 讨论 ,可 导出 事件 空间 中 的 广义 HaninpIran 
方程 "3? 


a 94 84 亲 _ 94 (a 0s Oo) 
dr Ox, 04%， 二 OXerpri\dr Ox, Ox, 


A 0 中 
-一 > ， 二 8 _ ， (一 Te 十 ]) 


(4.8.46) 
其 中 4 为 4 中 借助 约束 (4.8.13) 消去 x',s,, 所 得 表达 式 。 
首先 ， 广 六 HannpIran 参数 方程 (4.8.46) 中 的 第 一 个 代 
表 能 量 。 实 际 上 ，、 当 :==1 时 ， 有 


Eg 


dH ,0L d 6L ， 0 
dr 11 ot 2 (E Og +8 和 Ogqe+8 外 
-，Do 
6。\V 
> 3 jj=0 (4.8.47) 
显然 ， 如果 
aL > OF Bp 
51 =0, Wa Dy G, = (4.8.48) 
旭 方 程 (4.8.47〉 给 出 积分 
: H=const,. (4.8.49) 
其 次 ， 不 难 证 明 ，(。 + 了 个 方程 4.8.46》 通 过 二 下 式 相 联系 
&+1 
,fd oA4 ~- 094 d 68; 
bE ke OX, - pC OX, 
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_ 加: 0 4 09 人 1 - 
5 一 二 二 (048.50) 


最 后 ， 所 完 一 个 特 跌 情 肾 包 - 此 时 方程 (4.8.47) 成 为 
dH 6L ~ /d 6L aL 
> (5 )(w， 


下 ~ \di fre 09 
€ 
-9,)=0 (4.8.51) 
OF 。 
or=1 


而 方程 (4.8.46) 的 后 面 * 个 方程 成 为 
d 87 87 一 OL (2 O98 2 


df gs Hs fo dra \dt 2。 04, 


B 
一- 5 Oe ofa (II 一 1].。,E) (4.8.52) 
- 1 OGe+p O04 。 


2，Nielsen 体系 的 方程 
命题 5 5) 对 任意 函数 (x。,x,)， 我 们 有 


E 
; 0 中 6 0 和 -一 一 遇 归 量 
N,=E,+ 之 本 7 DX, (2 一 1 ,E+1)(4.8.53) 


其 中 7 为 中 全 助 约束 (4.8.13) 消去 *. .se 所 得 表 达 式 .。 
如 果 系 统 受 有 非 完整 约束 (4.8.3)， 利用 命题 3， 可 将 
Routh 方程 (4.8.45) 变换 为 Nielsen 形式 


0 di 04 | 3 OF ; 
Bx dr “0x。 8 ox’ 


(A=1,** ,HN 二 1) 


(4.8.54) 


如 果 系 统 受 有 非 完整 约束 (4.8.13)， 利 用 命题 5， 可 将 广 
义 Uanrprraa 参数 方程 (4.8.46) 变换 为 广义 Nielsen 形式 

9 dA4 84 & 64 9 dP , 09, 

OX, dr 一 2 0DX。 (gre dr Bx, ) 


/ 
+A+l1 


~ 
一 2 > ， -一 0 0 (2 上 一 1 5 十 ]) 
(4.8.55) 
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3。. LeoB 型 方程 
根据 命题 4 ， 原 理 (4.8.30) 可 表 为 Heaoa 形式 


办 二 二 


OR 
> xr AXa=0 (4.8.56) 


a=1 
如 系统 受 有 非 完整 约束 (4.8.3)， 由 原理 (4.8.56) 和 关系 
(4.8,.8)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 ， 容 易 得 到 


1 (xc=12+1) (4.8.57) 


如 系统 所 受 约 束 为 《4.8.13)， 将 关系 (4.8.18) 代入 原理 
(4.8.56)， 由 Ax, 的 独立 性 可 得 


一 ”一 0， (Z 一 Te 十 1) (4.8.58) 
车 令 下 为 RR 中 借助 式 〈4.8,13) 消去 不 独立 的 x ,s, ,所 得 表达 
式 ， 则 上 式 可 写成 简洁 形式 


oR 
Dx 一 0， (2 一 1 < 十 工 ) (4.8.59) 


以 上 得 到 的 方程 (4.8.45)、(4.8.46)、(4.8.54).(4.8.55)、 
(4.8.57) 和 《〈4.8.59) 都 是 事件 空间 中 非 完 整 有 势 系统 的 方 
程 。 实 际 上 ， 这 种 研究 还 可 推广 到 具有 非 势 力 的 非 完 整 系统 "37。 
例 质量 为 1 的 质点 在 追踪 目标 时 所 走 轨 迹 为 平面 Oxy 上 
的 昌 线 ,及 曲线 斜率 与 时 间 的 某国 数 (让 成 比例 。 点 的 运 动 受到 
有 势力 作用 ， 势 能 为 =V(x,y)。- 试 建立 事件 空间 中 的 运动 方 
程 。 
系统 在 位 形 空间 中 的 Lagrange 函数 和 约束 方程 分 别 为 


L = (2+) V(x y) (4) 


y=%f (1) (0 1 
令 二 ft，X 二 %*，%; 二 在 事件 空间 中 Lagrange 函数 和 约束 
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方程 分 别 为 


1 
A(Xis Xrs Ni NI Nas Xa)— (YX ) 一 XV(x2, X11) (CcC) 


2 
Xa = Xf (Xi) (a) 
HeaoB 畏 数 为 
R=3(A4 84) = gr (Ht) — C2 (i + ht) 
0 大 oV 
— 2 ”2 or / 
X(N Xs )) 的 ( Cat dx * x ) 


0 0 ， 3 ovV ， Or ， 有 
(2 + 从) 十 gr 避 十 地) 二 (6 ) 
其 中 未 写 出 之 项 页 不 含 *，， X 2 Xso 


方程 (4.8.57) 给 出 z 
OR oR OR Cf) 


Dx” 一 0， Brrr = Af Yi) ， Bx =—4 
即 
1 n 2 /2 
7 CX CA 
0 ， by ,NY 
+ (二 DYX3 x )=0 (8) 
1 加 OV 
R(X XS 一 和 2 和 ) + x1 Hr = —Aj(Xi) (万 
1 oV 
aE — (XI Xs 一 XaX1) + XL GN 一 4/ 《3 ) 
方程 (8 ) 给 出 积分 
a(x + 2) 十 太一 万 = const， (7 ) 


这 就 是 能 量 积分 。 由 方程 (大 ) 和 (2 ) 消去 ?4， 并 利用 约束 ( 4) 请 
去 Xs，xsa， 得 到 
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{I CIE f(D)I tis f(x) f(x)} 


二 fe + f(X1) 3 元 人 = (Rk) 
特别 地 ， 如 取 =+， 则 x1 二 1，x1 二 0， 而 方程 (& ) 成 为 
gC1+ 20D3+ SD D E+ +f) 57 = 


(C2) 


这 就 是 位 形 空间 中 的 运动 方程 。 | 


S$ 4.9 分 析 动 力学 逆 问 题 


动力 学 道 问 题 是 经 暴力 学 的 主要 问题 之 一 。 最 古老 、 最 著名 
的 动力 学 道 问 题 是 Newton 问题 : 行星 按 Kepler 定律 运动， 求 
作用 在 行星 上 的 力 。Newton 由 此 发 现 了 万 有 ?5| 力 定律 并 葛 定 了 
Newton 估量 力学 的 基础 。 动 力学 赣 了 问题 也 在 分 析 力 学 的 形成 和 
发 展 中 起 过 重要 以 用 。 特 别 是 近年 发 展 起 来 的 新 兴学 科 ， 如 飞行 
动力 学 ， 宇 航 力 学 ， 运 动 和 过 程 的 控制 理论 ， 机 大 人 动力 学 
等 ， 帮 与 动力 学 迹 问 题 密切 相关 。 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 动 力学 
逆 问 题 的 提 法 也 在 不 断 扩 充 ， 到 60 一 70 年 代 才 给 出 了 动力 学 道 
问题 的 一 般 提 法 。 

本 市 简要 讨论 分 析 动 力学 道 问题 从 基本 提 法 和 解法 ， 并 举例 
说 明 它 们 的 应 用 。 


4.9.1 动力 学 六 问题 的 提 法 


这 里 研究 动力 学 逆 问 题 的 定义 以 及 闭 问 题 的 一 些 基本 提 尘 。 
定义 所谓 允 力 堂 着 问 题 是 指 确定 加 在 力学 系统 上 的 主动 力 
和 力 怎 、 了 系统 的 参数 以 及 加 在 其 上 的 约束 问题 ， 使 得 系统 在 这 些 
力 、 力 第 、 参 数 以 及 约束 下 按 给 定性 质 的 运动 是 系统 的 一 个 可 能 


运动 
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上 面 所 指 “ 运 动 性 质 ” 可 用 各 种 方法 给 定 ， 如 对 坐标 和 速度 
-的 定量 的 和 定性 的 限制 ， 系 统 的 积分 不 变量 等 。 
设 完整 力学 系统 的 位 形 由 交 个 广义 坐标 g(s=1, 24) 来 确 
定 ， 则 系统 的 状态 可 用 广义 坐标 94: 和 厂 义 速度 9. 来 确定。 运动 
性 质 可 用 流 形 
Q: wu(q0st)=0,, (7 全 1 eer,M 世 4) (4,.9.1) 
给 定 ， 其 中 某 些 前 数 c, 可 以 为 短 。 假 定 销 数 @%.(g;,6G.,1)EC,， 
而 等 式 (4.9.1) 在 th 时 在 相 空 间 森 域 G4g,9} 上 是 相 容 的 县 
独立 的 。 运 动 性 质 的 给 定 流 形 8， 实际 上 是 相应 所 论 力学 系统 的 
积分 流 形 。 
下 面 给 出 动力 学 逆 问 题 的 三 种 近代 基本 提 法 "**)。 
1. 建立 运动 方程 的 基本 问题 
为 解 动力 学 道 问 题 ,自然 需要 按 给 定 积 分 波形 2 来 建立 力学 
系统 的 运动 微分 方程 ， 使 得 表达 式 〈4.9.1) 是 方程 的 第 -一 积分 
(c, 关 0) 或 特殊 积分 (c= 二 0)， 并 且 由 所 建立 的 运动 方程 来 确定 待 
求 的 广义 力 、 参 数 和 约束 ， 人 允许 系统 按 给 定 性 质 〈4.9.1) 而 运 
动 。 因 此 ，、 问 题 妇 结 为 下 列 提 法 : 
按 给 定 的 积分 流 形 (4.9.1) (m 近 az) 来 构造 方程 组 
Gs=P(geGrst), (Ss, b=1,°,n) (4.9.2) 
2， 运动 方程 的 修改 
在 某 些 情形 ， 已 知 运动 方程 的 结构 ， 但 不 知道 为 确保 系统 按 
给 定性 质 而 运动 所 必须 的 补充 力 和 参数 ， 这 就 需要 按 给 定 的 积分 
流 形 预 先 确定 运动 方程 并 由 修改 了 的 方程 求 得 符 求 量 。 此 时 ， 问 
题 归 结 为 下 列 提 法 ， , 
给 定 方程 组 
Gs=Po(grrGesvist), (Ss,p=1,°% ,ny I=1,e,r) (4.9.3) 
按 给 定 的 积分 流 形 (4,9.1) (m 二 nn) 来 确定 录 数 vi(qx,94,1) (1 二 
1 yy )。 
3. 运动 方程 的 封闭 
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当事人 驳 仅 仅 知 道 系统 的 一 部 分 运动 方程 时 ， 为 解 动力 学 道 问 
题 就 需 按 给 定 的 积分 访 形 来 建立 短 少 的 方程 ， 并 由 封闭 方程 组 确 
定 符 求 的 广义 力 、 参 数 和 约束 。 因 此 ， 问 题 归结 为 下 列 提 法 : 

给 定 方 程 组 

GG = Po geetos ost), (s,s R=1, 0 Nn; o—=1,,p)(4.9.4) 
按 给 定 的 积分 流 形 (4.9.1) (mw 之 8) 来 建立 封闭 方程 组 
: Ho=U (go Mostost), (P=1,°,p) (4.9.5) 

因此 ， 动 力学 逆 问 题 的 解 在 足够 一 般 的 数学 解释 下 归结 为 按 
给 定 积分 流 形 来 建立 力学 系统 的 运动 方程 。 当 然 ， 上 面 指出 的 建 
并 运动 方程 的 各 种 提 法 不 是 唯一 可 能 的 。 例 如 ， 给 定 的 运动 性 质 
可 以 仅 依赖 于 一 部 分 94;/，5;,， 而 这 些 性 质 或 者 只 是 几何 的 ,或 者 
只 是 运动 学 的 ， 运 动 性 质 可 以 由 不 等 式 给 出 ， 所 建立 的 菜 些 方程 
可 以 是 一 阶 微分 方程 ， 等 等 。 但 是 ， 建 立 微分 方程 的 所 有 这 些 可 
能 的 变化 ， 无 论 从 其 实际 意义 上 ， 还 是 从 方法 上 来 说 ， 它 们 的 解 
完全 包括 在 上 面 指出 的 问题 提 法 的 基本 变形 中 ， 因 为 这 些 变形 或 
者 是 其 推广 情形 ， 或 者 是 其 特殊 情形 。 


4.9.2 运动 方程 的 建立 

1. 用 建立 运动 方程 的 方法 来 解 动力 学 逆 问题 

动力 学 逆 问 题 的 解 归 结 为 常 微分 方程 理论 中 逆 问 题 的 解 ， 即 
按照 给 定 的 第 一 积分 或 者 特殊 积分 来 建立 或 补 建 微分 方程 本 身 ， 
微分 方程 理论 中 的 逆 问题 ， 作 为 按 给 定 特殊 积分 建立 方程 组 焦 合 
的 问题 ， 首 先 由 Epyran 研究 ， 并 给 出 问题 的 解法 5332。 FEpyraag 
提出 的 按 给 定 特殊 积分 来 建立 微分 方程 的 方法 ， 不 仅 可 按 运动 给 
定性 质 来 建立 力学 系统 的 运动 方程， 而 且 可 考 虚 到 一 些 补充 需 
要 ， 例 如 稳定 性 或 运动 优化 的 需要 ， 来 建立 这 些 方程 。 为 解 所 提 
动力 学 逆 问 题 ， 根 据 Epyra 方法 ， 首 先 建立 使 给 定 的 积分 流 形 
组 成 要 建立 的 微分 方程 组 的 积分 流 形 的 充 要 条 件 。 这 些 条 件 ， 可 
由 把 按 待 求 方程 组 成 的 、 给 定 积分 的 导数 看 成 为 任 意 函数 而 得 
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到 ， 这 些 函 数 称 为 EpyrzB 国 数 ， 当 c=0 时 它们 在 给 定 积分 流 
形 上 变 为 零 ， 而 当 cs 天 0 时 简单 地 取 为 零 。 所 得 到 的 等 式 是 所 论 
力学 系统 给 定 运动 存在 的 必要 条 件 ， 即 对 系统 按 给 定性 质 运 动 存 
在 来 说 是 必要 的 ， 还 需要 满足 系统 的 初始 状态 。 

对 建立 运动 方程 的 基本 问题 中 ， 存 在 按 给 定性 质 〈4,.9.1) 的 
运动 的 必要 条 件 是 


— Ow, . — Oo, 0o， 
2 Gg, 1: + 之 G0, P,+ 1 


=@B (VG 0G) (HA=1,',) (4.9.6) 
其 中 名.(@,9,0,) 是 Epyran 函数 。 当 c, 关 0 时 ，@,==0; 当 .== 
0 时 ，®, 是 在 积分 流 形 〈4.9.1) 上 趋 于 零 的 任意 国 数 。 

将 式 《4.9.6) 改写 为 

5 Oo P,= Blo,g,gt) 0,, (1=1,°%,m) (4.9.7) 

5 二 1 


其 中 


p= 5 p+ (4.9.8) 


方程 (4.9.7》 可 用 于 确定 待 求 方程 组 (4.9.2) 的 右 端 P;、 
当 mx 二 ns 时 ， 直 接 解 式 (4.9.7)， 得 待 求 方程 组 


. 一 A z 
六 一 PP RDP) (Ss=1,°",n) (4,9.9) 
人 二 1 


其 中 


A=det( 让 ) . 天 0 


而 A 为 行列 式 A 的 元 素 (4,s) 的 代数 余子 式 。 
当 Mm 达 n 时 ,可 由 方程 4.9.7) 解 出 一 部 分 广义 加 速度 0， 
并 记 作 
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Fa 
， 3 A "7 
0 一 己 - 一 A (中 一 91) 一 V A tps (y= 1 ,0 17) 
i=1 P=nm+l 
(4.9.10) 


其 中 A=adet(-22] 关 0，Ai 为 行列 起 A 的 元 素 (1,7) 的 代 
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数 余 子 式 ，A"" 为 A 中 第 x 列 用 方程 (4.9.6) 中 矩阵 第? 列 替 
代 所 得 行列 式 。 
”构成 运动 方程 的 逆 问 题 ， 一 般 说 来 没有 单一 解 。 这 是 因为 ， 
第 一 ， 方 程 (4.9.10) 在 光 之 n 时 ， 不 能 唯一 地 确定 所 有 畏 数 
PP(s 二 1o0,HU); 第 荆 ， 当 cc 二 0 时 ， 工 使 区 二 %w， 也 还 包含 任 音 
图 数 史 ,(w%,qg,9,1)。 但 是 ， 无 论 从 提 法 的 厂 度 ， 还 是 从 方法 应 用 
的 通用 性 来 说 ， 所 得 到 的 解 可 用 寺 建 立 许多 动力 学 逆 问 题 的 运动 
方程 。 

2. 行星 的 上 Kepler 运动 

现在 利用 上 面 指 出 的 方法 来 解 Newton 问题 。 行 星 的 运动 性 
质 写 成 形式 


oO1EEY 一 6 一 力 (7 一 WX2 二 YY2) (4.9.1]) 
4: (oy ay \4.9.12) 
这 些 性 质 是 行星 运动 方程 
X=A(xX, yy), y=Y(xX, ») (4.9.13) 
的 第 一 积分 。 / 


首先 ， 利 用 面积 积分 (4.9.12) 式 来 建立 运动 方程 , 因 c 关 0， 
故 式 (4.9.6) 给 出 


Do， OW, Ov, . OW, ， 


Bit oy Yt or “tayy™0 
即 
X1 一 4 有 一 有 (4.9.14) 
由 此 ， 直 接 得 到 方程 〈4.9.13) 的 右 端 部 分 为 
A=xV (XxX, yy), Y= yV(x, ») (4.9.15) 
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它们 还 包含 一 个 任意 函数 站 (x,v)。 为 确定 这 个 半数 ， 可 利用 行 
星 轨 道 方 程 (4.9.11)。 将 式 (4.9.11) 对 时 间 二 求 两 次 导数 ， 
并 利用 方程 (4.9.13)， 得 


2 
TTY_ eX=0 (4.9.16) 
y 7 多 


将 式 (4.9.15) 代入 式 (4.9.16)， 并 利用 式 (4.9.11)， 得 到 


咏 


Cv Pp 
: VX.) py (4.9.17) 
于 是 ， 质 点 吧 的 行星 运动 方程 的 最 终 形 式 为 
2 Mme? 和 UNC 沙 
C= 一方 J MY (4.9.18) 


4.9.3 运动 方程 的 修改 


这 里 研究 运动 方程 的 修改 方法 ， 并 以 自 激 陀螺 为 例 说 明 方 法 
的 应 用 。 
1， 运 动 方程 的 修改 
在 力学 系统 运动 方程 的 修改 问题 中， 方程 〈4.9.3) 的 结构 
是 已 知 的 ， 需 要 确定 系统 的 参数 训 ，…，z 以 及 加 在 系统 上 的 补 
充 力 使 得 力学 系统 按 给 定性 质 (4.9.1) 的 运动 是 一 个 可 能 的 运 
动 。 
运动 方程 的 修改 问题 可 按 以 下 步 曼 进行 : (1 ) 建 立 微分 方 
程 组 ,对 此 方程 组 来 说 给 定 的 流 形 (4.9.1) 是 积分 。(2 ) 建 立 一 
组 等 式 ， 使 这 个 方程 组 的 右 端 等 于 给 定 方程 组 〈4.9.3) 的 右 端 。 
(3 ) 由 考 式 组 确定 待 求 吨 数 v (CC7=1, 7)。 
类 似 填 4.9.2 的 情形 ， 运 动 方程 的 修改 问题 也 没有 单一 解 。 
必须 施加 一 些 补充 条 件 ， 才 有 单一 解 。 
2. 自 激 陀螺 
陀 虹 的 运动 方程 有 形式 
r= (BC Xxst Mi, Brs=(C— Axaxit+ HH,, (4.9.19) 
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CxXs= (A—B)XxX:+ M; 
其 中 4，B,C 为 陀螺 的 惯性 主 算 ，x;，x:，Zz 为 陀螺 瞬 时 角 速 
度 在 主轴 上 的 投影 ，341 ，JM ， 杂 :为 对 国定 点 的 力矩 在 主轴 上 的 
投影 ， 它 们 依赖 于 %， 和 所 ，2。 提 出 下 述 问题 ， 确定 阻力 号 型， 
MM;:，M; 使 得 陀螺 按 下 述 给 定性 质 


2A1 太一 t 
2， I (4.9.20) 


02=e “′ G2 一 const， 
发 生 运动 ， 其 中 工 = 立 (4x;i+ Bxi+Cxi) 为 陀螺 动能 ，G:= 


A:x? 十 Bix?i+C2x? 为 对 固定 点 计算 的 动量 惩 的 平 方 ，\ 为 正 的 
为 解 上 述 问题 ， 将 式 (4.9.20) 对 1 求 导数 ， 并 利用 方程 
(4.9.19)， 得 到 按 性 质 (4,9.20〉 运 动 的 存在 条 件 
x M+ XaM, t+ Xfs= —247, 
Axi Mi + Bxs M+ CxsMs= —1G!’ (4.9.21) 
由 此 解 得 MM!，M 民 2， 有 


—2(2BT—G’) + Ma(C—B)x; 


i xi(B—A) 


MB A (4.9.22) 


其 中 M; 是 %1，%s，%3 的 任意 函数 。 可 见 ， 问 题 的 解 包含 一 个 任 
意 函 数 ， 它 可 由 某 些 补充 要 求 来 确定 。 例 如 ， 要 求 阻 力 借助 粘 摩 
控 力 来 实现 ， 使 Ma:= 一 4Cx%3， 此 时 待 求 阻 力矩 的 其 它 两 个 投影 
由 式 〈4.9.22) 得 出 为 
M=—iAx, M,= — iBx, (4.9.23) 
因此 ， 陀 螺 运 动 方程 为 
AX: = (B—C)xXa—AAXx1, BXi=(C— A)XxXi— ABX: 
(4.9.24) 
CX3 一 (4 一 也 )XiX2 — ACX 
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这 就 按 给 定性 质 完 全 地 修改 了 运动 。 


4.9.4 运动 方程 的 封闭 

现在 研究 运动 方程 的 封闭 问题 ， 并 举例 说 明 方 法 的 应 用 。 

1. 运动 方程 的 封闭 

在 运动 方程 封闭 的 动力 学 问题 中 ， 一 部 分 运动 方程 (例如 ， 
系统 基本 对 象 的 运动 方程 ) 是 事先 已 知 的 ， 有 形式 〈4.9.4)， 需 
要 建立 必要 数目 的 方程 (4.9.5) 〈 例 如 ， 描 述 辅助 装 置 运 动 的 方 
程 ) ， 使 得 方程 组 〈4.9.4) 为 封闭 方 程 组 且 给 定 流 形 (4.9.1) 
(m 三 p) 是 该 方程 组 的 积分 流 形 。 / 

为 解 运动 方程 的 封闭 的 问题 ， 首 先 要 组 成 上 面 提 到 的 运动 在 
在 的 相应 条 件 。 将 式 (4.9.1) 左 器 对 霸 求 导数 ,并 利用 式 (4.9.4) 
消去 4;,， 得 到 

0,=0,.(9,G, Ht) > 
ss 二 1 


自贡 _ 
_ gs 


可 
2 


OW OW 
十 PP,, 二 + < ‘4,.9, 
> 5 了 (4.9.25) 


了 三 荆 
峙 将 式 (4.9.25) 对 三 求 导 数 ， 并 利用 式 〈4.9.5) 消去 经， 引 人 
入 EpyrHaH 图 数 ， 得 到 


?7 


a p 
5 HO G+ SOP + OOci。 
0g -1 09， 


| ” rs1 Olt 
p 
0 DO ; 
十 -一 十 -一 二 一 中 WO, ,+t ee 
on 3 (Ww,g,9,1) (4.9.26)> 
它们 可 改写 为 
0 
7 LU 一 中 ,一 25， Gi (4.9.27) 
r=1 - 
其 中 


,SA 00,, | vy 00, 
Wp og: 1 04， 和 
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“人 十 一 一 一 (4.9.28) 


关系 (4.9.27) 就 是 运动 存在 的 相应 条 件 。 其 次 ,由 式 (4.9.27) 
求 出 每 求 方 程 (4.9.5) 的 右 端 部 分 。 最 后 ， 封 闭 方 程 组 由 式 (4. 
9.4)、(4.9.5) 组 成 。 

2， 重 刚体 绕 固 定点 转动 的 动力 学 蒂 问 题 

现在 提出 重 刚体 绕 固 定点 运动 的 如 下 动力 学 道 问 题 。 

试 建立 Euler 动力 学 方程 

Xi 一 fs (Xs X6)， (s=1,2,3) (4.9.29) 

根据 下 还 第 一 积分 
| “= Art + Brt + Cr}) 上 EC Yers + zxe) = 
| w= AxixX,+t BXxoXxs i CXAaXe— Cs (4.9.30) 


Ww Xi Ne) = Cs 


其 中 x;。x2，x3 为 刚体 瞬时 角速度 w 在 固定 点 处 惯 性 椭 球 主轴 
上 的 投影 ，x4:，%Ys，x%s 为 动 主轴 相对 铅 垂 线 方 向 的 方向 余 续 ， 它 
们 满足 运动 学 方程 
Xi—= Xx5— XXe ff Vs—= Xxe— XXs fs 

Xe—= XN — NXsS fs / (4.9.31) 
这 里 4,，B,C 为 刚体 对 主轴 的 惯性 第 ;eg 为 刚体 重量 ; r(x,， 
Yey2e) 为 刚体 质心 的 天 径 : @3(xi,,xe) 是 某 域 对 {x Xp 上 
对 所 有 变量 的 可 微 国 数 ， 使 得 方程 组 (4.9.29) 和 (4.9.31) 的 
第 一 积分 


0O0=XY4 十 Xs 十 Ya 一 1 (4.9.32) 
Wi(X1s ,NX6) 一 Ci (2s=1,2,3) 
是 独立 的 且 相 容 的 。 


所 提问 题 是 不 完全 微分 方程 组 (4.9.31) 按 给 定 积 分 流 形 
《4.9.30) 来 封闭 的 问题 。 
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为 解 此 问题 ， 将 式 (4.9.30) 对 圭 求 导数 ， 利 用 式 〈4,.9.31) 
消去 各 ，%s，Xe， 并 引入 EpyrrB 印 数 中 ， 得 到 
Axixti t+ Bxats + Cxats= — Mpo(r.*f) 
Axisti + Brxsts + Cxets= — (Gf) (4.9.33) 
Shyt Otat dts=B 6) 
其 中 G(Ax1i，Bxz:,Cxs) 是 刚体 对 固定 点 的 动量 和 矩 ; 当 cs 天 0 时 ， 
上 pyraH 图 数 中 =0; 而 当 cs= 二 0 有 时， 二 B(xX1,*…,Xx6e) 为 满足 条 
件 中 | 。=o 王 0 的 任意 国 数 ; fC(fa, fs, fe)=boxw, Co(xa, xs, Xe) 


为 铝 重 线 单位 矢量 ，6 (84,85,86)， 0 = (s 二 1,",6)。 由 (4， 
9.33) 解 得 “3” 


各 = {Gf) (Crsde— Brad) -BC(8.f)f, 

+ Mg(reef) (Bxsd3— Cxod2)} + 
= {GF) Arvid, — Cd) 一 C4(8.F) 1 

+ Mg(l(r.ef )(Cxed1— Ax83)} + (4.9.34) 
t= {GF) (Br —Axi16:) — AB(O fF) fs 


+ Me(ref)(Axids— Bxs01)} +®; / 
其 中 A=BCo f41+CA8,fs+ABos feos0, Bi=BC®f, ,= 
CAG Jf;, B=ABG fi. 
将 x1,，…,xs 研究 作为 表现 点 在 积分 流 形 (4.9.30) 上 的 坐 
标 ， 要 求 所 建立 的 方程 (4.9.34) 与 重 刚 体 绕 定 点 运 动 的 已 知 
上 uler 方程 相等 ， 此 时 考虑 到 在 积分 流 形 上 B=@; 一 B; 二 0， 我 
们 得 到 
(B—C)xaxst+ Moe(2xs— yxe)=AY! 
(C—A)xsaxt t+ Mag(Xexs— Zexs)EBY: (4.9.35) 
(A—B)xix2s + Mpe( yxs— XXs)ECP, 
其 中 8:，Y;，，w3 为 方程 (4.9.34) 的 右 端 部 分 ， 但 不 含 富 ， 
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中 ,， 外 :。 等 式 (4.9.35) 束 是 重 刚 体 绕 定点 运动 的 动力 学 方程 
(4.9.29) 和 运动 学 方程 〈4.9.31) 看 在 形 如 式 《4.9.30) 的 第 
一 积分 的 充 要 条 件 ， 并 可 作为 解 许多 逆 问 题 的 原始 方程 。 | 

利用 等 式 (4.9.35) 可 得 到 重 刚体 绕 定 点 转动 方程 存在 第 四 
个 经 — 典 积分 的 条 件 。 假 设 给 定 方程 (4.9.29) 和 (4.9.31) 的 下 
述 积 分 


0 (A +t Bvtt Cwi) = (4.9.36) 
此 时 
一 A-x1,， 6, 一 BX, ;= Cx;, 0 一 5 一 0 一 0， 
A=ABC(G'F) 
Euler 动力 学 方程 (4.9.29) 在 此 情形 下 写成 形式 
AA%, 一 (B—C) x x 十 NM oC NXs ~ Brox) EF 
Bx =(C— A)xsxit Moe(Axxe — CNX) pe 
Cxs=(A—B)xXiX2 i Mo(Bxxa— AXxXs) a 
(4.9.37) 


方程 (4.9.31》 和 “(4.9.37) 存在 积分 (4.9.36) 的 充 要 条 件 是 
等 式 (4.9.35)， 有 形式 

(ZXxs— YXe) Gf)SE(Cxxs — Bxxe) (re ) 

(XxXo— NX (Gf) = 三 (4YX6 一 CX3X4 ree ) (4.9.38) 

(Vets xx) (Gf) BAaxs— AXixs) (ro:f ) 
由 此 得 知 ， 对 应 于 王 uler 情形， 其 中 刚体 质心 在 固定 点 上 ， 有 
xX: 王 Ye 三 Zo 三 0， 刚 体质 量 的 这 种 分 布 是 存在 给 定 积分 (4.9.36) 
的 充分 条 件 。 

用 美 似 的 讨论 可 以 证 明 ， 刚 体质 量 分 布 为 

A=B, X= Y=0， 2 了 基 0 (Lagrange 情形 ) (4.9.39) 
是 在 在 积分 


— 381 一 


| Wa X= C3 (4.9.40) 
的 充分 条 件 ; 刚体 质量 分 布 为 
A=B=2C，Yy.=Z 二 0，Zxe 隆 0 (Kopanenckas 情形 ) 


(4.9.41) 
是 存在 积分 : 
W(X1—X? NX) + (2X1X2 — NX5) = C3 
_ Mg 
(% = 广 Xe ) (4.9.42) 
的 充分 条 件 。 


4.9.5 非 完整 系统 动力 学 首 身 题 


这 里 卫 究 非 完 整 系统 动力 学 的 逆 问 题 的 一 种 提 法 和解 法， 并 
举例 说 明 方 法 的 应 用 。 

1， 问题 的 提 半 和 解法 

设 力 学 系统 的 位 形 由 %* 个 厂 闵 坐标 9.(s= 二 1,…,n) 来 确定 ， 
它 的 运动 受 有 &8 个 理想 HeTaee 型 非 完 整 约束 : 


wa(gq0,,t)=0, (B=1,* ,gs S=1,*,) 
: (4.9.437 
己 知 系统 有 (到 一 &) 个 第 一 积分 
w, (0r Or 一 Co (v=pg+1,", I; mn) 
(4.9.44) 


假设 式 (4.9.43)、(4.9.44) 中 的 ws，%, 是 彼此 国 数 独立 的 且 
相 容 的 ， 对 其 中 的 变量 有 连续 一 阶 偏 导数 。 我 们 提出 下 述 动力 学 
逆 问 题 : 已 知 式 (4.9.43)》 和 “(4.9.44)， 试 构成 系 统 的 运动 方 
程 。 
为 解 上 述 逆 问题 ， 将 式 (4.9.43)、(4.9.44) 统一 表 为 
wg gt) 一 Co (££= 1 ,1 ) (4.9.45) 
将 去 〈4.9.45) 对 二 求 导 数 ， 并 引入 Epyrag 国 数 ， 得 到 
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站 有 


-bo ， 二 bo， bo， 
2, Og; G+ >) Bd. 6 a DW,0, gq») 


Y 一 工 = 1 
(太一 1 II1 ) (4.9.46) 
由 4 个 方程 (4.9.46) 解 出 % 个 4， 并 记 作 
,。 一 Ar < OWI . OWI A'?.. 
一 (0 Go 0: — 5 ) 一 5 ett 
(7Y =1,,m) (4.9.47) 
其 中 A=det( 名 +) 六 0,A 为 A 元 素 (1,7) 的 代数 余子 式 ， 


A 为 A 中 第 7? 列 用 式 (4.9.46) 中 矩阵 第 列 替 代 所 得 行列 
式 。 : z 

由 式 (4.9.47) 得 知 ， 这 类 逆 问 题 没有 单一 解 。 

2. 应 用 

现 举例 说 明 上 述 方法 的 应 用 。 

例 ”一 质量 为 4 的 质点 在 空间 中 运动 , 令 81 三 X,81 二 》，4; 二 
z， 它 的 运动 受 有 一 个 非 完 整 约束 
w= L(+G1) 一 0 (&) 


已 知 系统 有 两 个 第 一 积分 


0 m+ 二 Is) 二 Mgds 一 外 天 0 (6b) 
0 三 -4 二 0 冯 0 
ff 1 
试 构成 问题 的 运动 方程 。 
为 解 此 问题 ， 利 用 式 (4.9.47)。 我 们 有 
On! O00 Om: 
O91: 0g» ” 0g; 
_|0% .002 0O%; 
A=| 9 到 
0o3 Ow OWa 


oO 


Og 1 DIV， 073 一 383 加 


PG) 0 


一 Me i $0 2 Mega 
| 2 1 0 
4 1 4 1 
-w+ 全 + ( C ) 
gd1 . w 
» 2 
AD 一 一 ， Ai 一 一 ?1 2 ， 13 一 (1 十 了 ) 
4 1 df 1 df 1 
] g 8 / 、 
1T = 一 一 D4 一 /= ， 
A 0 9 A,， 0 ; 9 人 A,. ad0 (G1+03 ) (a) 
和 3 一 一 10O203 (9 + gq2) 12 He,, 


bp . 
2 Hi G1 (G1 + 92) “+mgG, Ass=0 


因 4 二 = 二 3， 政 
A’” =0 (ee) 
因 4 天 0，c 天 0， 故 EpyrrH 国 数 
中 :一 中 :一 0 〈《 三) 
将 式 《CC ) 一 (了 ) 代入 式 (4.9,47)， 得 到 ~ 
A Mm 
NE 
42 = D1— 2 mags = 1 + 
(&) 
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共 中 中 ,| 二 0. 方程 (8 ) 就 是 待 求 运动 方程 
如 果 限 于 研究 质点 必须 在 超 曲面 《4 》 上 运动 ， 则 可 将 
CH 
代入 方程 (8 )， 此 时 有 中 ,= 0， 于 是 得 到 


j= eg 
(CC 二 好) 十 区 


abeg: 


gq2 一 一 (kh) 
(a@2+0) 0? +0?)1 
;0 
人 a+b? e 
这 就 是 著名 的 Appell-Hame] 例 的 运动 方程 。 | 


S4,10 历史 资料 


4.10.1 名 家 介绍 


LL.Euler (1707 一 1783) “瑞士 数学 家 、 力 学 家 。 他 在 数学 
分 析 、 微 分 有 几何、 数论 、 理 论 力学 、 数 学 物理 、 天 文学 、 船 期 理 
论 等 方面 做 了 一 条 列 的 韵 基 性 工作 ， 他 是 刚体 动力 学 的 黄 基 人 ， 
提出 Euler 角 ，Euler 动力 学 方程 以 及 刚体 定点 转 动 的 一 个 可 积 
情形 。 

C. 了 .KosareBcKag (1850 一 1891) 俄国 数 学 家 ,她 在 《 关 
于 刚体 绕 国 定点 转动 问题 ?》(18838) 的 浅 名 论文 中 得 到 刚体 绕 定 点 
转动 的 第 三 个 可 积 情 形 ， 即 KopaneBckag 情形 。 

A. M. JIHIyYHOB (1857 一 1918) ”俄国 力学 家 、 数 学 家 。 运 
动 稳 定性 理论 的 奠基 人 之 一 。 在 他 的 博士 论文 4 论 运动 稳定 性 的 
一 般 问 题 y》(1892》 中 对 稳定 性 给 出 严格 的 数学 定义 ， 采 用 纯 数 学 
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分 析 的 方法 提出 分 析 稳 定性 问题 的 两 种 方法 。 

I. B. Mermepecruii (1859—1935) 俄 国 和 苏联 力学 家 。 
在 他 的 博士 论文 4 变质 量 质点 动力 学 )(1897) 中 提出 了 变质 量 质 
点 的 动力 学 方程 ， 即 Mermrepcxnii 方 程 。 他 编著 的 《 理 论 力学 习 
题 集 》 (1914) 也 很 著名 。 


4.10.2 关于 分 析 动 力学 的 专门 问题 

本 章 $4.1 一 $4.9 中 讨论 了 九 个 专门 问题 ， 即 运 动 稳定 性 
和 和 小 振动 理论 ， 刚 体 定点 转动 问题 ， 相 对 运动 动力 学 ， 可 控 力 学 
系统 问题 ， 打 击 运动 ， 变 质量 问题 ， 机 电 系 统 问 题 ， 事 件 空 间 中 
的 分 析 动 力学 ， 以 及 分 析 动 力学 的 首 问题 者。 当然 ， 属 于 专门 问 
题 的 还 有 许多 ， 如 连续 系统 的 分 析 力 学 5” ”, 单 面 约束 动 力学 ， 
扰动 理论 ， 动 力学 控制 2 ， 刚 体系 统 分 析 力学“ ， 非 geraeB 
型 约束 系统 动力 学 “*““?， 相 对 论 性 分 析 力 学 “5”"， 深 轮 系统 的 线路 
稳定 性 “等 等 。 : 


习 是 
1， 设 定常 完整 系统 的 运动 微分 方程 为 
1 OF OT -1 Ce 
dt 0 gs Ogs 6 gs 
(Ca) 
其 中 六 为 广义 陀螺 力 ， 即 
>》 1's g ， 二 0 (b&b 》 
了 二 了 


而 严 为 1，4 ，? 的 某国 数 ， 且 
pz = >》, EL (crc) 
n= 1 


其 中 到 "为 广义 速度 的 w 次 齐 次 式 。 试 证 ， 如 果 满 足 (1) 方程 Ca) 有 
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， DW 
和 TA 一 mb 一 二 一 一- DP (s=1 “0 ,12); (C3) P= 
平衡 位 置 fs dg 9 g 本 0 (2) Ogs Pgs 9 


P(gs) 在 平衡 位 置 有 极 小 值 ， (4 ) > mw "收敛 并 取 非 正 值 ， 那 么 平 
m= 2 | 


衡 位 置 对 坐标 是 稳定 的 。 
2。 研究 Crernos 情形 。 令 式 (4.2.46) 和 “(4.2.47) 是 第 一 积分 ， 试 
导出 
CC(4-B)(4-0C) 
”7 (2C— A)(2B— A) gxeG 
砚 
2_ (A4~B)(A-C)(B-C) 
4 A(2C — A)M pxG 
和 和 
2 B(A-B)(A-C 
y= yp ( )( ) 


,2 (4-B)(A-C)(B-C) 
A{2B- A)MpXe 
由 此 导出 式 (4.2.48)。 并 由 7Y?+Y ?+Y"?=1 人 以 及 式 (4,2.48) 导 出 式 
人 
， 设 载体 以 匀 角 速度 w 绕 固定 轴 ”= 转动 。 被 哉 系 统 为 一 质量 为 ” 
的 质 碟 ， 在 以 o 为 中 心 的 Newton 引力 场 中 运动 ， 它 的 运动 受 有 相对 速度 
大 小 为 常数 的 非 完整 约束 。 试 导出 问题 的 相对 运动 动力 学 方程 。 
4. 在 $4.4 例 4 中 加 上 非 完整 约束 xs= tx1， 试 导出 问题 的 运动 方 
程 ， 
5。 试 用 方程 (4.5.34) 研究 $4.5 中 的 例 2。 
6. 试 导 出 变质 量 非 完整 系统 普通 导数 表示 的 Hamilton 原理 的 Holder 
形式 
fi Ee 
| OT+ > (Oo + Ps)6gs Vas= 0 
了 三 工 
其 中 三, 由 式 (4.6.32) 确定 。 假设 质量 mi= wi(gs，gsyf)。 
7， 在 电磁 继电器 中 有 
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twoh’ 


> _1 
VY ~—Wn= 可 下 (7o9) + ProcosP — pa 


其 中 了 为 机 械 部 分 势能 ， 歼 mm 为 磁 能 ， 玉 ,10,P,h,wo 为 第 数 。 试 用 Lagra- 


nee 一 Dirichlet 定理 证 明 =0 为 稳定 的 条 件 是 
Dwol? 


> 0 


Kl’o — Pro ~— 


8. 令 事 件 空间 中 加 速度 能 量 为 


A? X’ 2 XN n+ 
S* (Xu, tg 4G) 二 讲 ， “SS (XL ,Xnt+t eT 7 
. 机 吉 了 
多 1 3 和 1 3 
试 证 ，ILagrange 方程 〈4.8.31) 可 表 为 Aprell 形式 
A 和 六 中 FF 2 
OS _ Or tT n+l1 OS QV 
三 一 一 一 一 一 一 一 一 上 一 一 一 二 -um 
Ox i Oxati X 1 Ox" s+1 Ors+1 
+ 二 1 


(Ss 二 1 27 ) 


其 中 FF =T(xrzyxnrt 为 系统 的 势能 。 


9。 试 解 下 述 动力 学 着 问题 : 一 质点 在 平面 〈(*,y)》 上 运动 ， 给 定 运 


性 质 为 


2Q, WEf(x,y)=c1, ms = ~ XV= Ce 
试 证 所 受 力 为 
_ cax(fyf ert frfyy ~ 2frfyfry) 


X= 
(tfxt yfy) 


(xfxt yfy)’ 
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第 五 蔓 分 析 力 学 方程 的 积分 方法 


在 前 几 蔓 中 ， 我 们 建立 了 完整 系统 和 非 完 整 系统 各 种 形式 的 
动力 学 方程 。 然 而 ， 动 力学 方程 的 积分 问题 却 是 一 个 一 直 需 要 研 
完 的 诛 题 。 如 何 千方百计 地 去 寻找 较 多 的 动力 学 方程 的 积分 ， 以 
及 如 何 更 好 地 利用 这 些 积分 ， 成 为 数学 、 力 学 家 们 努力 的 重要 目 
标 。 对 于 完整 保守 力学 系统 ， 已 经 取得 了 一 些 十 分 美妙 的 结果 ， 
但 一 般 的 非 保 宁 系 统 ， 尤 其 是 非 完 整 系统 的 积分 理论 还 不 十 分 完 
普 ， 还 有 待 于 进一步 充实 和 发 展 。 

本 章 者 重 介 绍 利 用 已 知 积分 降 阶 动力 学 方程 的 方 法 ; Hami- 
lton 正则 方程 的 积分 理论 ， 即 Poisson 定理 及 应 用 ,正则 变换 ， 
Hamilton-Jacobi 方法; 积分 动力 学 方程 的 场 方 法 ; Noether 定 

理 以 及 积分 不 变量 等 问题 。 


3 5.1 动力 学 方程 的 降 阶 方法 


寻找 动力 学 方程 组 的 第 一 积分 对 解决 动力 学 问题 来 说 是 很 重 
要 的 ， 而 循环 积分 和 广义 能 量 积分 则 在 动力 学 方程 组 的 第 一 积分 
中 占 特别 重要 的 地 位 。 本 节 着 重 介 绍 循环 积分 和 广义 能 量 积 分 ， 
以 及 应 用 循环 积分 和 广义 能 量 积分 降 阶 动力 学 方程 的 方法 。 


5.1.1 循环 积分 和 广义 能 量 积分 


1. 运动 方程 的 第 一 积分 
我 们 研究 一 个 动力 学 系统 ， 它 的 运动 可 用 %* 个 微分 方程 


i: 
a 二 信 (X), ,Xnst), (R= 1 ,1) (5.1.1) 
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来 质 述 。 
定义 1 若 阔 数 ff (Xi, Xnst) 况 足 条 件 


0f_ X= (5.1.2) 


则 关系 
f(xis*, Xnt)=C= econst. (5.1.3) 
称 为 运动 的 第 一 积分 ， 或 称 医 次 积分 。 
2. 完整 系统 的 循环 积分 
设 有 % 个 目 由 度 的 完整 系统 ， 其 运动 由 方程 
qd DZ OL Ch= 1 ,ee 


(5.1.4) 
来 摘 述 ， 其 中 dis "sn 是 广义 坐标 ， 其 Lagrange 图 数 为 
LL=L(g9r, GnsG1s "Ont) 
如 霖 函数 工 不 显 含 某 个 广义 坐标 4 《1i 委 7* 委 2)， 即 有 
一 一 0， (1 入 和 11) (5.1.5) 


则 称 gy, 为 系统 的 一 个 循环 坐标 。 
当 + 古 系 统 的 循环 坐标 时 ， 考 虑 到 方程 (5.1.4)， 我 们 有 


4d .07 - 
df 8 | 
积分 上 式 有 
OL 
O00, = pp, (5S.1.6) 
谈 然 ， 式 《5.1.6) 是 运动 的 第 一 积分 ， 这 个 积分 称 为 循环 积分 。 


必须 注意 ， 存 在 或 不 存在 循环 积分 依赖 于 广义 坐标 的 选 
取 `。 注 意 到 广义 动量 定义 为 
一 -一 一 (5.1.7) 


r 


因此 ， 稍 环 积分 就 是 与 循环 坐标 相应 的 广义 动量 守恒 积分 。 
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下 面 我 们 来 前 明 循环 积分 的 物理 意义 。 

人 首先， 假定 循环 坐标 gq 有 这 样 的 性 质 ， 当 其 余 坐 标 4;,…， 
qs 保持 不 变 上 时，g 改变 一 个 量 7 相应 于 系统 平移 一 线段 7 . 取 这 
个 移动 方 癌 为 轴 ox 的 方向 ， 则 有 


oF 67 _ mi( ze Fy 过 , -3 
001 O00q1 =] | Og1 | 0g! | 041 
~ 
一 Dm 名 一 人 1 


因此 ， 如 果 循 环 坐标 的 改变 相应 于 系统 在 某 方 向 的 平移 ， 那 么 ， 
相应 的 循环 积分 表示 系统 动量 在 此 方向 上 的 投影 字 恒 。 

其 次 ， 我 们 假定 循环 坐标 改变 一 量 4 相应 于 整个 系统 绕 空间 
中 某 固 定 直线 转 一 角度 a。 取 此 空间 固定 直线 作为 轴 oz， 并 设 


Xi 一 ZiCOS9i Yi=risSInNY;, (一 1 人) 
我 们 得 到 
Bx: _ OX: _ sp OV OYi 02 
57， 一 To riSinN9;, Gg go COs? Og, 二 
因此 
DLL 


O00) om (wiYi 一 天 人) 一 人 1 
这 一 表达 式 的 左边 乃 是 系统 相对 于 oz 轴 的 动量 矩 。 那 么 ， 相 应 
的 循环 积分 就 表示 系统 相对 于 该 直线 的 动量 矩 守恒 。 

3， 完整 系统 的 广义 能 量 积 分 

广义 能 量 积分 在 动力 学 及 许多 物理 问题 的 研究 中 起 重要 的 作 


用 。 

假设 系统 是 完整 的 ， 其 运动 由 方程 

do 6, 人 

dt 00k Ogn Gu， (k=1,2,°,%) (5.1.8) 
来 接 述 。 


命题 1 若 完 整 力学 系统 《5.1.8) 满 足下 列 条 件 ; 
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( 1 ) Lagrange 国 数 不 显 含 时 间 鞋 ， 即 


7 _, 
2 (5.1.9) 


( 2 ) 非 势 力 是 陀螺 力 或 不 存在 ， 即 


7 


0 (5.1.10) 
则 系统 存在 广义 能 量 积 分 
新- 
之 5 js (53.1.11) 
其 中 加 为 任意 常数 。 
[证明 ] 我 们 有 
ds 67 
k= a 读 -0 


人 生得 
二 ( 工 总 7 - ol 
-5)= Cs 一 -于 
= 1 
ae 


a | ~ 6L 
dt 和 Oo j—L)=0 


ol, 
推 名 
论 1 对 于 完整 力学 
推论 完整 保守、 稳定 的 力学 系统 来 说 ， 系 统 的 机 
C 证 明 ] 对 于 保守 系统 来 说 ，0 一 0。 又 系统 是 稳定 的 


OL 
上] -一 一 上 ot 时 y 一 一 < 
EY 二 0， 并 且 动 能 了 是 | 又 速度 的 齐 二 次 形 式 ， 而 势能 仅 依 
4 已 
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赖 于 广义 坐标 。 这 时 ， 由 命题 1 知 


5 OGL=2T-(T-V)=T+V=» | 
R=] Ogk 


推论 2 如 果 系 统 是 完整 、 保 守 、 兴 不 稳定 的 力学 系统 ， 则 
系统 存在 Jacobi 一 Painlevé 积 积 分。 


、 L 
-证明 ] 此 时 04=0， 产 =0, 但 了 =Ts+T 了 +To59， 


5 0- L=27+Ti—(T+ T+To—V)=7,:—1T0~—V=) | 


4. 非 完 整 系统 的 循环 积分 
因为 对 非 完 整 系统 来 说 ， 运 动 方程 一 般 不 具有 式 〈“5 .1.4) 的 
形式 ， 因 此 即便 9 是 价 环 坐标 ， 也 不 能 导出 形 如 式 (5.1.6) 的 
循环 积分 。 对 非 完 整 系统 ， 和 人 循环 积分 仅 在 如 下 情况 中 才能 得 到 : 
即 除了 qr 是 循环 坐标 以 外 ， 在 相应 的 方程 中 还 不 存在 袜 充 的 非 
完整 项 ， 也 就 是 说 第 不 个 广义 坐标 的 运动 方程 可 写成 第 二 类 1a- 
grange 方程 (5.1.4〉 的 形式 。 而 这 只 有 在 满足 特定 的 条 件 下 才 
能 实现 。 下 面 我 们 来 求 这 个 条 件 。 
假设 非 完 整 系统 的 广义 力 是 有 势 的 ， 系 统 受 8 个 一 阶 线性 齐 
次 定常 的 约束 
G48= >》 B.,p,oGo (B=1,%, 8 :=H 8) 
(5.1.12) 
其 中 B.;p,, 不 依赖 于 9.;:、， 并 且 工 亦 不 依赖 于 4.:,。 系 统 的 运 
动 可 用 形 如 式 (3.1.89) 的 QarPIrHH 方程 来 描述 ， 即 


d 6L _v LS (Be 68,0 )y 
dt 0g, -0 go Og.+p J 0g, 09。 
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其 中 工 为 Lagrange 函数 ， 它 不 计 及 非 完 整 约束 (5.1.12)。Z 为 
借助 关系 〈5.1.12) 消去 不 独立 的 广义 速度 9. 9。 之 后 所 
得 到 的 蝴 数 。 不 失 一 般 性 ， 为 使 式 〈5,1.13) 在 cs=1 财 到 第 二 
类 Lagrange 方程 的 形式 ， 其 充分 条 件 是 满足 

0 和 ， OB,+p, 


9g 9g (8 一 1 gye—n—pg; 
2 一] ) (5.1.14) 
1 
oo 一 B.+p, 1dg) 
oj10 
其 中 gw 为 任意 常数 ， 可 引出 轴 数 ze 一 zero go)。 利 用 式 
(5.1.11), 我 们 有 z 
1 | 
exa | OB .gp,1 d -| OB.rg,s d 
og, 10 90g, " 1 09， 


， 一 好 sp Gig29"" 0 一 他 pv(gioydg2ye 0) 
或 


Bp + Ba,,. (G10 G92 "°° 0.) 
将 此 表达 式 代 入 式 (5.1,12)， 得 到 


E 


dz7.; 5 一 dz sp 二 > Bera,, C910, *" ,9.)dg, (5.1.15) 


v= 1 
这 便 是 所 求 的 特定 条 件 。 于 是 有 下 述 命 题 。 
命题 2 如 果 在 非 完 整 约束 方程 (5.1.12)〉 中 可 分 出 某 个 函 
数 的 全 微分 以 使 剩 下 的 微分 关系 中 不 包含 坐标 9;,， 那 么 非 完 整 系 
统 的 运动 方程 〈5.1.13)》 对 坐标 4: 可 写成 第 二 类 Lagrange 方程 


由 此 可 知 ， 对 于 华 标 9,， 只 有 当 命题 2 成 立 ， 并 且 -5 一 


2 DLL . 
时， 存在 循环 积分 33 三 C1。 


二 
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5. 非 完整 系统 的 广义 能 量 积分 
设 力学 系统 的 位 形 由 即 个 广义 坐标 91,… ,9n 确定 ， 并 受到 
个 理想 一 阶 非 线性 非 完整 约束 


1 549 二 0， (B=1,**,£; Ss=1,*"*,%) (5.1.16) 
Se 

d Oi. 

TT 一 一 十 一 ee 

dt G0 | De 一 人， 5 Ap 2 〈(S 一 ] 1 ) 


(5.1.17) 
其 中 0” 为 非 势 广义 力 。 对 此 系统 ， 我 们 有 如 下 合 题 。 
命题 3 如 果 一 阶 非 线性 非 完 整 系统 满足 下 列 条 件 : 
(1) Lagrange 图 数 不 显 合 时 间 ; 
(2 ) 非 势 力 是 陀螺 力 或 不 存在 ; 
(3 ) 非 完整 约束 对 广义 速度 是 ee 阶 齐 次 的 ， 即 


世 8 太一 和 /名 为 齐 次 性 阶 《5.1.18) 
嘟 么 ， 此 系统 存在 广义 能 最 和 人 


~ 6L ， | 
. LL=h (5.1.19) 
和 0g: 
[证 明 3 类 似 命题 1 的 证 明 ， 我 们 有 
; “yd or 江 \， or 
ri (人 i 


Wt Gh AEA z 
名 (了 新- L)= 3 05 
= 工 =1 


天 


0 . 0L 
1 162 人 0 一 or 


B=1 ff 二 
显然 ， 当 (1)、(2)、 条 伯 江 是 时 ， 入 记 到 开 (5.1. 
16)， 上 式 右 边 成 为 零 ， 命 题 得 证 。 - | 
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当 系 统 是 完整 系统 时 ， 命 题 3 晓 化 为 合 题 1 。 
设 非 完整 约束 方程 表 为 


月 一 1 53; 一 多 一 2 
derB= Pa(g, ,001), ( 1 ) 


则 系统 的 运动 可 由 广义 qannpiran 方程 a) 
d 0/ 67 


a _v 9L (dd O04 O00 
df GG 6g, df O09.+p dy 0g9, 69。 
99 -AF br 
4 — 一 -二 一 0 
3 Ode+y 3 之 Ogqe48 09。 © 


(0G=1,*,€) 

来 描述 。 类 似 命 题 3 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 下 述 命题 。 
命题 44 假如 非 完整 系统 (5.1.20) 满足 下 列 条 件 
(1) Lagrange 图 数 不 显 含 时 间 ; 
(2 ) 非 势 力 是 陀螺 力 或 不 存在 ; 


(3) 0I。+ 6 相对 Go (oS=1,*",€) 是 一 阶 齐 次 阔 数 ， 即 


(5.1.21) 


ét 
. 0925 . 
G18= >》， i (5.1.22) 
=1 Yo 
则 系统 存在 能 量 积 分 
上 一 
L ~ 
> 2 go—L h 
o=1 4o 


例 1 Appell-Hamel 例 


| 


(5.1,23) 
约束 方程 为 


j= +%2) 4121Lagrange 泌 数 


也 = mst ) me, =0 ，, (oC—1,2) 
因此 ， 满 足 命题 4 的 条 件 ， 故 存在 能 量 积 分 


Tm + 十 


2 
2 一 《< 十 ») |+mgs=8 | 
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“pe du 3 


假设 非 完整 系统 的 运动 受 有 & 个 理想 mr% 阶 非 完整 约束 
q 一 pi (gs "°° & ， 9 d ,， ;) 
(8 和 十 


GT 一 ,6E3; Ss==1],***, 


(5.1.24) 


系统 的 运动 方程 可 表 为 Maggi 形式 


d 9L 3L 雪 /d 9L 07 
0 gs 5 ) 


ad Oc.48 Ogs+8 


x 5 一人， Ca 一 1 ) (5.1.25) 


可 以 证 明 ， 我 们 有 如 下 命题 。 
命题 52 若 高 阶 非 完 整 系统 满足 下 列 条 件 : 
( 1) Lagrange 国 数 不 显 仿 时间 
(2 ) 非 势 广义 力 是 陀螺 力 或 不 存在 ; 
(3 ) 非 完整 约束 (5.1.24) 满足 


2, 9p dv 一 de+p (5.1.26) 
C=1 09。 

则 此 系统 存在 广义 能 量 积 分 
Sy Lh (5.1.27) 
sl Of: 


5.1.2 完整 系统 的 Routh 方程 和 Whittaker 方程 


1. 利用 循环 积分 的 Routh 方程 
Routh 于 1877 年 提出 应 用 循环 积分 ， 将 Lagrange 方程 降 阶 
的 方法 42， 既 达 到 降 阶 的 目的 , 又 能 使 动力 学 方程 仍 保 持 Lagra- 
nge 方程 的 形式 。 为 此 他 获得 了 剑桥 大 学 授予 的 Adam 淆 。 
假设 g1,… ,94，(1 志 + 之 n) 是 循环 坐标 ， 即 系统 的 Lagrange 
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rm ee pt FH mr mm 


L=L(grr +, fn， dQ 1 ”1 Gr, Or+l *"*, yn) t ) 
于 是 由 工 = 了 一 VV 知 ， 和 人 循环 积分 是 广义 速度 的 线性 式 ， 即 


oOL . ， . . 
月 ; 一 . =Agit et Rigrt Rirrigr+1i tet Hindn 


OU ; 
(53.1.28) 
其 中 各 0i; 仅 是 91+1,，… ,94,t 的 函数 。 假 定 行列 式 
OL | , 
60; 0; = lal#0, (2, J 二 1]， eee ) 7 ) 


那么 ,我 们 由 式 (5.1.28) 解 出 入， ,9: 作 为 B1,*…， 户 Irr 
04,t 的 水 数 


G;= fi;( fi, Py, r+ *, 7 1 )， (1 二 1, “ee, 7 ) 
(5.1.29) 
现在 定义 
Fr aL 
Dr :0 - 
A 也 f i 01; (5.1.30) 


为 Routh 函数 。 应 用 式 (5.1.29) 可 将 尽 中 所 有 do 0 全 部 
消去 。 取 Routh 函数 的 等 时 变 分 ， 有 


， 好 AR 再 
5R og 09 十 ey 条 开间 88 (5.1.31) 


其 次 取 式 (5.1.30) 的 等 时 变 分 ， 并 利用 起 (5.1.28). 有 


-， 6L ”9 
OR = 49 ; 0 
到 09 og 2 0g 
i dL | 多 Ee aL 

-2 90092 IdBi= 2 3 09 
i1 i :=1 jr+tl 0 

+ 2, 区 _ yi08, (5.1.32) 
1 三 p+] :二 1 


比较 式 (5.1.31)、(5.1.32) 后 ， 有 
一 401 一 


OF 6L 6R 60L 


Bo Og’ Od Gr ‘tT7t le%,) 
(5.1.33) 
和 
j= 一 六-， (Zz 二 1,， "*”, y ) (5.1.34) 
将 式 (5.1.33) 代入 Lagrange 方程 (5.1.4)， 有 
d OR OFR . 
00 G0 一 0， (z ==-7 十 1,，。，M) (5.1.35) 


这 就 是 完整 系统 的 了 outh 方程 。 它 的 形式 与 上 Lagrange 方程 形 
式 一 致 ， 得 只 剩 下 %-? 个 二 阶 微分 方程 。 与 原 % 个 和 月 由 度 的 
Lagrange 方程 比较 ， 减 少 了 7y 个 二 阶 微分 方程 ， 达 到 了 降 阶 的 
目的 。 式 (5.1.34)〉 可 用 来 求 出 7 …， gi 为 时 间 工 的 图 数 。 只 
要 把 式 〈5.1.34) 两 端 积 分 ， 就 有 


g= —| a (j=1, 7) (5.1.36) 
2. 利用 能 量 积 分 的 Whittaker 方程 
1904 年 Whittaker 利用 能 量 积分 将 完整 保守 系统 的 动 力 学 
问题 缩减 为 带 有 较 少 自由 度 的 问题 ， 并 得 到 著名 的 Whittaker 
方程 。 / 
由 命题 1 的 推论 2 知 ， 当 完整 系统 的 Lagrange 函数 不 显 含 
时 间 1 ， 即 为 半 不 稳定 系统 上 时， 系统 存在 广义 能 量 积 分 


AL. ，. 
097 0 Lh / (5.1.37) 
我 们 可 取 任 一 个 广义 坐标 ， 例 如 9i， 来 代 杰 二 的 作用 。 令 
qr = , (y=2, ,1) (5.1.38) 


则 


一 一 :一 一 和 ==079 (5.1.39) 
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Q(q1) gr， gq;)=L(q1, Gry q,) 
(Y=2, *%, Hh S=1, ***,%) (5.1.40) 
将 上 上 式 两 端 分 别 对 91, 9+ 和 gs 求 导数 ， 得 


0 09 1 og, G0 00 209, 
To 
-a (5.1.41) 
92 6L 
8077 Bor 4 (7 =2, *, %) : (5.1.42) 
80 6L 
Ga, 一 80 ? (3 一 1， *, 1) (5.1.43) 
现在 利用 能 量 积分 式 (5.1.37) 和 (5.1.39), 解 出 让， 可 
得 到 
人 一 OOr， 9;) (5.1.44) 
考虑 到 式 (5.1.40) 和 (5.1.41)， 能 量 积分 可 写成 如 下 形式 
.0600 
5 22 0 (5.1.45) 


其 中 由 式 (5.1.44) 确定 。 微 分 式 (5.1.45)， 我 们 有 


00 61 ， 680 a0 
00100700 207 


三 0 (5 .1.46) 


, 09 0 00 02 


分 
09. - 
W (9 9 = D0, (5.1.48) 
为 Whittaker 函数 。 对 上 式微 分 有 
OW 862 He 028 


人 


六 == 到 一 六 十 二 2 一 广 5,.1. 
ep 0g2: 0g: 07109， (53.1.419) 


0g, 601 Og 0910g; 
比较 式 (5,1,46) 与 (5.1.49)， 得 
aW 1 08 


OW _ O00 0d! .00 


Og’ 0 Og’ (5. 
比较 式 (5.1,47) 式 (5.1.50)， 得 

WW 1 809 / 

Gg: 0 Og (5, 


游 虑 到 式 (5.1.42) 和 “(5.1.43)， 我 们 得 到 
ao 8L WwW 1 3L 
Bgr Og,’ Gg G1 Og 


(=2, 3 $5=], **, 1%) (5 。 


将 式 (5.1.53) 代入 Lagrange 方程 


d 06L 6L | | 
a BG, gr 一 0， (r=2, eo, Nh) (5, 
得 z 
d 6 .| ow 
了 Do 3 二 0， (+=2, …,，M) (5. 
或 


d WwW Ww 


ho ed 


dg 9, gr 


(5, 


.50) 


.51) 


,02) 


.53) 


.04) 


.55)》 


(f=2, 0%, 1H) (5.1.56) 


这 就 是 Whittaker 方程 。 Ww 中 只 包含 g 2， “gn 12, ***, ny Yl1, 
其 中 gi 为 相当 于 时 间 i 的 独立 变数 。 方 程 (5.1.56) 只 有 7 一 1 


个 二 这 微分 方程 ， 从 而 达到 了 降 阶 的 日 的 。 


5.1.3 非 完 整 系统 方程 的 降 阶 方法 
1， 利 用 循环 积分 降 阶 dannbiran 方程 


这 里 将 Routh 方程 推广 到 非 完 整 系统 ， 研 究 在 一 定 条 件 下 
利用 非 客 整 系统 的 循环 积分 降 阶 非 完 整 系统 damaprag 方 程 的 


问题 c??。 


考虑 广义 力 是 有 势 的 非 完整 系统 ， 受 有 & 个 一 阶 线性 齐 次 定 


一 404 一 


党 的 非 完 整 约束 
总 


0.+8 一 DB,, a,.(9,)0, 


T=1 
(B=1, 0%, py 一 1 一 py Y=1, **, €) (5.1.57) 
当 Lagrange 图 数 也 不 依赖 于 vs 时, 我们 称 此 系统 为 NamneI- 
THH 系统 。 系统 的 运 人 


a OL Ua Do DOPererc a 
di DO。 + 3 2(: Og 0g, ) =。 
(5.1.58) 
其 中 
E 
L(g,, gs £1)=L(g,, go > ,也 。 rpsoG a t)， (o=1, ***, €£) 
og 二 1 
假设 gz …， (RE 和 <s) 是 循环 坐标 ， 即 
0L 
Og | (r= 1,， 9, Rk) 
定义 Routh 国 数 为 
R 
展开 一 > Big: (5.1.59) 
:=1 
先 由 下 面 志 个 方程 
DZ _ 
05 一 8;, (z=] “#9, i) (5.1.60) 


将 91， 人 CA 解 出 ， 把 它 已 们 表示 为 1K+1 9 Le OK +1) 1 Bi, 
…,， Bx t 的 函数 ， 从 而 消去 对 应 循环 坐标 的 各 g;(i 二 1,…, 局 。 
通过 类 似 完整 系统 Routh 方法 的 步骤 ， 可 以 证 明 

县 67 oR _o7 

OF: 00; ” 09; OO; “ 
以 及 


(一 有 +1 we)(5.1.61) 


,oR 
di 8.’ 
将 式 (5.1.61) 代入 Har IpIran 方程 (5,1.58) 中 ,有 


一 405 一 


(4 一 1, ee ， k) (5.1.62) 


d ORK 6R + 也 Se , 
d+ 07。 00。 元 二 ) 二 1 D0。 D9， )& 


& 
Bs. OB ,+ 8,, . 
Be) 

y Ogo 00， ) 
(< 一 4 一 8 Oo=R+1, ce) (5.1.63) 
欲 对 循环 坐标 45 …，, 9x 存在 循环 积分 ， 由 式 5.1.14) 知 ， 

必须 满足 
Oreyn OP , ,8,1 


Gg: 7 og Tl, Ry Cl, €) 
(5.1.64) 
OBirpss Dror (Se 加 ee ) 
0g, G9, O09, DI。 ,， 


(v=1, 0%, R; oR+T], ,6) (5.1.65) 
注意 到 式 (5.1.65)， 则 方程 (5.1.63) 成 为 


d OR OR , > Of - OB ,a,, OB,.+ s,s \. 
i 


0g; 00， 


也 二 天 十 】 
i (oo=R+1, ,ee) (5.1.66) 
下 面 进 一 步 研 究 5 -这 一 项 。 我 们 有 
] ETT HT 


I， 
= 2 2 ,Aur 十 2,B,9,+ 《0 一 六 7 
5 盖 JK=] f=】 


二 1 一 上 
~ 
1 Or; Or.; 
《一 A Gt "61 


OL < 
O08 = Ad + Bg 
s 二 1 
E i 
= > .A,r0, 十 > ， 4 erstetr Brg 
v=1 Y=1 
考虑 到 非 完 整 约束 《5.1.57)， 则 
DLL 上 7 & . 
一 一 一 一 49。 十 i G+ B.,.a(5.1.67) 
OderB ol y=1 


在 前 面 ， 我 们 已 经 由 式 (5.1.60) 解 出 
0; 一双 (Oh+ 1 0 qe, Bi, **.) Px, 4) 
(Z=1, *, RR) (5.1.68) 
因为 我 们 研究 的 是 Hannpiran 系统 ， 所 以 Lagrange 函数 和 
PB,- po 均 与 G+8 无 关 。 假设 1 er 中 亦 不 含 91,…, gx， 那么 由 
并 考虑 到 假设 ， 我们 有 
6L 


G0 0 (7 一 1] ， “oo, a) (5.1.69) 


将 式 《5.1.68) 代入 式 (5.1.67) 中 ,并 考 虚 到 假设 和 式 
(5.1.69)， 有 
OL ~ 


65。 


o=1 


IE 
pe—= 


Eg 
WD: seCIkrD 1 de st) 十 > A et a(tl, 
=1 Y=1 


站 x 


人 1 2) Py aORr1 se, 7。) 
XG Geriy 0 0 


& £ 
十 >, CA,,se+a( grr1, """， ge ,1) 十 2, A.ry, sta (ger 
C=k 上 +] Y=1 
"oe, de bt)B,,y,o (grr “7 qe.) 9, 
+ Ba( Grri) “00, 7 1) (5.].70) 


可 见 式 《5.1.70) 与 循环 坐标 gi,…, qi 无关, 将 式 (5.1.68) 
一 407 一 - 


代 到 式 (5.1.66) 中 ， 得 到 


2 有 3 
dd OR 0 万 ts 
一 一 一 .一 十 5 J > (st 
dz Ofo -7 B=1 OG e+ 8 2 = 大 +] OF, 
OB,,: 0 - 
0 )é.=0， 


0g, 


(o=k+1, we) 


(5.1.71) 
这 样 ， 在 我 们 要 求 的 严格 条 件 下 ， 利 用 个 循环 积分 ， 将 :个 
danApIra 方程 降 为 一 个 。 降 阶 后 的 方程 形式 完全 同 于 降 阶 
前 的 方程 。 这 。 一 个 微分 方程 完全 独立 于 循环 坐标 和 非 完 整 约 
束 。 对 于 事件 空间 的 Hannerraa 方程 也 有 类 似 的 降 阶 方 法 “7?。 
例 2 一 力学 系统 受 有 一 阶 线性 齐 次 定 当 的 非 完 整 约束 


4= G1+ G2S1093 + 93S1ng: (a) 
系统 的 动能 为 
(人 +g2+09:+04) 
势能 为 
V = g(g + g:) 
此 系统 的 Lagrange 函数 为 


1 ,., 
L=1—V=% (1+I: tI +g)— 8(g+ gs) (6) 


因为 约束 方程 (4 ) 和 工 agrange 函数 《5 ) 均 不 含 gs， 故 此 系 
统 是 HarnpirnH 系统 。 将 式 (4 ) 代入 式 (5) 中 ， 得 


~ 1.. , . ,。. 
L 一 了 了 [29 : + (1+Ssing)G2 + (1 + S129.)93 -~ 20102sSing: 
十 


29193S1n.g; 十 20203Sing2si0g3] — g(g2 十 Is3) (Ce ) 
OL 
Og -0 


即 qi 是 循环 坐标 。 约 束 方 程 与 工 中 均 不 含 g:， 容 易 验证 满足 条 
件 (5.1.64)， 故 存在 循环 积分 


-一 408 一 


是 ] . 
291+ g2S10G3 + 93S1ing2 二 PI (qa) 


. _1 。 . 。 . 
d= (Bi G2sings— 93sing,) (ey 
Routh 曙 数 为 
R=L — Bg 
] 1 . 。 。 ] . .go ，。 ， ， . 
一 3|( 十 Fsin’gs) > 十 (1 十 7 Sln'g: 和 + 4203S10g2S10093 


. . ，， 1 
+ fiq2S1ng3+ P193S1ng; — pu — pp(gq2+ 93) 


OL * 1 。 。 
| = (Pitg2sing + Ys1ng:) 


方程 (5.1.71) 给 出 系统 降 阶 后 的 方程 为 


d OK kK /OL wo/oBy OBiyN, 
dz 00; 和 0g; +( O04 ) > 0g; 00; 凶 ,=0 《7 1) 
将 已 知 各 项 代入 方程 ( / )， 并 计算 得 


1 . 。 1] .， . 1] .. 
(1 十 Fsin’g, )&: + S93s1ng2s1ngs + D243 COSg; 


2 
+COsqg3)sings+ p=0 (gy 


1 .NN. ] .， . . 1 。， 
(1 十 于 sin2gz js 十 了 42Sl1n92S1n9: 十 31243( 008g: 


二 cosds)SlnIz + g=0 
这 就 是 降 阶 后 的 运动 微分 方程 。 而 9: 可 由 对 式 (5.1.62〉 的 
分 求 得 。 
| 2. 一 阶 非 完整 系统 的 广义 Whittaker 方程 
设 一 阶 非 线 性 非 和 完整 系 统 是 Hannprran 系统 ， 即 Lagrange 
一 409 一 


机 
| 


坝 数 和 非 完整 约束 均 不 售 9.:s。 再 设 Lagrange 国 数 和 非 完 : 整 约 
束 均 不 显 含 1 ， 则 上 比 系统 的 约束 方程 和 运动 方程 分 别 为 


erp= Pel, .0)) (B=1l,*, gg; E=N—p; oO=1,",€) 
(5.1.72) 
d 7 6L /d 0 99p 
dt 0 de ££ 9 09, -0 )=" 
(5.1.73) 
其 中 
L(g, ds) L(g Oo, Fa(9s,90))) (5 一 1， *, €) 
仿 
1, 一 Is0，， 1 = (v=1, ，e 一 1)(5。.1.714) 
并 设 
QO(g’, 0 qs)=L(g0,, 0., qo) (5.1.75) 
如 果 2p 是 相对 于 5 的 一 阶 齐 次 函数 ， 即 
t 
tt (5.1.76) 
T=] 
那么 由 5.1.1 市 命题 4 知 ， 存 在 能 量 积 分 
之 和 巡 一 上 = 及 (5&,1.77) 
由 式 (5.1.74) 和 (5.1.77) 可 解 出 9 
9 .=4.(q;,, qo) (5.1.78) 
令 L*(g,, 9,) = py (5.1.79) 


类 似 于 完整 系统 Whittaker 方程 的 推导 ， 可 得 到 
oL* 0 6L* 1 8/ 
Gg, 80， 6g,。 4 QOQg, 
(v=1, “0., Ee—1; o = |], sae ， E ) (5.1.80. 


Wa(g,, Oo, qs)—= Oo(09,0,, Ge, go) (5.1.81) 


PO 


25(0:， 9 二 (5.1.82) 
则 关系 式 (5.1.76) 可 写成 
5 一 op 一 0 (5.1.83) 


将 式 (5.1.82) 和 “(5,1.83〉 微 分 并 比较 所 得 关系 ， 得 到 
O03 Os O08F 1 Apa 
07:， 60.” 09。 4G. Gq, 
(2 一 1 一 1 o=], ***,€) (5.1.84) 
闪 式 (5.1.80) 和 (5.1.84) 代入 方程 (5.1.73) 中 ， 最 终 得 到 


qd 6L* 2 ( d 096 O98 N\ 
dg. 0g, -三 2 ) ( \ do. 07， 00， )= ' 
oo “0,E—]) (5.1.85) 


其 中 ( 37- ) 为 用 9 9, 表达 的 一。 方程 (5.1.85) 是 根 


据 能 量 积分 降 阶 后 的 方程 ， 称 为 一 阶 间 完整 系统 的 广义 Wh Whitta-— 
ker 方程 。 若 系统 是 完整 的 ， 方 程 (5.,1.85) 便 成 为 Whittaker 
方程 (5.1.56)。 

例 3 一 雪 机 在 水 平面 上 清 动 。 雪 机 质心 C 在 平面 上 的 投 影 
与 雪 机 和 平面 的 接触 点 相 重 合 。 令 妈 和 /分 别 表 示 雪 机 质量 和 它 
相对 质心 的 惯性 矩 。 系 统 的 位 置 由 三 个 参数 确定 : 质心 的 坐标 
X, 以 及 雪 枫 对称 轴 与 固定 轴 ox 间 的 炎 角 06。 力 国 数 为 


] ，。 
UU 一 一 了 4A0， k=const,. 。 


系统 的 Lagrange 乓 数 为 
L 一 (各 十 节 ) + 一 村 20: (4) 
约束 方程 为 
»=Xtg0 (5b) 


一 411 一 


于 是 


LT 3 mis(1+tg0) + J0: 一 二 12g2 
能 量 积分 为 
1 2 1 2 
> Mil+tg0) + 70° 十 > R07 一 记 
由 此 得 出 
2 R00 , 
YATTte0) + (二 dx 5 ) 
于 是 
0= Fh Cm(1+ ta:0) + 70") 0 
有 = tvV oh RV mrt tj (ad) 
, | 
* 人 一 tgb (8e ) 
方程 (5.1.85) 给 出 
qd 0 0 人 (5 ) (A Oy* Oy* )=。 
dx 600 0 Oy dx 060 60/ 
(了 上) 
将 式 (qd )、(e ) 代入 方程 〈(/ ) 中 ， 并 化 简 得 
J (2h— R02)0” + JC—(2h— R02)te0 + R200"? 
+mp0(1+tg0)=0 
积分 上 式 得 z 
: ,1 /R00:+2h mC? 
pcos Ve (8 
其 中 C 是 一 常数 。 将 式 《8 ) 代入 式 (c ) 中 ， 得 
4 一 Ccosb (hh) 
由 式 (5) 和 (有 )， 得 
4 一 CSsinb (2;) 


由 式 (8&8) 和 (hb)， 得 


一 412 一 


因此 
y= 一 (C7) 
积分 方程 (7 )， 得 
9 =acos (SFt+ 9 ) (天 


其 中 4@ 和 9 为 积分 常数 。 | 
3， 高 阶 非 完整 系统 的 广义 Whittaker 方程 
设 力 学 系统 位 形 由 和 个 广义 坐标 95，… 4; 来 确定 ， 它 的 运 
动 受 有 8 个 理想 区 阶 非 完 整 约束 
Cm) | (rm 1) (ma B=1,"", pg;E—N— 9; 
Ge+p = Vag G9, so, 4), (oy se oe 
(5.1.86) 
系统 的 运动 方程 可 表 为 Maggi 形式 《5.1.25)。 若 该 系统 广义 力 
是 有 势 的 ， 即 0s 二 0， 则 有 


人 
dt 00。 0g, dt Bg.48 Oge+8 0g, 


B=1 
CI 一 1，…，e) (5.1.87) 

假设 工 和 Ye 中 都 不 显 含 时 间 1， 且 满足 式 (5.1.26)， 则 由 

5.1.1 节 命 题 5 知 ， 系 统 有 能 量 积 分 (5.1.27)。 仿 


Gu—= O19%, qu = 到 , (Ht=2, ,MI) (5.1.88) 
并 设 
Ql(Gu, Gi, 9)=L(guGi, G1, 49); L*(gs, 1 ) = 0- 
(5.1.89) 


类 似 完 整 系统 Whittaker 方程 ， 我 们 可 以 由 式 (5.1.88) 和 能 
一 413 一 


景 积分 〈5.1.27) 中 解 出 


G1=G1(qu, 9;) (5.1.90) 
对 且 可 以 证 明 ` 2 ， 方 程 (5.1.87) 可 表 为 
dB” OL* ,Sv (2 0s - 
dq Dr7。 Dd。 6=1 da: Og s+p Od.+8 0g, 
(II 一 2,，…，s) (5.1.91) 
OF 、 a 、 
现在 变换 -5 这 一 项 。 将 式 (5.1.88) 第 一 式 两 端 对 时 间 奔 求 
Og, 
(83 ) d'™-1) 7， 0 (3) , ， (rt - 二)7 
0 yt Ga (5.1.92) 


仿 84 为 03 中 借助 式 (5,1.92) 替换 所 得 表达 趟 ， 即 


i m2) 【前 ) 
- 电 % 
© » ( do gd 
《人 好) 【9f) (Pl) 1 {p11 {ne 27 


一 Op ia Tit go ，9 Itt+o: qr ， 
0, O01, 1g4, Gi), (0—2, %"*, 2 一 2 
S=-= **, 1%) (5.1.93) 
因此 有 


一 TD 一 0 (5I=:2，%。，E) (5,.1.94 ) 


将 式 (5.1.94)〉 代入 式 (5.1,91) 中 ， 得 到 
d pr br 一 /dd OL OL* \ /1 09， 
+ 3 ) 


A 1 
1 


do， Og Og, 0 g, 
=0， (5-2, *%+, €) (5.1.95) 
为 了 完全 消去 二 的 影响 ,， 需 将 0 ,9,，…，g ”化 为 对 gi 的 各 阶 
导数 。 令 


dg 00。 +8 DI。+ 8 


B=1 


dd” | ,, 
了 (1 一 2 和 4) (5.1.96) 


一 414 一 


我 们 有 


， dy， 
HH dq! (5.1.97) 


,d/l dg vv : 
gu = 二 (gu) = dar df — 0401 (5.1,98 ) 


d ,., 
Gu = 4 (9u) = -3 (20 一 Iau G1+ gu dl1 (5.1.99) 


(Cn i} 【他 一 57 (ni -13 


Ga 一 - Gs = (GD) It +gr qi 


(5.1.100) 
其 中 0 1， gq 可 由 式 (5.1. 0) 以 及 反复 应 用 式 (5.1.97) 一 
《5.1.100) 诸 式 给 出 为 
0 一 0C9w， 9; 1) 
Gi= (qu, Gu, q:) 


Cm ‘nt-i 


d 1 一 人 册 (gq, 省 ) gu) gs) 
1 Oa \* 1 a 
令 ( 翅 2 7 7 为 (二 04 7 外 借助 式 (5.1. 97)— (5. 1.101) 
q 全 g, 1 性 0I。 
用 J uw) Qa) 办 qu‘™ 2, {fs 表达 的 式 了 于， 由 则 方程 (5.1.,95) 最 终 成 
为 形式 : 
ad OY 0L* (ey 
B=1 dgi 00 48 Oge+8 


(5.1.101) 


dg: gs 09， 


(go=2, %, €) (5.1.102) 
这 就 是 高 阶 非 完整 系统 的 广义 Whittaker 方程 “。 
如 末 
OL 
Og e+8p 


出 | 式 (5.1.102)〉 变 为 


一 (0， (8=1, see， 8) 


一 415 一 


d 8 0 Ol™ /1 08 \* ， 
dq: G4。 6g。 + on 这 人 人 = 


(5.1.103) 
n=1 侍 ， 式 (5.1,103) 用 久 
a OL* 85* ， + (二 
G1 gs 


Tm rar 


dg 0g, ,4 


z (5.1.104) 
容易 证 明 ， 对 于 annpirad 系统 ， 方 程 (5.1.104) 与 (5.1.86) 
等 价 :2)。 


NS 5.2 Poisson 定理 及 其 应 用 


本 请 讨 论 Hamilton 正则 方程 积分 的 某 些 性 质 。 研 究 如 何 利 
用 力学 系统 的 某 些 独立 的 第 一 积分 去 寻找 其 他 的 第 一 积分 。 对 完 
整 力学 系统 来 说 ， 这 是 Poisson 的 贡献 。 


5.2.1 Poisson 括号 及 其 性 质 


1，Poisson 括号 的 定义 及 其 性 质 

为 了 建立 运动 方程 的 积分 方法 ，Poisson 引进 了 Poisson 括 

定义 1 对 于 由 任意 的 两 个 畏 数 2 (0 加) 和 全 (人 gi, 才 ) 
(9, 4%EC) 的 俩 导数 所 构成 的 如 下 表达 式 


(0, = 二 ( 5 2 5 (5.2.1) 
YY 二] 


0p, 9p: 09 
称 为 Poisson 括号 。 
Poisson 括号 有 下 列 性 质 ， 
(1) (¢, 8)=—(H, ¥) 
(2) (¥, 8)=(¥,c)=(c, 4)=0, c=const. 
(3) (co, $)=c(9, $) 
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(4) (Vit P22, 1) 一 21 PG)+ V2, $) 
(C5) (P1982, 0 一 OICO2 0) 十 0020 Y) 


OF OF 
=( 87 4) + 57 
以 上 这 些 性 质 容易 由 Poisson 括号 的 定义 式 (5.2.1) 直 接 推 证 。 
2， 复合 Poisson 括号 及 Jacobi 恒等式 
定义 2 假 设 三 (i Pi)， 2 (7 gi: 力 ; ) 和 | gz, di) Pi) 对 
7, p 具有 二 阶 连续 偏 导数 《 即 EC:)， 那 么 我 们 称 下 式 为 复合 


Poisson 括号 


+ .FOF bp) Of De，,y) 
(fl9,0)=5 [| 
0g; yy Op, Hg; 


(5.2.2) 
定义 3 ”如 采 国 数 f1(f, gi, PD) 与 f(t gi, Di) 所 构成 的 Poi- 
sson 括 号 恒 等 于 零 ， 即 
(fi1, f2)=0 z (5.2.3) 
则 称 国 数 f 1 和 f; 为 相互 内 旋 的 。 
命题 1 对 于 三 个 复 合 Poisson 括号 ， 其 中 每 一 个 复合 
Poisson 括号 由 三 个 函数 f,?, $ 用 循环 交换 溺 数 的 方法 所 得 
到 ， 则 它们 的 和 人 恒 等 于 零 ， 即 
(Cf, (8, 0)) 二 2， 0) 二 0 (f, 8))=0 (5.2.4) 
[证明 ] 因为 


好 


Og 0 0 
(9, 人) 一 Za Gp Op, Do ) 


-> (a 0g, 6 7. 3 )* ; 


2 Zn 
ae 0 ao 0 
D,= (sg 38- 58 09， = G6 5 251 
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为 线性 微分 算 子 ， 其 中 系数 ciEC ， 则 


2 69 / 
( 9, $)= 2 ose —Doey (5.2.6) 
z ;=1 f . 
同样 ， 定 义 线性 微分 算 子 ， 
a pr A 
DS 2 ra (5.2.7) 
了 一 


则 | 
( 厂 (C8, 8))+ CP, Co, 1))=Cf, (PF, 0)) 一 (人 2 (f, $)) 
= DD YY —D Dy 


因为 gEC:， 上 式 第 二 项 和 第 四 项 对 消 ， 所 以 只 剩 下 的 一 次 
导数 项 ， 即 | 


(f, (¥, 0))+(2，( 0， 三 ) 


7 2 7 +} 2 
OQ; 906% Of; OF 
2 fi 07 Oé: 2 2 05; 07; 
1=] i=1] J 
_o/, 09 0y 
(4 0px + Br 00， (5.2.8) 


式 中 Ai， br 是 广 ¥ 的 的 数 ， 但 不 含 yo 
令 y= 二 jp;:， 则 式 (5.2.8) 式 成 为 
(f, (9, $i))—(Y, (f, pi))=A; (5.2.9) 


/Op Op; Do Op:\ by 
(9, tA A 一 
? ) ( 0gk Opx OZ Ogx ) Oa:i 
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门 样 
(7, $1) = 人 
所 以 式 《5.2.9) 式 成 为 
A1=(f, (0 )= 2) (5.2.10) 
同 理 在 式 (5.2.8》 中 ， 人 则 可 以 证 明 
Bi 一 一 可 厅 ( 0 ) (5.2.11) 
将 式 (5.2.10) 和 (5.2.11) 代入 式 (5.2.8)， 得 


(1 (vp, 8g))+(P, 0， 广 )) 


3 [OC0, 9) Op 0(f, 0) | 

gx OP 0 pn Ogx 

=((f, 0), 8)=—(%, (f,9)) | | 
式 〈5.2.4) 被 称 作 Jacobi 但 等 式 。 


5.2.2 关于 第 一 积分 的 Poisson 定理 


1。Poisson 条 件 
利用 Poisson 括 写 的 性 质 ， 可 以 建立 Poisson 方法 的 基本 定 
理 。 假 设 且 amilton 正则 方程 为 
j= pb oe 
那么 利用 Poisson 括号 ， 可 以 把 式 (5.2.12) 表示 为 Poisson 
形式 
j=(g,, H), p,=(p,, H), (s=1, ,1) (5.2.13) 


(S=1, *°, 1) (5.2.12) 


假设 
fl\gs, Pr, DD=C (5.2.14) 
是 amilton 正则 方程 的 第 一 积分 ， 则 我 们 有 下 述 结论。 
命题 2 函数 f(g,, p, 1) 是 豆 amilton 正则 方程 的 第 一 各 
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分 的 充 要 条 件 是 满 契 


2+, H)=0 (5.2.15) 
[证 明 ] 和 + ,) 


如 + 交 ( 新 加 如) 


ar H) : | 


关系 式 (5.2.15) 称 为 对 第 一 积分 的 Poisson 条 件 。 
2。Poisson 定理 及 其 应 用 
Poisson 定 理 ”如 果 已 知 Hamilton 正则 方程 的 不 处 于 相互 
内 旋 的 两 个 第 一 积分 
f(t, gs, ps)=c1, f2lt, qs, 80) 一 C2 
那么 这 些 积分 的 Poisson 括号 也 是 Hamilton 方程 的 第 一 积分 。 
[证 明 ] 因为 f1 和 六 是 系统 的 第 一 积分 ， 由 命题 2 知 ， 有 


2 + (fi H)=0, 3 + fa, HH)=0 (5.2.16) 


久 出 命题 1 和 对 于 国 数 互 ， 广 ， 存在 Jacobi 恒等式 
(H, (fs, f2))+ fi, Cf2, 瓦 )) 十 ( 亡 (H, f 0))=0 


(5.2.17) 
但 由 式 《5.2.16) 已 知 
(fz2, H)= -0A (5.2.18) 
(H, 站 = (5.2.19) 
将 式 (5.2.18) 和 (5.2.19) 代 人 (5.2.17)， 得 
人 
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Rn (Hf) + (7 272 )+(CA f2)) 全) 尘 0 (5.2.20) 
由 Poisson 括号 的 性 质 (6 ) 知 ， 上 式 可 表示 为 
Ci D+, 7 H)=0 (5.2.21) 


因为 f1, f; 不 是 相互 内 旋 的 ， 即 (fi, f2) 关 0， 那么 (fi, ff2) 
是 菏 第 三 个 邹 数 
. Cfi, f2)= fa3(t, qi, pi) 

因此 ， 它 满足 第 一 积分 的 Poisson 条 件 ， 即 命题 2, 故 /:=C， 
是 正则 方程 的 第 一 积分 。 | 

看 来 ，Poisson 定理 是 积分 Hamiiton 正则 方程 的 重要 手段 。 
它 提供 了 一 种 从 已 知 的 两 个 第 一 积分 求 新 的 第 一 积分 的 一 种 
方法 。 

例 1 Kepler-Newton 空间 问题 

一 质量 为 多 的 质点 在 原点 的 中 心力 场 作 用 下 运动 ， 其 对 % 轴 
和 辅 的 动量 窍 守 恒 。 求 证 ， 对 ?> 辖 的 动量 矩 亦 守恒 。 


II 一 和 82 一 人 03 一 2 
因 动能 


= 地 1( 训 十 十 训 ) 


= -0 一 MY ， p;= 1 
Oy 
因此 ， 对 x* 轴 和 少 轴 的 动量 矩 守 恒 可 表示 为 
f=4p3— pq3=C1, f2=g3pi— pq=C: 
我 们 对 以 上 两 个 第 一 积分 应 用 Poisson 定理 ， 有 


af: 6f, Of: 0f: 
(fi1 /= Og; dp, OF je) = = gi1p2— gq2p1 


因此 ( fi, f2) = fs, 让 六 一 人 3 也 是 第 一 积分 。 | 
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事实 上， 并 不 是 在 任何 情况 下 都 可 以 应 用 Poisson 定理 来 
求 新 的 第 一 积分 。 很 显然 ， 首 要 条 件 就 是 要 求 已 知 的 两 个 第 一 积 
分 不 处 于 相互 内 旋 。 正 因为 如 此 ，Poisson 定理 不 能 应 用 于 解 力 
学 的 著名 经 典 问 题 一 一 带 有 一 个 国定 点 的 刚体 的 运动 问题 ， 天 体 
力学 中 的 三 体 问题 等 。 在 这 些 问 题 中 ， 正 如 在 力学 中 的 大 多 数 为 
外 的 经 典 问题 中 一 样 ， 所 有 已 知 积分 都 是 相互 内 旋 和 的， 而 不 能 利 
用 来 获得 新 的 积分 。 
定义 4 设 /1,…, f; 是 动力 学 变量 g, 8 的 尔 数 ， 它 们 是 茶 
一 力学 系统 正则 方程 的 一 组 第 一 积分 。 若 不 能 再 从 这 组 第 一 积分 
中 应 用 Poisson 方法 做 出 新 的 第 一 积分 ， 则 称 这 样 一 组 积分 为 内 
旋 积 分 组 。 
显然 ， 内 旋 积 分 组 有 以 下 两 种 情况 : 
(1) (Jf;, f;)=0, (£2, 7 =1, "7) 
好 六 ……， 广 中 任意 两 个 图 数 都 是 相互 内 旋 的 。 
(2) (fi, f7))=B C1, *, f) 
即 从 /5 …, 六 中 任 取 两 个 第 一 积分 来 做 Poisson 括号 ， 新 产生 
的 第 一 积分 都 是 六 …， 广 的 羡 数 。 
例 2 Kepler-Newton 问题 中 的 三 个 第 一 积分 
qap3~— Pq3=C1, 938 一 2 一 Cg 血 一 42 力 一 人 于 
就 构成 一 个 内 放 积 分组。 从 它们 出 发 ， 利 用 Poisson 方法 就 不 再 
能 得 到 其 它 的 第 一 积分 了 。 | 
了 最 后 ， 我 们 研究 具有 广义 能 量 积 分 的 力学 系统 ， 即 研究 
Hamilton 的 数 且 不 明显 依赖 于 时 间 的 情形 : 
=0 | (5.2.22) 


命题 3 设 某 力学 系统 具有 广 闵 能 量 积分 。 又 f(, pi;, qi) 二 


C, 是 已 知 的 第 一 积分 , 则 了 的 各 阶 偏 导 数 卫 全， 写生 ，… 都 是 此 
系统 的 第 一 积分 。 
一 422 一 


TP mE Rg i a a 


[证 明 2 根据 命题 2 ， 知 


将 此 恒等式 对 时 间 求 导 ， 并 考虑 到 式 (5.2.22)， 有 
of oH Of 
of? +(7, + ot ， H 


(2 


可 见 ， 如 果 2 是 正则 变量 的 函数 ， 显 然 3/ -= C, 满足 对 第 


积分 的 Poisson 条 件 ， 即 它 是 运动 方程 的 第 一 积分 。 进 而 可 以 


证 明志 入 ，2 5 ，… 等 亦 是 系统 的 第 一 积分 。 | 


5.2.3 求 非 完 整 力 学 系统 第 一 积分 的 Poisson 方法 


1。 非 完整 系统 对 第 一 积分 的 广义 Poisson 条 件 
设 力 学 系统 的 位 形 由 %* 个 广 闵 坐标 91,，…, gs 来 确定 ， 它 的 
运动 受 有 &8 个 理想 非 完 整 约束 
falgs Ys tb)=0, (P=1, *%, 8£; §=1, ***,%) 
(5.2.23) 
此 系统 的 呈 amilton 正则 方程 为 


j= Gp + + Go( 党 ) 


(s=1, *, n) (5.2.24) 
其 中 ie 可 在 积分 运动 微分 方程 之 前 表 为 gq,, 2 的 国 数 。 (28) 


为 214 中 作用 如, gn, ! 替代 所 得 的 结果 ，(-95-) 为 -344 中字 胃 


Px， gr,t 替代 所 得 结果 。 容 易 证 明 下 述 命题 。 
命题 4 函数 三 p,, g,) 为 非 完 整 系统 (5.2.23),(5.2.24) 
的 第 一 积分 的 充 要 条 件 是 
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2 +(f, H) + > oo0 工 (只 ) 5 =0 (5.2.25) 


IV (5.2.25) 吓 非 完整 系统 对 第 一 职 分 的 广 你 Poisscon 条 件 。 
推论 ” 当 系 统 的 Hamilton 函数 不 显 含 时 间 1， 且 fs 对 9 
征 乔 次 的 情形 ， 瓦 =C 是 系统 的 第 一 积分 。 
证明- 7 代入 式 (5.2.25) 左 端 有 


4 DF( 绪 ) 识 - =0 | 


例 3 试 证 ， AL 例 ，Hamilton 函数 是 问题 
的 第 一 积分 。 
[证 明 ] 系统 的 Lagrange 函数 为 
二 SM + — 182 
广义 动量 为 、 
pp 一 -一 加 训 ， py= = p= 二 = 12 
Hamilton 因数 为 
H= pit pry+piL= (pitp;+p:) + mgs 
问题 的 约束 方程 为 
f=a(X + y:) 一 22 一 0 
因 玖 不 显 含 地 ， 而 了 对 交 》, ;是 二 阶 齐 次 的 ， 故 满足 命题 4 推 
论 的 条 件 。 于 是 五 =C 是 问题 的 第 一 积分 。 这 是 系统 的 能 量 积 
分 。 | 
下 面 研 究 Hanipiran 系统 。 此 时 工 中 不 含 g.1s。 约 束 是 线 
性 、 章 次 、 定 常 的 ， 即 : 


3 


Grp™— 2) Bipc lg,) Go (rz, 1=1, **, €) (5.2.26) 


f=1 
考虑 到 约束 “(5.2.26) 而 变换 的 Lagrange 函数 为 ZZ。 取 广义 
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a ne 


动量 
(5.2.27) 


及 Hamilton 图 数 


则 其 正则 方程 为 
.6 
fu 一 68D, 
6 OL - OB.,8,, 
b= -6 -2 (二 ) 工 (有 全 

B=1 2 =1 
加 OB, a, ) 5 
00， OP, 


(5=],， ees ， e) 


OL 


其 中 ( 本) 为 p。，9。, i 的 函数 ， 我 们 有 如 下 结论 。 
命题 5 函数 10, p49.) 是 danmeuraa 系统 的 第 一 积分 
的 充 要 条 件 是 
ua 


& 


& 
(7 一 (Wr) 


人 二 1 


0B. + Bs ”02 有 De。 oF 
(2 00。 00， 有 5 一 (5.2.29) 
式 (5.2.29) 为 danzpra8 非 完整 系统 对 第 一 积分 的 广 义 Poi- 
sson 条 件 。 


2. 由 已 知 的 第 一 积分 求 另 外 的 第 一 积分 

对 一 般 的 非 完 整 系统 ， 假 设 已 知 第 一 积分 f(t, pi, 9:) 明显 
地 依赖 于 时 间 1 ， 它 应 满足 对 第 一 积分 的 广 闵 Poisson 条 件 
(5.2.25)。 将 式 (5.2.25〉 对 时 间 # 求 偏 导 数 ， 得 
Of /of oH ~ O(4s) 必 /0A， \ Of 
Of? +( 6t ,H)+(7, + a 5 ( 部， )35- 


了 三 了 
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如 
+ > oo 工 ( 喀 ) 7 (3)= 0 (5.2.30) 
人 则 瑟 和 Xp 亦 不 显 含 1 ， 于 是 有 
0je\ 0H 0006) | 
ot 人 O00 )= a 0 ~ (5.2.31) 
将 式 《5.2.31)〉 代 入 式 (5.2.30) 中 ， 有 
of 


(3 + 二 oo 荆 ( 噬 


J (Hr) 


因此 ， 由 命题 4 知 ， 


(5.2.32) 
> 一 二 C1 也 是 系统 的 第 一 积分 。 依 此 类 推 ， 
可 得 下 述 第 一 积分 
3 =C,, =C,, ., Ce (5.2.33) 
于 是 ， 我 们 得 到 下 述 结论 


命题 6 


对 一 般 的 非 完整 系统 ， 其 广义 力 有 势 。 如 果 Lagra- 
nge 函数 工 和 约束 方程 /一 0 都 不 显 含 时 间 1 ， 而 / 为 系统 显 含 
; 的 第 一 积分 ， 则 -55 ， 信 全， ，… 均 为 系统 的 第 一 积分 。 

将 第 一 积分 的 广义 Poisson 条 件 (5.2.25) 两 端 对 dg 求偶 
导数 有 


jo "(3 H)+( 2) 
E 好 
0 
十 a 


(5.2.34) 
旧 设 系统 的 Lagrange 时 数 节 和 约束 方程 f;= 二 0 中 不 显 含 gq/， 则 
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Og!1 和 Ogq: 091 


Og': 
将 式 (5.2.35) 代入 式 《5.2.34) 中 ， 我 们 得 到 
/of , Ofse\ 0 16 
-i (He )+ (2 ,H)+ + 90 只) 声 ( 新 )= 
(5.2.36) 
显然 ， 由 式 (5.2.36) 和 命题 4 知 ，- 人 -一 C 也 是 系统 的 第 一 各 


分 。 依 此 类 推 ， 可 得 到 下 述 第 一 积分 
Df Ce, Of oc, wo fC, 


< 一 - (=0 (5.2.35) 


"0 (5.2.37) 


于 是 ， 我 们 有 下 述 命题 
命题 7 对 一 般 广 义 力 有 势 的 非 完 整 系统 ， 如 果 Lagrange 
因数 友和 约束 方程 fs 二 0 都 不 显 含 坐标 91， 而 /为 系统 显 含 y， 


的 第 一 积分 ， 则 9/ 一 ，/，… 均 为 系统 的 第 一 积分 。 


直面 赋 究 qarIEPITHH 系统 。 将 Hannpiran 非 完整 系统 对 第 
一 积分 的 广义 Poisson 条 件 (5.2.29》 对 了 求 偏 导数 ， 有 


8 
Of (号 Y) ( 8) - 2 ( oL 
Gi tt\ or Ht\/, a 和 村 po) 


oF 
> ( oL ) = 0 了 > (Be 一 ee) 
00。 00， 0p, 


。 ,os 
-2 (a )> 3 > ( ee 一 3 0 
(5.2.38) 

对 了 anHTEITHH 系统 ， 若 工 中 不 显 仿 时 间 引 ， 则 有 
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87 2/ 8L \ 6 (名 )- 
= (元 )= 王 5h)=0 (5.2.39) 


将 式 (5.2.39) 代入 式 (5.2,38) 中 ， 得 到 
号 所 
部 (让 +( 故 , 且 - 交 到 ( 太 )( 过 


y=1 


OBorpso ) 这 -10 (5.2.40) 


0g, op 


由 此 ， 根 据 命题 5 知 ，-27 -为 系统 的 第 一 积分 。 同 理 可 证 .5 具 ， 


0 和，… 均 为 系统 的 第 一 积分 。 于 是 ， 我 们 有 下 述 命题 。 


命题 8 ”对 于 dannptras 系统 ， 如 果 Lagrange 傅 数 工 不 显 
含 时 间 # ， 而 /为 系统 显 含 # 的 第 一 积分 ， 则 -4 ， 人 大，… 均 
为 系统 的 第 一 积分 。 

同样 ， 通 过 对 广义 Poisson 条 件 (5,2.29) 对 坐标 9g1 求 偏 
导数 ， 可 以 证 明 下 述 结 论 。 

命题 9 对 于 dannprraa 系统 ， 如 果 工 不 显 含 坐标 41， 且 


满足 条 件 
2 后 ~ 
时 0 0L OB .4,8,, 本 0P。pyc ， oH 
之 041 | O09.+8 )>ag -| DZ 0g, ) 0p, 


(这 汪 党] 玉 - 


=0 (5.2.41) 


而 了 为 系统 显 含 1 的 第 一 积分 , 则 /一 ， 人 本 ，… 均 为 系统 的 第 


一 积分 。 
例 4 研究 匀 质 圆 球 沿 粗糙 水 平面 的 自由 运动 。 
取 球 心 坐 标 %, 以 及 三 个 瑟 uler 角 y, 6,9 为 广义 坐标 , 约 
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束 方 程 为 
t=—.—a(Pcosygsing ~— Osing) 
y 一 一 (VSinmsinpb — Ocosy) 
系统 的 Lagrange 图 数 为 


了 一 个 == 广 吉 (各 十 少 ?) 二 xx02( 及 ?二 P+ 2 十 2 有 bcosb ) 


(a) 


(6b) 


1 


~ . 2 
L= 3 ma 和 +sin’ + ($+D+2ppcos0) | 


(5C ) 
因为 非 完整 约束 〈& ) 是 线性 、 章 次 、 定 党 的 ， 而 约束 系数 不 含 
Y，23 〈 且 不 含 w ); 工 中 不 含 X*，》( 且 不 含 ?，w )， 故 此 系 
统 是 JaIEBITHH 了 系统 。 
已 知 系 统 有 第 一 积分 


f=0Ocosg + Psin0sing =C (a) 
令 0 一 俏 ， 0 一 0 43 一 和 4，G4 一 区 05 一 和 则 由 
_OL 2， ,; 
pi 一 90 一 ML GO 十 Cacosg2 ) 
0L _ 7 
Pg 09 
8L 、 ， . ， . 
力 ; 一 G6 =— Ma (fasinzg， To + Edsings) 
得 
3  . ， 
6 bi ty SIN dg )— pscosg: 
di 7 ma*sin?g;2 
_»3 
di 7 ma 
。 9 Pi3— picosg: 
23 7 NSin2g, 
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于 是 ， 第 一 积分 (a ) 可 表示 为 


5 pp 5 (p3— Picosgs)sing' 
7 7 ma’ CoOsgqi™ 7 ma’sing: 《2 ) 
韭 完 整 约束 可 表 为 
44 一 —a(G3COsqgising; —02S1091) ( fy 


Gs= —a(gG3S10g1S1ng; + 02C0501) 


可 以 验证 ， 式 《e ) 和 “/) 满足 条 件 〈5.2.41)， 故 由 命题 9 
知 ， 此 系统 有 积分 号 六 一 Ci， 印 


— Hsing + Psin0cosy = C0, | 


$5.3 正则 变换 


变换 ， 是 分 析 力 学 研究 问题 的 重要 手段 。 对 于 分 析 动 力学 问 
题 中 直接 得 到 的 Hamilton 正则 方程 来 赔 ， 往 往 很 难 求解 。 因 
此 ， 利 用 交换 的 方法 ， 使 它 变 成 一 个 较 易 求解 的 微分 方程 组 ， 是 
一 个 十 分 重要 的 研究 课题 。 正 则 变换 便 是 达到 这 一 目的 的 重要 工 
具 。 本 节 人 研究 这 种 变换 的 性 质 及 其 表达 形式 。 


5.3.1 正则 变换 及 其 群 性 


1. 正则 变换 
没 力 学 系统 用 正则 杰 量 qi， “0s Yrs pi, “°°0, 办 , 来 括 述 ， 
它 的 动力 学 方程 为 下 列 Hamilton 正则 方程 
j= 太一 一 0， (Ss= 1,***,%) (5.3.1) 
我 们 研究 由 变量 Ye， 如 同 新 变量 0,，Pi 的 变换 
Qs = 0 gr, Pr,t), P= PDP,(gxr, prst), (SP 一 1 90) 
(5.3.2) 
并 且 消 数 行列 式 满 足 
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: .PP, 1 9 000 ,O00,; Pi, PP, 
A 0 (5.3.3) 

于 是 ， 变 换 〈5.3.2) 是 可 逆 的 。 旧 变量 4 ， 尹 可 用 新 变量 Qh， 
了 表 出 | 

g:—=q(Ors Prest), p=p (OPet), (Ss,k=1,,n) 

(5.3.4) 

在 变换 (5.3.2) 下 ，Hamilton 正 则 方程 (5.3.1) 将 过 渡 到 一 
组 新 的 方程 ， 但 一 般 说 来 ， 这 组 新 方程 没有 正则 方程 的 形式 。 

对 积分 动力 学 方程 ， 有 特别 重要 意义 的 是 这 样 一 类 变换 ， 在 
此 类 变换 下 ， 豆 amilton 正 则 方程 的 形式 保持 不 变 。 这 时 ， 在 变 
换 〈5.3.2) 下 ， 方 程 (5.3.1) 变 为 正则 方程 组 


+ 6H* : On: 
0.= #5-， “一 0， (S—1, «ee »72 ) (5.3.5) 


其 中 及 *= 二 及 * (Di 有 Hamilton 函数 的 作用 。 

定义 1 在 2% 维 相 空 间 中 ， 如 果 通 过 变量 变换 ,将 任何 
Hamilton 正则 方程 组 (5.3.1)， 仍 然 变 成 Hamiiton 下 则 方程 
组 (5.3.5》( 一 般 说 来 具有 有田 一 Hamilton 尔 数 及 *) 的 变换 

《5.3.2) 称 为 正则 变换 。 / 

民 然 ， 通 过 正则 变换 ， 正 则 方程 的 形式 不 变 。 但 是 ， 可 以 使 
方程 (5.3.5) 比 〈5.3.1) 更 容易 积分 。 

定义 1 对 变换 所 提出 的 要 求 是 针对 状态 变换 本 身 而 言 的 ， 它 
必须 对 同 阶 数 的 所 有 了 Hamilton 系统 都 成立， 而 不 应 该 依赖 于 
Hamilton 系 统 的 具体 选择 。 换 句 话说， 正则 变换 是 通用 的 ， 而 
不 是 专用 的 .把 一 个 具体 的 五 amilton 系统 变 成 另 一 个 Hamilton 
系统 的 变换 并 不 一 定 是 正则 变换 。 例 如 ， 任 何 非 正 则 变换 0, = 
O,( ge, pr,t), P,=P,(ge, Pr,t) 都 能 将 五 三 0 的 Hamilton 正则 
方程 组 变换 为 HH* 三 0 的 Hamilton 正则 方程 组 。 

下 面 我们 来 杂 求 ， 在 怎样 的 条 件 ， 变 换 〈5.3.2) 是 正则 的 。 
我 们 有 如 下 判别 条 件 。 
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命题 1 变换 (5.3.2) 如 果 满 足 Pfaff 方程 


SP,d0,—RY pdg,=(H* RH)d —dU (5.3.6) 


fs 二 1] YY = 上 
则 一 定 是 正则 变换 。 这 里 大 是 不 等 于 零 的 任意 营 数 。 
[证 明 ] 将 式 (5.3.6) 表 为 


ky, pdg— ,Pd0.+(H*—kEH)d=dU (5.3.7) 


YY 一 1 YY 二 1 
设 7 pp, 有 任意 等 时 变 分 0gs, Sp.(s=1, 9)， 则 由 上 式 得 
Rk > p00 一 2_,P.80,=8U (5.3.8) 
s 二 1] +s=1 


这 是 因为 8 二 0。 式 (5.3.7) 还 可 以 写成 


ky pg:— SPO+rH*-ERH=U (5.3.9) 
s=1 


fs=1 


将 式 (5.3.8) 对 工 求 导数 有 


2 久 d 人 n 及 d 
hbdg th 2 p09 2, P00,— 2 Pd0: 
s=1 二 | 了 = 下 + 三 1 

_d 
“dt 


对 式 (5.3.9) 取 变 分 得 
pS pogth SdG0ps— 5 Po0,— OoP,+OH* 


了 =1 +=1 +=1 s=1 


— kASH=OU (5.3.11) 


0U (5.3.10) 


考虑 到 8 与 全 的 可 交换 性 ， 将 式 (5.3.11) 与 式 (5.3.10) 两 式 
相 减 ， 得 


天 


2, (G6p;— p09) 一 >》 (O.8P,— P,80,) +OH* 


f=1 =1] 
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— ROH=0 (5.3.12) 
由 正则 方程 (5.3.1》 知 


有 2 (G0ps— p09.) — ROH 
;三 1 


= 天 工 (经 0 -0g: )—AOH= ROH —ROH =0 
因此 ， 式 (5.3.12) 成 为 


>, 0SP, 一 EP 80,—0H* 


了 二 | 
注意 到 
~ OH* — OH* 
林 .一 - -一 -一 
OH* = 2 5 0Qs + 2 gpoP: 
于 是 
On*  : OH* 


0:=#5.， f= 30, | 
事实 上 ，Pfaff 方程 (5.3.6) 也 是 正则 变换 的 必要 和 条件， 但 
其 证 明 要 用 到 Poincaré-Cartan 积 分 不 变量 的 性 质 以 及 通用 相 
对 线性 积分 不 变量 的 李 华 中 定理， 因此 略 去 。 其 证 明 可 参看 
[9 了]。 
此 外 要 注意 : 式 (5.3.6) 只 要 对 某 一 对 函数 及 和 DH* 成 立 ， 
则 变换 (5.3.,2〉 就 是 正则 的 。 事 实 上 ， 如 直人 在 刁 之 外 ， 为 取 一 
任意 图 数 甩 ;， 并 按 下 式 定 义 HH* 
HH*—H*—p(H.—H) 
则 当 以 由 乘 上 式 并 代入 式 (5.3.6)， 我 们 便 得 到 


> ,Pd0, 一 8 > pdg= (H* —pH)dt—dU 
*=1 s=1 


因此 式 (5.3,6) 对 于 任何 函数 五! 和 与 之 对 应 的 互 :也 是 正确 
的 。 
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在 式 〈5.3.6) 中 ， 名 被 称 作 正则 变换 的 “ 价 ”， 而 悟 则 被 称 
作 正 则 变换 的 生成 国 数 或 母国 数 。 如 采 到 =1， 则 这 种 变 换 称 作 
单价 正则 变换 。 今 后 ， 我 们 仪 限 于 讨论 这 种 单价 正则 变换 ， 简 称 
为 正则 变换 。 这 时 ， 变 换 正 则 性 的 判别 条 件 为 


> ， pdg:— ,Pd0;,+ (H*—H)dt=dU (5.3.13) 
+ 二 1 s 二 1 

2. 正则 变换 的 群 性 

设 变 换 T 将 (gq, 2P) 一 (0,P)， 变 换 7T, 将 (0,P) 一 (0',P')， 
则 (gq, pb)—>(0’,P) 的 变换 记 为 了 ,了 i， 称 为 两 个 变换 的 积 。 

大 存在 这 样 的 变换 ， 使 

Ti'Ti(g,p)=(g,D) 
则 称 1， 为 变换 荆 ! 的 逆 变 换 。 
我 们 称 变 换 了 olg,P)== (gq,8p) 为 恒 等 变换 。 
定义 2 我们 把 服从 下 述 条 件 的 变换 的 总 合 称 为 变换 群 。 
(1) 如果 变 换 了 了,，7'; 属于 总 合 ， 那 么 它 的 积 了 TT71 也 属 
于 已 给 的 总 合 ; 
(2 ) 满足 结合 律 
La 一 (7 TT, )1 
(3 ) 存在 恒 等 变换 Zu， 以 使 
707 1 一 7 0 一 7， 
《4) 对 任意 变换 了,， 存 在 逆 变 换 T 了 i!， 以 使 
Ti :=7i 7 =7, 

很 显然 ， 对 于 正则 变换 ， 两 个 正则 变换 的 积 仍 是 正则 变换 。 
同时 ， 由 于 式 “5.3.3) 成 立 ， 所 以 任意 一 个 正则 变换 的 逆 变 换 
也 存在 。 另 一 方面 ，4 一 4,，z 一 力 .就 是 伍 等 变换 ， 当 然 它 仍 是 
正则 变换 。 此 外 ， 易 验证 正则 变换 也 满足 结合 律 。 因 此 ， 我 们 有 
如 下 结论 。 

命题 2 全体 正则 变换 构成 一 个 群 。 
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5.3.2 母国 数 


为 解 正则 变换 问题 ， 必 须 在 一 般 形式 下 对 函数 UU 入 ” 解 方 
各 (5.3.6)， 因 而 问题 是 不 确定 的 。 我 们 可 以 认为 其 中 一 个 函数 
是 任意 的 。 将 母 函 数 UU 取 为 这 样 的 函数 比较 方便 。 借助 它 可 以 找 
到 未 知 的 变换 。 

现在 9，p，Q，P,，t 共 4n+1 个 变量 ,它们 被 2% 个 变换 
联系 者 ， 所 以 其 中 只 有 22+1 个 变量 是 独立 的 。 选 择 怎 样 的 
24+1 个 变量 作为 独立 变量 ， 通 笛 可 以 有 多 种 方案 。 但 是 ， 对 
于 一 个 县 体 的 正则 变换 来 说 ， 这 种 选择 决 不 是 任意 的 拓 2。 独 立 
变量 的 选择 ， 是 要 根据 变换 的 情况 来 判定 的 。 以 下 ， 我 们 反 过 来 
做 : 在 预先 假定 某 22+1 个 变量 可 以 作为 变换 的 独立 变量 的 前 
担 下 ， 来 寻找 这 一 类 变换 的 明显 表达 式 。 

如 取 忆 作为 9， 如，0， 忆 和 上 的 国 数 ， 则 


dU= (如 dg, 十 + 6 55-d0,+ 35rdP, ) 


yt 
二 


于 是 式 (5.3.13) 可 写成 
(be(Pt 0 Dp a 


9U , om 、 
-3 dp, 本 (H*— wy (5.3.14) 


下 面 研究 四 种 基本 形式 的 正则 变换 '。 
工 第 一 类 母 函 数 
记 作 Ul， 有 形式 
Ul=U(g;,0.,,1) (5.3.15) 
即 选 择 9，…，d，0，…，0O。， 7 作为 22%+1 个 独立 变量 。 这 
种 变换 显然 是 存在 的 。 这 种 变换 由 补充 关系 式 
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5 (5.3.16) 


所 规定 。 它 保证 了 量 2 9， ，4z， OQ1，……，0Q0: 的 独 江 性 ， 这 
些 量 便 可 了 到 作 独 立 变量 。 这 样 的 变换 就 是 所 谓 的 自由 正则 变换 。 
事实 上 ， 只 要 有 式 (5.3,16) 成 立 ， 就 可 从 式 (5.3.2) 前 %* 个 
方程 将 广义 动量 总，…，z， 用 2M7+1 个 量 志 gy， Q,(s=1, 
… ,MU) 来 表示 。 因 此 ， 依 赖 于 变量 绢 &， 力 的 任何 图 数 都 可 以 
写成 变量 1，9:，0; 的 请 数 形式 。 

将 式 (5.3.16) 代 人 式 (5.3.14)， 得 到 


各) dg — (P+ 0) dQ, } 


+ 有 一 (有 + ) =0 


(5.3.17) 
因此 ， 由 式 (5.3.17) 第 一 式 可 以 求 得 
Ps=ps(Ges0Q0t),  (s 有 一 1 1) (5.3.18) 
由 式 〈5.3.17) 第 二 式 可 求 得 
P= P(grs Orb) 


因此 gs: = 0 (OQrs Pr,t) (5.3.19) 
将 式 (5.3.19) 代入 式 (5.3,18) 中 ， 得 到 
p;:= p.(Qr, Pest) (5.3.20) 
再 由 式 (5.3.19) 和 (5.3.20) 解 得 
0;=O0.(09x, prst), P= P(g past) (5.3.21) 


于 是 ， 已 知 母 图 数 (5.3.15)， 可 以 求 得 正则 变换 (5.3.21) 以 
及 由 式 (5.3.17) 最 后 一 式 求 出 新 的 Hamilton 的 数 。 
为 了 保证 母国 数 生 成 的 变换 的 可 道 性 ， 还 应 该 要 求 Z 满足 
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如 下 条 件 


OU ~ 
det[ G03 所 0 (5.3.22) 
2. 第 二 类 母 函 数 
记 作 Faz， 有 形式 
U,=F,(g;,P,,t)— > ,0,P, (5.3.23) 
+ 二 1 
于 是 
OUs _ ar OU: _o OU, _ Dr。 OFs 
Og Gg pb ’ 0990,  *’’ OP, 6P, 5 
(5.3.24) 


将 式 (5.3.24) 代入 式 (5.3.14) 中 ， 得 
OF, | oF, 
5 {(p.— 0 ) d+ (0,— GE )aP. 


一 
+( H* He )atl=0 
因此 有 
p= 全， 0.= H*=H+ (5.3.25) 

其 中 前 两 式 给 出 

ps= ps qrs Pr,t) (5.3.26) 

Y= Or(qr, Pest) (5.3.27) 
由 式 〈5.3.27) 解 得 

gq: = 9 (Yr Pr,t) (5.3.28) 
将 上 式 代 入 式 (5.3.26),， 得 z 

P= p,( Or, Pir,t) (5.3.29) 


因此 存在 变换 (5.3.28),(5.3.29)。 而 式 (5.3.25) 中 第 三 式 给 
出 新 的 再 amilton 国 数 。 
为 了 保证 变换 的 可 逆 性 ， 要 求 满 足 条 件 
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2 . 
det[ F038- #0 (5.3.30) 


GgrdP, , 
3. 第 三 类 坟 闭 
UF (p,,0Q,,8£)+ Dp (5.3.31) 
用 类 位 方法 ， 得 到 
P= — 0, 0 一 -0 H* -H+ (5.3.32) 
此 外 ， ee, 要 
det| 5 和 50, | (5.3.33) 


4. 第 四 类 母 函数 
忆 作 六 ， 有 形式 


Us=F(p, Pt) + > 20 一 > PO， (5.3.34) 


了 Y 二 1 


oF; OF 2 _ _ 
lb 一 一 aps? 0O, = dP.? H* 一 到 十 (5.3.35) 
此 外 ， 为 了 保证 变换 的 可 逆 性 ， 要 求 成 六 
[2F， 


以 上 我 们 得 到 了 用 四 类 母 良 数 表达 的 四 类 正则 变换 公式 。 必 
须 说 明 ， 这 四 类 正则 变换 显然 不 是 正则 变换 的 全 部 。 但 是 ， 这 四 
类 正则 变换 也 是 足够 广泛 的 了 。 和 前 面 这 四 类 正则 变换 的 亚 却 一 
样 ， 我 们 事实 上 可 以 建立 起 一 个 借 母 项 数 和 价 上 来 决定 正则 变换 
的 一 般 公 式 ， 这 可 以 参看 文献 [ 9 ]。 

我 们 注意 到 ， 如 在 上 述 母 函数 Ui，;,，F， 中 不 显 舍 肝 
间 芋 ， 那 么 显然 有 站 一 闫 ， 这 财 条 件 〈5.3.13) 可 以 写成 
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>， pdg:— ,Pd0,=dU (5.3.37) 


3 二 工 
这 种 变换 被 数学 家 S Lie 称 作为 接触 变换 。 
例 1 证 明 变 换 
Q=In(Fsinp), P=gctep (&) 


是 正则 的 ， 并 求 出 与 该 变换 相关 的 四 种 类 型 的 母国 数 。 
由 式 (4) 知 
pdg~PdO=(pP+cetgp)dg—acte pdp=d(gPp + gctg?) 
因此 ， 该 变换 是 正则 的 ， 母 函数 为 
U=gp+gctgp (C2) 
在 第 一 类 变换 下 ， 母 遇 数 应 选 为 9，8 的 国 数 。 
由 式 (4 ) 得 


-一 一 区 一 
p= arccosV T 一 ge 


于 是 式 (2 ) 可 以 写成 


六 2 pp 
[一 VarccosY 1—g’e + V e 一 人 (c) 
作为 锭 证 ， 由 式 “5.3.17) 得 
0 fe poo 
一 = arccosYVY 1 一 ge ,P=— 50 e “yy 


对 第 二 类 变换 ， 母 冰 数 应 选 9 ， 忆 的 函数 ， 由 式 (4a ) 得 
p=arctg5, 0=—1nv g+P’ 
游 虐 到 式 〈20.) 和 式 〈5.3.23)， 得 
f= (+ QP=gp +gctgp + OP 
=garctg 5 + P(1 nV rp) (4) 
作为 验证 ， 由 式 〈5.3.25) 知 


一 439 一 


oF F 
b =-50 一 arctg， 0=5F =—InVg+P 
对 干 第 三 类 变换 ， 母 函数 应 选 为 ，0Q 的 函数 ， 由 式 《4) 得 


一 总 _ 
q=e sinp 
由 式 (5.3.31) 知 
T's=Us—gp=ypi+actep—gqgp=e ?osp (ee) 
用 式 (5.3.32) 来 验证 
、 一 Fa , 
P= 一 让 一 一 已 “ cos， f 一 一 多 sinp 


对 于 第 四 类 变换 ， 母 函数 取 为 如 ， 己 的 图 数 ， 由 式 〈4) 得 
g= Ptgp, Q=1n-Sf- 
由 式 (5.3.34》 得 


FF,=U,— — pg+ PO= P+ bin 一斑 一 2 (ff) 


用 式 (5.3.35〉 检验 ， 表 明 


OF 6F: ， Cosp 
4 三 一 08 = Ptgp, 0O= 5P -ln 
在 所 有 情况 下 ， 母 函数 都 不 显 含 1 ， 因 此 
H*=H | 


例 2 用 正则 变换 求解 一 平面 谐振 子 的 运动 。 

所 谓 平面 谐振 子 是 指 一 质量 为 四 的 质点 在 势能 函数 太一 子 加 
(osxa+o3y2) 的 影响 下 在 平面 Oxy 上 的 运动 。 此 时 Hamilton 
函数 为 

H=T+V= (pet pi) + 3m ol twosy’) 

如 规定 母 函 数 为 


] 
U, = Fm wiX CteQOi+ wy cteQ:;) 
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它 属于 第 一 类 母 函 数 ， 由 却 〈5.3.17) 得 


OU BT7 
pr 一 人 =mo xcteO py= By = Hw, yctetl)s 
oU, 1 | OU z 
Pi 一 一 0 = TMicsc'0, P= — To = morycsc’Q: 


将 所 得 p:，p, 代入 式 (5.3.17) 最 后 一 式 可 求 得 


] ， 。 ， 
H*= mwixcsc 0) + wi ycsc’0Q;) 


2 
=— wb + wpP, 
故 用 新 的 正则 变换 表示 的 谐振 子 的 运动 方程 为 
: : oH* ‘ OR* 
P= 50 -0 DP- ~—50= 


积分 得 

Pi=C1, Pi=C),, Oi= wt + el, OQ, = wt €, 
其 中 Ci，Cs，e1，ez 为 积分 常数 ， 由 初始 条 件 确定 。 而 谐振 子 
在 Oxy 平面 上 的 运动 方程 ， 回 到 原来 坐标 ， 古 


C1 in(wtte,) 
WO] 


sy 


二 / 2C， slnCoOzL 十 Ey) 
HI, 


此 例 表 明 ， 在 正则 变换 下 ， 新 方程 较 原 方程 要 简单 得 多 ， 由 
原 无 循环 积分 的 系统 变 成 了 有 循环 积分 的 系统 。 | 


5.3.3 Mathieu 变换 和 点 变换 


i1，Mathieu 变换 
对 于 正则 变换 


7 


> ps:dg;— >_Pd0, + (H*—H)di=dU 
5 二 了 


一 上 
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i 刁 * 二 且 ,，U = 二 0， 则 成 为 一 特殊 的 正则 变换 ， 此 时 
》 Pd0,= 》 pdg, (5.3.38) 


s=1 5=1 

这 种 变换 首先 由 Mathieu 于 1874 年 所 研究 。 容 易 证 明 ， 这 种 正 
则 变换 也 构成 一 个 群 ， 并 且 显 然 是 一 般 正 则 变换 群 的 子 群 全 。 

2， 点 变换 

耕 单独 由 4 决定 ， 了 由 乡 决 定 ， 那么 这 种 变 痪 称 为 渭 [_ 态 
变换 ， 其 变换 式 为 

QO,=0(g), P=P(pr), (SR 一 1 (5.3.39) 

如 未 Q,(9) 和 (8) 征 线性 图 数 ， 那 么 这 种 变换 称 为 增 广 线性 点 
变换 ， 它 的 表达 式 为 


QO,= >， au， P= 》 Bape (s=1,%%,n) (5.3.40) 


k=1 K=1 
其 中 a4， psx 都 是 第 数 。 
命题 3 ” 增 广 线性 点 变换 (5.3.40) 的 系数 只 要 满足 


天 


2 OrrBir= Or, (y ,R=1,"°,n) (5.3.41) 
‘三 1 


则 其 必 为 正则 变换 。 
[证 明 ] 利用 式 (5.3.40)， 我 们 有 


5 Pd0, — Ep dg 


了 二 二 
一 >, >, 3 srdq; — > psdg; 
=] k=1 ”二 了 Y=1 
2 Prdar 2 PC 十 2, 2 加 da: Barr 
K=1 s=1 R=1r=1 YY 二 
(rk) 
— 2 pdg 
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显然 ， 只 要 式 〈5.3.41) 满足 ， 则 


二 Pao.- 3 pdg;= 二 pao- > pdg:=0 


Y=1 ss 二 1 
因此 ， 这 时 变换 (5.3.40) 是 Mathieu 变换 ， 当 然 更 是正 则 变 
换 。 | 
将 系数 Bis 排 成 行列 式 
Pi 和 ie 


池 


1 
六 Cs) (5.3.42) 


显然 ， 由 此 规定 的 ci:，Bx; 满足 式 (5.3.41)。 
Fr” Crs = Piss 那么 条 件 (5.3.41) 成 为 


Yaar= 6 (5.3.413) 
他 


(5.3.43) 可 视 为 九 维 空间 的 坐标 轴 方 回 的 正 交 条 件 ， 因 此 这 时 
的 变换 式 〈5.3.40) 被 称 为 正 交 变换 。 
研究 一 理想 ， 完 整 ， 有 势 的 力学 系统 ， 它 的 广义 坐标 为 01， 
…，4z。 现 在 假定 再 另外 引入 一 组 广 闵 坐标 Ql，，…，0Qs。， 它 和 
原 广 闵 坐标 由 可 逆 的 位 形变 换 关 系 来 联系 
OQ,= f(g1,* ,gst) (Ss=1,%",n%) (5.3.44) 
满足 条 件 


OC f 1 ,f/f 1) 
O(q1,** * ,4n) 0 


这 种 变换 称 为 点 变换 。 显 然 这 种 变换 也 构成 变换 群 ， 并 且 也 十 十 
则 变换 的 子 群 。 它 的 母国 数 是 


一 443 一 


刀 一 >》 fs(qi,°" ,Gat)P, (5.3.45) 
s 二 1 
其 变换 式 是 / 
7 9 
p:= 和 of Pi, QO,= f(gi1,"* ,nt), 
(5.3.46) 


H*=H+ DP, 
三 】 


这 种 变换 反映 了 同一 系统 的 两 种 不 同 自 然 正 则 描述 之 间 的 变换 。 
5.3.4 无 限 小 正则 变换 
芳 虑 第 二 类 母 图 数 
F,= 》 ,gsP; (5.3.47) 


利用 式 (5.3.25)， 得 到 正则 变换 的 显 式 为 


_ OF, _ OF, » ,HF, 
p;= 6g; Pp,, QO, = 6P, 一 Cr H 一 玉 十 ot 


并 且 


= (5.3.48) 


oF, 
det| oh dP. -|= 1 天 0 


显然 ， 这 就 是 相 空 间 的 恒 等 变 换 。 
现 假 设 新 相 坐 标 “Q,,P,〉 与 旧 相 坐标 (4;, 2p:) 之 差 为 无 限 
小 的 正则 变换 ， 可 写 为 
Os=g+6g, P=pt6ps, (s=1,",n) (5.3.49) 
显然 ， 无 限 小 正则 变换 与 恒 等 变换 之 差 为 无 限 小。 考虑 到 式 
(5.3.47)， 虽 无 限 小 正则 变换 的 母 疯 数 可 写 为 


F,= > gsPst+ eG(g,P,t) (5.3.50) 
二 1 


式 中 是 无 限 小 参数 。 于 是 ， 我 们 有 
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OF , G(r 


Dg za 一 0 = 0 


或 


06 8G 
p= Pp eG, d=0.— esp (5.3.51) 


因为 一 . 与 pf; 之 差 是 无 限 小 ，G(9,P,t) 中 的 PP 可 以 近 似 地 以 2 了 


代 赫 ， 而 将 C 看 成 是 (g,p,1) 的 图 数 ， 这 样 ， 式 (5.3.51》 可 
以 改写 成 
DC 0C 加 
Op,=—E 57 07 一 07 (5.3.52) 


由 于 上 式 成 立 ， 我 们 将 用 G 代 赫 瑟 ,， 称 之 为 无 限 小 正 则 变换 的 
3 z 

在 特殊 情况 下 ， 我 们 可 选用 豆 amilton 遇 数 及 (gq,p, 让 作为 
峡 晃 数 G(g,p,t)，dt 作为 :<。 于 是 ， 由 式 (5.3.52)， 得 


oH ed 
0p, = fo — pdt—dp. 9 09: 一 由 一 一 0Q 一 d0， 


0 
0p, 
(5.3.53) 

上 式 表 明 :， 力学 系统 由 时 刻 1 的 相 点 (qs,p:)， 到 时 间 #+ 由 的 
相 扩 《0Q,,P,) 之 间 的 状态 变换 ， 就 是 用 玉 amilton 国 数 互 (9， 
力 ,1) 作为 母 消 数 ， 无 限 小 时 间 d 作为 无 限 小 参数 的 无 限 小 正则 
变换 。 我 们 把 由 Hamilton th 
作 无 限 小 动力 学 变换 。 显 然 ， 我 们 有 下 述 结 

命题 4。 由 Hamilton 生 则 方 和 决定 的 无 限 小 动 力学 变换 是 
无 限 小 正则 变换 。 

动力 学 系统 从 至 1 有 限时 间 内 的 运动 ， 可 以 看 成 是 由 许 
多 相继 的 无 限 小 时 刻 dt 的 正则 变换 表达 出 来 的 。 这 许多 持续 的 
无 限 小 正则 变换 ， 合 成 一 个 单独 的 有 限时 间 i 一 th 的 正则 变换 。 
所 以 ， 动 力学 系统 自 友 时 的 相 点 〈Y， 办 )， 经 运动 变化 到 t+ 有 
的 相 操 “9，Zp)， 可 由 时 间 的 连续 贺 数 的 正则 变换 表示 出 来 。 
Hamilton 图 数 五 (g,p, 四 ) 就 是 变换 的 母 消 数 。 
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AN\5.4 Hamilton-Jacobi 方法 


将 Hamilton 正则 方程 的 积分 问题 归结 为 求 某 个 一 阶 偏 微分 
方程 的 完全 积分 问题 ,这 就 是 积分 Hamilton 正则 方程 的 和 amil- 
ton-Jacobi 方法 。 它 是 分 析 动 力学 研究 最 有 意义 的 成 末 之 一 ， 


5.4.1 化 零 正 则 变换 


1。 化 零 正 则 变换 
泛 虑 一 个 Hamilton 正则 系统 
4 一 8 ， 了 .一 5 人， 
其 中 的 Hamiton 因数 HH 二 H(g1 ,0 ,gy pi ， 力 上)。 
现在 来 研究 一 个 由 第 一 类 母国 数 S(q1,*… ,gas,01,*" ,0,,i) 
产生 的 正则 变换 
(gis Ga9 P19 pa) <—> (O01, ,Oss Pi ,DP,) 
根据 式 (5.3.17)， 这 个 正则 变换 的 变换 关系 式 为 


(Ss=1,** ,1) (5.4.1) 


OS OS 
加 Pi 和 有 + (Sl) 


(5.4.2) 
显然 ， 经 过 式 〈5.4.2) 这 样 的 正则 恋 换 ，Hamilton 正 则 系统 
(5.4.1) 在 新 的 相 空 间 (CO Pp, “°°, P,) 内 仍然 是 正则 
系统 。 因 此 ， 如 采 能 选择 这 样 的 母 函 数 S ， 使 得 成 立 


H*==0 (5.4.3) 
那么 ， 我 们 称 由 这 种 母 函 数 生成 的 正 则 变换 (5.4.2) 是 化 零 正 


则 变换 。 
如 打 我 们 找到 了 化 零 正 则 变换 ， 而 由 于 H* 寺 0， 所 以 系统 的 
动力 学 方程 在 相 空间 (OO 大 里 变 得 极为 向 单 。 
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此 时 ， 所 有 的 广义 举 标 @，…,O。 都 是 循环 坐标 ， 因 而 有 % 个 亿 
环 积分 


有 ;一 有 ;一 CCRSt。， (2 = 1,*°,7) (5.4.4) 
此 外 ， 因 为 
H* 
0= -= ? (2=1,°***,%) 
所 以 有 


O;=QA;=O0nst., (2 一 1 ) (5.4.5) 

即 系统 的 所 有 新 的 广义 坐标 01,… ,Qs 本 身 也 都 征 贡 数 。 因 此 ， 

系统 (5.4.1) 经 过 化 零 正 则 变换 之 后 ， 新 的 正则 变量 都 是 积分 

将 式 (5.4.4) 和 (5.4.5) 这 2% 个 积分 代入 变换 公式 (5. 
4,2) 后 ， 得 


.— DO _ OS | oj--; 
00: Oj= a) O00 | 
- OS(qis ee Gn His, Cnot) 
= 一 一 ja z 
(7=1,°",n) (5.4.6) 
oe O05 _ 0 (G1 “ns C1,® nd) 
I ， 人 
og QO/= 4) 《 
(t=, mm) (5.4.7) 


如 果 有 了 化 零 正则 变换 的 母 曙 数 S， 我 们 就 可 以 建 六 《5.4.6)， 
(5.4.7) 这 些 方程 。 从 〈5.4.6) 这 到 个 方程 可 以 解 出 

qi=qi(CAisr0 ns Bg Bast), (一 1 %) (5.4.8) 
其 中 1， ，Qwn，PB1，*…。，Bs 都 是 积分 第 数 。 显 然 式 (5.4.8) 
就 是 系统 Lagrange 方 程 的 通 解 。 再 由 (5.4.7) 这 % 个 方程 ， 
可 以 进一步 决定 出 


D (gir Ino Ct, Ont) 
?’; 0g; 


Gy = 91 G1 Cn Bis Bns!) 
= pi ns Bl, Br,t), (42S=1,*,N) (5.4.9) 
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式 (5.4.8) 和 (5.4.9) 结合 在 一 起 ， 构成 了 系统 Hamilton 正 
则 方 积 (5.1.1)》 的 通 解 。 

由 此 可 匈 ， 找 到 化 零 正 则 变换 的 母 图 数 S$ 是 全 部 问题 的 关 
键 。 

2 化 零 正 则 变换 与 Hamilton-~-Jacobi 方程 

化 零 正 则 变换 母 梢 数 S 需 满足 的 条 件 是 式 〈5.4.3)， 即 


* OS |]* 
Re 一 | H+ = [Hg ,9 Pi pnt) + = 0 
“5.4.10) 


注意 到 式 《5.4.2)， 则 式 〈5.4.10) 成 为 

OS O05 
“et, gr "ee, Bas 
既然 式 (5.4.11)》 左 端 在 表 还 成 为 新 正则 变量 时 恒 等 于 需 ， 那 么 
在 未 变 之 前 也 应 恒 等 于 零 。 所 以 ， 至 男 数 应 辣 筷 的 条 件 各 是 如 下 
的 Hamilton- 了 acobi 偏 微分 方程 


OS OS OS 
-+H( 81 "°° Gg) s"""y Og; ,1)=0 (5.4.12) 


如 果 我 们 能 够 找到 于 amilton-Jacobi 偏 微分 方程 的 茶 个 全 积 
分 ， 就 能 够 得 到 化 零 正 则 变换 的 母 冰 数 ， 从 而 完全 解决 了 系统 的 
动力 学 问题 。 当 然 ， 寻 找 互 amilton-Jacopbi 偏 微分 方程 的 全 积 
分 并 不 是 寻找 化 零 正则 变换 的 唯一 途径 。WRittaker 很 时 就 提出 
过 为 外 一 种 设想 :了 ?。 根 据 这 种 设想 和 Darboux 定 理 也 可 以 给 出 
一 种 直接 构造 化 零 正 则 变换 的 方法 ?但 是 不 可 否认 ， 寻找 
Hamilton-Jacobi 方程 的 全 积分 却 是 积分 Hamilton 正则 方程 的 
最 重要 的 方法 。 这 实际 就 是 者 名 的 Hamilton-Jacobi 方 法。 下 
一 小 节 ，、 我 们 换 一 个 角度 来 重新 证 明 ，Hamilton-Jacobi 方 程 的 
全 积分 可 以 给 出 amilton 正则 方程 的 完全 解 。 


| =0 (5.4.11) 


5.4.2 Hamilton~Jacobi 定理 
1 Hamilton-Jacobi 定理 
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Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 是 一 个 一 阶 非 线 性 偏 微分 方 
程 


DH (gg 9 1) 0 

这 个 方程 的 未 知 国 数 是 S， 自 变量 是 IZ:，…，qdg，7， 总 闪 
x+1l 个 独立 变量 。 因 此 ， 这 个 偏 微分 方程 的 全 积分 应 该 包含 
4 二 1 个 独立 的 待定 和 常数、 注意 到 ， 在 豆 amilton-Jacobi 方程 
中 ， 未 知 国 数 $ 只 是 以 各 个 人 篇 导数 项 出 现 ， 因 此 若 S 是 一 个 解 ， 
则 十 wxorl 也 必然 是 解 ， 这 里 < 是 一 个 任意 常数 。 由 此 可 见 ， 
Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 的 全 积分 -- 定 含有 一 个 相 加 常数 。 
今后 我 们 在 积分 常数 中 略 去 这 个 相 加 常数 。 所 以 ， 我 们 只 要 找到 
一 个 不 包括 相 加 常数 在 内 ， 而 男 有 % 个 独立 积分 常数 的 积分 ， 就 
算 找 到 了 Hamilton-Jacobi 方程 的 一 个 全 积分 。 

Hamilton-Jacobi 定理 设 函 数 H(gi,*…, gs, pi1,** ,psi) 
为 力学 系统 的 Hamilton 函数 ,如 果 S= SCg1,*… gs, 01 yc 有 
是 Hamilton~Jacobi 方 程 的 一 个 全 积分 ， 亦 即 ，SE€C?，ai, 
…，0» 是 独立 的 积分 常数 ， 即 


并 且 满 足 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 。 那 么 ， 正 则 方程 


. 67 ， 6 
df 5 一 Op; DP;=C— 0g, 9 (S=1,°*,%) ‘5.4.13) 


的 全 部 2 4 个 第 一 积分 有 下 列 形式 


OS 

Ha- =Bs, (Ss=1,%,n) (5.4.14) 
O05 ' 

Bo bs (Ss=1,%,H) (5.4.15) 


其 中 8B,(s= 二 1 ,n) 为 新 的 任意 常数 。 
证明] 首先 ， 我 们 证 明 关 系 〈5,4.14) 是 系统 的 第 一 积 
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分 ， 即 证 明 它 对 时 间 上 的 全 导数 由 于 式 〈5.4.13) 而 人 恒 等 于 零 。 
现在 ， 将 式 (5.4.14) 对 时 间 求 全 导数 ， 注 意 到 依赖 于 了 ， 
得 

02S 92S 
aa.0t - 之 Dou;8d， dk 一 


其 中 94 用 式 《5.4.13% 区 代 而 如 要 用 式 〈5.4.15) 替代 ， 因 此 
有 


OS 
2 7 人 On 23 ) 
0 > 十 0 > oA tg og ) (5.4.16) 
Oo .0! p=1 O09n a( OS ) 人 
Ogk 


必须 证 明 式 (5.4.16) 是 人 恒等式。 根据 全 积 分 的 意 义 知 ， 当 将 
Sl(g,9,1) 代入 也 amilton-Jacobi 偏 微分 方程 上 时， 有 

-+H( fg， 0 )=0 (5.4.17) 
将 上 式 对 cx: 求 导数 ， 有 


OS 
22 ” Afili,g, 
i 之 et. nt (5.4.18) 
Og 


考虑 到 SEC2:， 可 见 式 (5.4.16》 和 (5.4.18〉 重合 。 即 证 明了 
式 《5.4.16) 为 恒等式 。 其 次 ， 我 们 可 以 类 似 地 证 明 式 (5.4.15) 
也 十 第 一 积分 。 为 此 ， 将 式 〈5.4,15) 对 1 求全 导数 ， 得 


02S 一 D2S 
Pro nor + 和 Og,0ge 4 
其 中 
S 
yk OS 
因此 有 


"was oH(i,g, 人) 


00x 
将 恒等式 (5.4.17) 两 端 对 9. 求 导 数 ， 得 到 
OS 
: » OF(i,g; oo) oc 
00_ + 和 一 一 -二 ) ss 2 0 0 (5.4.20) 
Ot0g, Lc1 o( OS ) OgqrOgs Ofs 
: Ogqx 
芳 虑 到 SE C2， = 一 ， 因 此 式 (5.4.19) 与 (5.4.20) 重 


入， 即 式 《5.4.19) 亦 是 恒等式 。 作 题 得 证 . 

2。.。 Hamilton-Jacobi 定理 的 应 用 

利用 Hamilton-Jacopbi 定理 求 解 力学 系统 问题 时 ， 解 题 步 
骤 如 下 :， 根据 于 amilton 国 数 写 出 Hamilton- 了 acobi 方 各 (5. 
4.12); 求 此 偏 微分 方程 的 全 积分 ,作出 式 (5.4.14)，(5.4.15) 
这 是 22 小 代数 方程 ， 解 此 方程 组 得 

0 一 0 os 0 人) 

P= ptosis Po), 《CS 一 于 yy 和 2) 
这 种 积分 正则 | 方程 的 方法 就 叫 作 Hamilton-Jacobi 方法 。 


对 于 -一 ~ 绕 ， 即 存在 广义 能 量 积 
网 const。 的 系统 ， 令 


S= 一 及 +WW (5.4.22) 
其 中 匈 不 含 时 间 t， 则 于 amilton-Jacobi 方程 可 以 简化 为 


(5.4.21) 


* 


A (ge qos 2 


OT OW) h (5.4.23) 


Og1 1 Og 
5.4.3 Liouville 和 Stackel 情形 


分 离 变 量 方法 是 积分 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 的 最 常 
上 用 的 研究 方法 。 对 此 最 嘻 做 出 贡献 的 是 Liouville， 其 后 Stickel 
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将 Liouville 的 结论 推广 到 更 一 般 的 系统 。 
1。Stackel 定理 
我 们 来 研究 妈 个 自由 度 的 正 交 系统 


] 77 人 之 
如 = 王 28 pi—U (5.4.24) 


. f 一 
其 中 0 ， 8, 9 2 U 均 是 广 闵 坐标 gi， “0 On 的 函数 ， 
并 且 os 宇 0。 此 时 ， 相 应 的 卫 amilton~Jacobi 方程 取 形 


D3 g" (Go) —U=h= a (5 ,4.25) 
i=1 
我 们 假设 ， 方 程 (5.4,25〉 中 的 变量 可 分 离 ， 


亦 即 W= YW,(g,, tas", On) 


r=1 


这 时 ， 太一 0 fi=Pi(gi, 0) 
这 里 ， 为 简单 起 抑 ， 引 入 羡 数 /和 开 ;。 于 是 ， 式 《5.4.25) 可 
以 表示 成 
> giFi=2(U+a1) (5.4.26) 
7 二 


很 显然 ， 将 全 积分 代入 式 (5.4.25) 时 ， 式 〈5.4.26) 应变 
为 恒等式 。 此 恒等式 在 任意 值 < 下 成 立 。 将 此 恒等式 对 iC 二 
1,…,n) 求 偏 导 数 ， 我 们 得 到 相对 世人 个 国 数 g(t=1,…,%) 的 
7 个 线性 方程 


SeoFPFe 一 200， (AR 一 1) (5.4.27) 
y 二 


其 中 
oF: 


Ki ap 
式 《5.4.27) 这 个 线性 非 齐 次 方程 组 的 行列 式 异 于 零 。 实 际 上 
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三 


A 一 detiPeil =det| 27; SA)= furdet le 
OW 
= 27f.f2": ‘fs,* .det 6a; Dar 机 
因为 开 是 全 积分 ， 故 知 
I_9 
det 0 O09: -| 0 
因此 人 A 尖 10 
将 式 (5.4.27) 相对 6 解 出 ， 我 们 得 到 
gi 一 A (5.4.28) 
此 时 ， 如 果 考 虑 到 式 (5.4.28) 以 及 关系 
1 一 6A 
A OF Trin “9.4.29) 
力 邹 数 UU 取 形式 
DU = 三 (太一 ua) 人 3 会 - (5.4.30) 
设 al, Qi2, oa2 是 某 个 任意 常数 组 ， 在 此 组 下 
Aij。 >。u 关 0 


对 这 些 值 <， 国 数 fr; 及 《fi 一 QiTr1) 过 渡 到 变量 g; 的 确定 函 
数 ， 亦 即 
frilasao—= Gin(gi)s 三 一 0 | asa = bi( Gi) 
A 5 六 人 U = 5 2 (5.4.31) 
其 中 A=detllyll。 
反 过 来 ， 现 在 设 存 在 % 个 任意 尔 数 9;(9;) 及 全 个 国 数 9i4， 
在 选取 它们 时 ， 仅 加 一 个 限制 
A 一 detileikl| 天 0 

并 设 Hamilton-Jacobi 方 程 (5.4.25) 中 的 go 和 UU 可 用 关系 

(5.4.31〉 表 示 。 我 们 来 证 明 ， 在 这 种 情形 中 Hamilton-Jacobi 
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方程 中 的 变量 可 以 分 离 。 实 际 上 ， 据 关系 (5.4.29) 
1 


A (Za i ji6— -A Ee (DT onat) = 


bm 
ph pp 


(5.4.32) 
芳 虑 到 式 (5.4.31) 和 (5.4.32)， 则 式 (5.4.25) 可 以 表 示 为 


-1 W \: 2 
入 A HY; | (gr) 一 i 一 ORO iR =0 (5.4.33) 
i f he=l1 


式 (6 .4.33) 恒 满 足 ， 如 采取 


I A 
(5 ) 一 >》 okg 一 0， ($= 1,* ,1) 
09: /. 1 
这 时 
OW 
Oa: = /Vit 2, CA 人 (+=1,， ,2 ) 
di 1 


于 是 ，Hamilton-Jacobi 方程 的 全 积分 取 如 下 形式 
= >》 人 用;= A >》 Cp ik dg: (5.4.34) 
i=1 i=1 A=1 
由 上 面 的 证 明 ， 我 们 得 到 如 下 定理 。 
Stackel 定理 % 个 自由 度 的 正 交 系统 (5.4.24) 为 可 分 离 
变量 的 充 要 条 件 征 ， 存 在 2+1) 个 因数 
Pia(gi), igi)s (0 在 一 Te 
它们 中 的 每 一 个 函数 仅 依 赖 于 一 个 变量 ， 并 具有 性 质 
人 一 ae (下 


2. Liouville 情形 


现在 我 们 研究 Stickel 定理 的 特殊 情形 。 设 销 数 Vix 是 这 样 
的 ， 即 
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?1;; = 0, (ZR, R=2,",%) (5,.4.35) 
出 P12 P13 Pi li.!l Pl; PIs 1 


DA 0 ,3 0 rr 0 0 0 EE 0 


二 -一 ( Di 1 )i+1 TY 


0 0 0 see 的 ;1 了 1 0 0 TF 0 
0 0 0 …， 0 0 9irlrrie 0 


浊 必 党 浊 和 和 


(0 0 0… 0 0 0 … oa 
P22 0 (} eo. 0 0 sse 们 
0 O39 0 。e。 0 0 se 0 
0 0 iar. 0 0 "ee (0 


> ( 一 1] )i+i+t (#1)+! oo 17 | "oro re or on on nn ne Hoo on ob on ore noe 


0 0 0 snese_] | 0 TE 人 
0 0 0… 0 9ii 0 


涩 看 才 兴 再 下 过 六 者 及 学 增 当当 章 出 兴 二 兴 闪 亲 关 雪 天 章 关 克 邮 当 于 阁 妆 帝 涩 大 晶 雪夫 大 二 和 妆 当当 二 


] 0 : 0 0 ，， 0 0 soo rn | | 
现在 ,我们 选 非 零 锁 数 9;; 如 下 
P11 二 A,(g'), Yi; = A:( gi), ($= 2,°*,%) (5.4.36) 


P71 二 28;4A;, :DD;= Di;(gi), (? 一 1 9 ) (5.4.37) 
这 时 
0 


Te 


QP, =(—1) O92203300 P71 Or Pnn 


= AiA>*** A;_1A;, 1A, 


7 OA | 好 
A= Dy 11=2A142: 和 
如 果 轩 数 yw; 也 选取 如 下 
pi=20;A;, 0;=0;(g:;), (7 一 1 和 77) (5.4.38) 
那么 ， 关 系 式 《5.4.31) 可 以 表示 为 


. ， l 
gil rs 


n (5.4.39) 
A; > Pu 
k=1 
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并 有 这 些 值 gz” 及 U 的 于 amilton-Jacobi 方程 为 


5 2 bn 
1 1 2 一 
> 一 一 一 少 ; 一 4 — 0 (5.4.40) 
:=1] 
A; > Du > Bs 
| R=1 


其 全 积分 可 由 式 〈5.4.34) 得 到 ， 只 要 我 们 将 式 (5.4.35) 一 (5. 
4.38) 代入 式 (5.4.34) 中 。 

现在 ， 我 们 直接 由 式 (5.4.40) 求 其 全 积分 。 由 式 (5.4.40) 
可 得 


5 (8p; 20 —209; )= 0 (5.4.41) 


i=1 
这 星 括 号 中 的 每 个 表达 式 仅 依赖 于 一 个 变量 。 式 〈5.4,41) 可 满 
昨 ， 如果 令 


1 ,i z 
4.Pi—20:—2019;— 24;, (£=1,*,%) 
并 且 % 个 常量 19 2 *** ,Gy 油 足 
Hi A 二 ee 二 As 二 0 (5.4.42) 


这 时 
pi=V 2A; (0:+ oDBita;) 
因此 ， 式 (5.4.40) 的 全 积分 为 


7 


厂 = 了 2400TGTOJ (5.4.43) 
i=1 
其 中 ai(t 二 1,，…,n) 必须 满足 式 (5.4.4142)， 
这 个 带 % 个 自由 度 系统 的 运动 方程 的 可 积 情 形 由 Iiouville 
求 得 ， 因 此 在 文献 中 被 称 为 Liouville 情形 。 z 
例 1 求 质点 在 均匀 重力 场 中 沿 双 曲 抛物 面 运动 问题 的 全 
积分 。 : 
双 曲 抛物 面 在 直角 坐标 中 的 方程 为 
xX*— y=2pz2, (P=const.) (&a) 
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取 ” ,yy 作为 广义 坐标 ， 则 质点 的 动能 为 
7 一 地 1( 训 十 多 2 十 32) 


其 中 和 为 质点 的 质量 。 由 式 ( 4 ) 知 


一 XX 一 YY 
2 
因此 
| 好 2XIAXY ( 了 ) "| 
= 1+) p: Tl gy 
Mg 
U = —mez= -2p ‘*—») 


x = tA/ Bt), yt tp gp) 
一 -- 9 本 一 2 


(pb) 
42—41 
则 z= 2 
(9:+9g:) 4 1 2 
4 一 8 (gr + p? 二 
] 
二 了 MES(C91 一 421) 
故 广 义 动 量 | 
m( qi+ gq2) 191 MI 十 0I2) ;0 
pi=— 全 422 2 ， := a 9 7 (ce ) 


由 式 (c ) 可 将 总 和 2 解 为 pi1,p:,91,9: 的 国 数 ， 于 是 我 们 可 以 
求 出 fHamilton 四 数 

01 一 力 - &: 一 力 ， MRI2 一 91) 
(一 pt ¢2 人 )+ 2 


H= 
如 果 取 


a 


一 457 一 


mg M1&I : 
DI= qi; 4 一 | » 0 1 一 
II1 — DO01 3 
中 :一 0 4A,= Tr sy 5 
岂 紫 回 题 的 Ha 方程 有 形式 (5.4.40) 
1 (+ (Wy 
2 A.(D1+D,) Og 1 2 42( 中 十 中 :) 072 
0 二 0 
中 | 十 四 ， 一 亿 1 (a) 
方程 (4 ) 的 全 积分 ， 根 据 式 (5.4.53) 为 
1 
WW = WV ses Br Bay (meq! + eigit a ) da 
mg (Tea 
人 人 padit agt oa)dg 02) 


其 中 a1+ 4 二 0，k1 是 能 量 常 数 。 | 


5.4.4 Hamilton-Jacobi 方法 对 特殊 非 完整 系统 的 应 用 


Hamilton-Jacobi 方法 是 解 分 析 力 学 问题 的 强 有 力 的 工具 ， 
由 于 数学 家 和 力学 家 的 共同 努 力 ， 应 用 吾 amilton-Jacobl 方法 
解决 完整 系统 力学 问题 取得 了 巨大 的 成 就 。 但 是 , 将 三 amilton- 
Jacobi 方法 推广 到 非 完整 系统 的 工作 ， 却 遇 到 了 极 大 的 图 难 , 至 
今 仍 未 取得 一 般 性 的 结果 。 但 是 ， 在 非 势 广义 力 和 约束 反 力 有 广 
义 势 的 情形 ， 可 将 非 完 整 系统 的 运动 方程 的 积分 问题 归结 为 有 条 
件 的 完整 系统 运动 方程 的 积分 问题 。 

1. 带 乘 子 的 方程 的 Lagrange 化 

设 力学 系统 的 位 形 由 勾 个 广义 坐标 91，… ,gs 确定， 系统 受 有 
8 个 一 阶 非 线性 非 完整 约束 

1 0795, 汶 一 0， (8 一 1 S 一 1 M) (5.4.44) 
系统 的 运动 方程 为 
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本 O00.+ A,， ($=1,***,%) (5.4.45) 
其 中 


我 们 可 以 由 式 (5.4.44) 和 (5.1.45) 将 Lagrange 乘 子 is 解 为 
广义 坐标 ， 广 闵 速 度 和 时 间 的 图 数 `…， 即 

Ap=Ap(g,g 7) 
将 其 代入 式 〈5.4.45) ,我 们 得 到 


d 7 67 ， 
di 66 ~ Bo TO» (Ss=1,%,n) (5.4.46) 


其 中 / 
OQ; =0;,+ A,.=0s (i,g,0) 
根据 非 完 整 系统 Lagrange 力学 逆 间 题 的 理论 ,我 们 有 如 下 
结论 。 
命题 1 若 0Q; 有 广义 势 ， 即 满足 自 伴随 条 件 


004 00，80 60¢ d 0C: 有 
00: Og’ Oge ™ Og: di dG: (f=1,%,n) 


(5.4.47) 


则 非 完整 系统 (5.4.46) 有 如 下 解析 表达 
d aL’ OL 


rm 


dt G0 Gg ™0 (s=1l,%,%) (5.4.48) 


其 中 


1 
k=1 0 
注意 ， 因 为 Lagrange 函数 不 是 唯一 的 ， 因 此 命题 1 给 出 的 
构造 Lagrange 钞 数 的 方法 并 不 是 唯一 的 。 


L=T+ Dg) Qlisrgsrgdr (5.4.49) 


5| 进 HHamilton 图 数 和 广义 动量 
/ / 。 / / L’ 
H’= 2 ,pG.—L,, p= (S=1,*,) 
ss 二 1 


I Ee i = 汪汪 


则 Hamilton 正则 方程 为 
. OH:’ 。， oH 
yop" Pr dy, 
方程 组 (5.4.50〉 有 完整 力学 系统 正则 方程 的 形式 ， 非 完整 系统 
是 可 以 作为 有 条 件 的 完整 力学 问题 来 研究 的 ， 即 只 要 系统 广义 坐 
标 和 广 闵 速 度 的 初始 值 满 足 非 完 整 约束 方程 
foe(qio Pscsto)= fa(qm Glqm, prosto) ,to)=0, 
(B=1,"*,p) (5.4.51) 
则 式 (5.4.50) 的 解 给 出 所 研究 的 非 完整 系统 运动 的 相应 解 co 
若非 完整 系统 的 方程 能 写成 式 〈5.4.50) 形式 ， 则 可 以 直接 应 用 
了 Hamilton-Jacobi 方法 来 积分 
命题 2 若 找 到 Hamilton_Tacobi 方程 


(Ss=1,,n) (5.4.50) 


Oy /OV 
or 十 五 (0 ,gst )=0 (5.4.52) 
的 全 积分 Joycly2of) 则 非 完 整 系统 有 如 下 形式 的 
“2 个 第 一 积分 
=8, B= (S=1,°***,7) (5.4.53) 


其 中 常数 a,, 8, 应 满足 约束 方程 z 
fa(g(Ars Pirsto), ps (or Bersto) ,to)=0 
于 是 ， 我 们 有 2% 一 g 个 任意 常数 。 
例 2 设 力 学 系统 的 位 置 用 两 个 广义 坐标 gq1,92 来 确定 ,动能 
7 和 势能 斑 分 别 为 


1 . 
7 一 了 (0 二 9)， V=0 


系统 所 受 的 非 完 整 约束 
f=01+atd:—ag:t+t=0 (a) 
其 中 4 为 常数 。 
系统 的 民 outh 方程 为 
ZI 一 4，42 一 7101 (6) 
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将 (4 ) 两 端 对 此 求 导 ， 得 


gi+ atq:+1=0 (Cc) 
， 、 风光 l 
将 式 (5 ) 代 入 式 (c )， 解 得 = 一行 75， 于 是 系统 的 运动 方程 
可 表示 为 
1 .| at 
dT 1+rat? 4d 1+at 


可 以 求 得 上 为 


: 1]  ， .，，. ] . 1  ， 
Z 一 了 (Ci +G2)+ oarc tgatt sadlntl + at’) 


于 是 有 
， 060L’ . 1 
Pi= Gor 二 1 十 ac tgat 
/ DLL . 1 2f2 
ps 00 二 YY? 十 2 ln(1+a’t ) 
2 ] ] ， 
EB’= > pd 一 = 也 | pi 一 也 3IC tgat | 
1 / ] 242. 
十 ;| 力 。 一 7 in(1 二 CU ) 
Hamilton-Jacobi 方程 05.4.51) 在 此 情形 下 上 共有 形式 
Or 1rpr 1 
十 2 57 一 了 arC tgat 
To 1 a2y | 
[Dll+ar)| = 0 (dad) 


方程 (4 ) 的 全 积分 为 
V=Cig1+ Digst+ f(t), 
fi 
| 1 1 - 2 
太一 -2 {LC 一 玄 arc tgat | 


十 [2 一 二 ln 1 + a’t*) 所 
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趟 中 C1, Di 为 常数 。 
进而 ， 我 们 得 到 
aV eV 
86C! ~ OD 


其 中 C,，D; 为 新 的 常数 ， 即 


=D, 


| ] 
7 一 | oC, — arc tgat |dt=C: 


10 


/1 
l 242 -一 
2 一 be 2 7 In(1+ ep) |at=D 


亦 即 


t 1 / , 
9 = ~— Farctgatt 了 22 Intlt+t 82) 十 伺 过 十 人 


-+_l i 2 
q:= 7 arctga— sa ln(lt+at)+ Dit): 


其 中 任意 常数 必须 满足 式 (5.4.53) ,由 式 (4 )，(。 ) 可 得 
Ci—aD;,=0 | 
2. UannprH 系统 方程 的 Lagrange 化 
设 系统 受 有 一 阶 非 线性 非 完 整 约束 
jp 一 pi(go0 有 (=1)e B=1,",g; =nN—8) 
(5 .4.54) 
JUamzmaprma 系统 的 运动 方程 为 
eA(L)=B,, (so=1,",e) (5.4.55) 
0 
其 中 一 5 


E 


& 
oL 别 看 吴 昌 者 
P= 2 Bs oda) dt 9, 9, + Bt,g,0) 
有 = 1 e+ 


2 = 
同样 ， 由 非 完 整 Lagrange 力学 逆 问 题 理论 知 ， 有 下 述 结 论 。 
命题 3 只 要 @。 有 广 闵 势 ， 即 满足 日 伴随 条 件 
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258, 6%, 
0g, 80。 
09,00. _ a (99, | 90 


Pp, 8, 1 dad/d D.) 
09， 3 2 ds 0 -3 
刚 QarzBITHH 系统 存在 解析 表达 
d at OL 
“二 (oS—=1,"*,€) 


df 80。 Og, 


(5.4.57) 


其 中 


1 


| Dil,rg, rd, rd) dr 
1 0 
1 


A 
+ 2,9 
1 x 如 


| | 2, Drgr) Ars(t, rq, rq),drdr 
ORK=1v=1 
(5,.4.58) 


日 伴随 条 件 (5.4.56〉 也 被 称 作 了 Helmboltz 条 件 。 
引进 Hamilton 函数 和 厂 义 动量 


E 

+ F 7 OL 

H'= 2) p00,—L, ps= 3 2 (go=1,*,E) 
T=1 


则 Hamiilton 正则 方程 为 
. OF , OH’ 
1 ap Pe=— Ga, (0 一 1，…,e) 
命题 4 设 找到 了 amilton- Jacobi 方程 
oV 
(g, » Got )= 0 
则 韭 完 整 系 统 的 运动 由 关系 


(0—=1,***,E) 


(5.4.59) 


入 T7 
of py 
ot 


的 全 积分 V(g,, C7), : 
(5.4.60) 


来 确定 。 
如 果 国 数 四 ,不 满足 Helmholtz 条 件 ， 但 是 给 函数 ,添加 
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一 些 按 运动 方程 (5.4.55》 而 变 为 零 的 项 ， 则 可 以 得 到 满足 He- 
lmholtz 条 件 的 图 数 。 

添加 项 可 以 按 下 述 方法 得 到 。 方 程 (5,4.55〉 的 某 % 个 方程 
用 方程 

eA(L)=B, ,+9 (LB) (c=1,%,h) (5.4.61) 
来 代替 ， 其 中 2。 为 任意 函数 ， 满 足 9?,(0)= 二 0。 其 余 方程 可 选 如 
下 形式 


h 
esra(L)—= Ds, 十 3 pr+cfev( 了 ) 一 中 。] 


r=1 
(wx 一 1 ve 一 方 ) (5.4.62) 
其 中 Yo 为 任意 函数 ， 且 Yo 00) 一 0。 
例 3 匀 质 圆 球 在 粗糙 水 平面 上 的 自由 运动 。 
设 球 心 的 坐标 xX,y， 三 个 Euler 角 w,0,%。 约 束 方 程 为 


t=—a(PDsinbcost — Gsing) 


. | (&) 
y=—a(Psin0sing + Ocosy) 
圆 球 的 动能 为 
一 地 加 ( 训 十 少 ?) + 本 Sma’($:+0+P?+2ppcosd) 
势能 为 
系统 的 L2grange 的 数 为 
了 一 人 = 地 (+ ) + 地 ma?(y?+ 0:+Pp+29ypcos0) 
(5) 
显然 这 是 Hanzpiraa 系统 。 将 式 (4 ) 代入 式 (5) 有 
T= ma (FOr+Pisin'g + (p+ +2pycos9) | 
于 是 


sy (并 ) 一 二 Mt; (+ pcos0) 
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ey(L)=ma’ T(E6 )—mea (Pisinecosb — pysing) 


5 
(Cc) 
e,(L)=ma’ Ti (Psin’ 十 p+ pcosp ) 
中 ,一 
Ds=—ma(p+ Peos0 Psing (ad) 


PD,=ma(p$+ Peos0) Osing 


我 们 来 验证 Helmholtz 条 件 (5.4.66) 是 否 满 足 。 由 式 (4 ) 得 
ODy oP, . OPy 0 
a 十 a = Mma:0sing, 39 十 a 二 0 


可 见 ， 式 (5.4.56) 中 第 二 式 没 有 满足 。 
系统 的 arpIHH 方程 为 
ey(L)=0 
es(L)= —ma($+Peos0) Psing (ee) 
es(L)=ma:($ + Becosd) Osing 
在 方程 (2 〉 的 第 一 个 的 右边 添加 项 


-el7) 一 一 702 (+ Decos0) 
它 因 第 一 个 方程 显然 为 零 。 在 第 二 个 方程 的 右边 增添 项 
一 廊 es(L)cos0 = —ma? ($+ jcospb)cosb 


它 因 第 一 个 方程 也 为 零 。 第 二 个 方程 左边 不 变 ， 于 是 新 的 中。 为 
中 oa 一 几 ,0，9 ) 


中 ， = 一 ma? TiCY + Peos0) 
Bs =—ma($ + peos0) Psind (7) 
中 "一 一 ma? (Y + 有 cosb )cosb ] 


将 式 〈 了 ) 代入 式 (5.4.56)〉 中 可 以 验证 ，®B%,®s, 中 6 满足 He- 
Imholtz 条 件 。 可 以 求 得 
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了 “一 5 Tmar(y’ + 02+P+2PHcos0) 


/ 
p= ma?($ + Pecos0) 


， 6L 7 
2 一 -00 一 
ol _ 了 
0 路 5 


ma’g6 


[| 


ma’(P + pcos0) 


1 


ps 
由 此 解 出 广义 速度 为 
$= (pocosb 一 方 )) 


7ma’sin’6 


9 


0= Tmar pb 


5 严 - 
一 -一 -一 一 一 一 一 CC 0 
» Tma:sin0 (po — Pucos0) 


因此 ， 系 统 的 Hamilton 国 数 为 


_Tp jo—L 


C= 1 


0 / f 天 aa 
一 玉生 十 力 生 十 为 2Sin20 一 2 用 ?为 fcosb} 


所 以 ，Hamilton-Jacobl 方程 为 
7 - roa (G0) " (-ge) T (-g6) sin 6 


ov OV 


0 Bo pcos0 |= 0 


其 完全 积分 为 


1 
V = ma ig + apt f (0 01s aas a3) 一 评 ct 


.a 


其 中 
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f(0,01, 0 ,03) = | w assin26 十 2wxlxzcos6 一 (cl 十 Ca)UO 


sing 


因此 ， 利 用 
Ba Po (o—=1,2,3) 
可 以 求 得 ,0,9。 : : | 


95.5 场 方 法 


Hamilton-Jacobi 方法 是 积分 完整 保守 系统 动力 学 方程 特 

别 有 效 的 工具 。 但 是 ， 对 于 那些 不 具有 了 amilton 结构 ， 即 动力 
学 方程 不 能 够 表示 成 Hamilton 正则 方程 

， OH 。 ef 

Wap’ Pi ~ 09; / 
的 非 保守 完整 系统 ，Hamilton-Jacobi 方法 便 不 能 直接 应 用 。 这 
是 Hamilton-Jacobi 方法 的 缺陷 之 一 。 此 外 ， 对 非 完 整 系统 来 
说 ， 推 广 和 应 用 Hamilton-Jacobi 方法 ， 便 出 现 了 极 大 困 难 并 
有 非常 苛刻 的 限制 。 本 节 介 绍 一 种 积分 非 保守 力学 系统 运动 微分 
方程 的 通用 方法 一 - 场 方法 32。 这 种 方法 不 仅 可 对 完整 非 保守 
系统 动力 学 方程 ， 而 且 原则 上 对 一 般 非 完整 系统 动力 学 方程 的 积 
分 问题 都 可 求解 0 


5.5.1 求解 常 微分 方程 的 场 方法 
1. 场 方法 
考虑 一 个 一 阶 常 微分 方程 组 
t= (ty Xis es Xa), (s=1,.,n) (5.5.1) 
我 们 不 去 直接 寻找 微分 方程 (5.5.1) 的 解 ， 和 而 是 先 构造 一 
个 一 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 ， 即 基本 偏 微分 方程 。 然 后 ， 从 基本 偏 
微分 方程 的 全 积分 来 得 到 方程 (5.5.1) 的 解 。 自 然 ， 这 里 必须 
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是 这 种 情况 ， 即 寻找 基本 偏 微 分 方程 的 全 积分 婴 比 直接 积分 方程 
(5.5.1)》 何 单 得 多 。 很 显然 ， 这 种 方法 在 某 种 意义 上 和 Hami- 
lton-Jacobi 方法 类 似 ， 但 它 并 不 要 求 方程 (5.5.1) 必须 具备 
Hamilton 正则 方程 的 形式 ， 因 此 应 用 范围 更 加 广泛 。 
这 种 方法 的 特点 之 一 ， 就 是 假设 将 方程 (5.5.1)》 中 的 某 -~ 
个 变量 ， 例 如 *:， 表 示 成 依赖 于 时 间 上 和 其 余 变 量 x%2,… ,Xs 的 
场 陨 数 
LE ) (5.5.2) 
将 式 (5.5.2〉 对 t 求 导数 并 利用 方程 (5.5.1) 后面 % 一 1 个 方 
程 ， 我 们 可 以 把 方程 (5.5.1) 的 第 一 个 方程 表示 为 


2 十 ye Xi(f, ,Nz "Nn) 一 及 12AXeee 一 [0 
(5.5.3) 
我 们 称 这 个 拟 线 性 偏 微 分 方程 为 基本 偏 微 分 方程 。 


我 们 感 兴 趣 的 恒 是 寻找 方程 (5.5.3) 的 一 个 全 积分 


Mi 一 纹 (加 Ma Xn Cis Cn) (‘5.5.4) 
其 中 Cisee, Co 是 4 个 任意 营 数 。 将 (5.5.4) 代入 方程 (5.5.3) 
可 使 之 成 为 恒等式 。 


事实 上 ， 寻 找 方程 (5.5.3) 的 全 积分 是 我 们 这 种 方法 最 主 
要 的 困难 。 但 是 ， 同 样 的 困难 也 出 现在 上 Hamilton-Jaeobi 方法 
中 ， 尤 其 当 系 统 的 变量 是 不 可 分 离 的 情形 。 实 际 上 ， 导 找 基 本 偏 
微分 方程 《5.5.3〉 的 一 个 全 积分 有 了 时 比 求解 非 线性 偏 微 分 方程 
的 一 个 全 积分 要 简单 的 多 。 特 别 在 处 理 常 系数 线性 系统 时 ， 可 以 
找到 求解 基本 偏 微 分 方程 的 一 种 系统 的 方法 

假如 已 知 方程 (5.5.3) 的 一 个 全 积分 (5.5.4)。 令 方程 (5， 
5.1) 的 初始 条 件 为 

Xusfk0) 一 Xe0， 《2 一 1 7) (5.5.5) 
将 式 (5.5.5) 代入 式 《5,5.4)， 可 将 一 个 常数 ， 例 如 C};， 用 
xno 和 CCx=1…M3 7 一 2 表 出 。 于 是 ， 方 程 (5.5.4) 可 
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以 写成 形式 

YI 一 2 人 Xa Xs X10 Na0 (29 Cn) (5.5.6) 
下 面 ， 我 们 来 证 明 一 阶 常 微分 方程 组 (5.5.1) 的 初 值 问 题 的 解 可 
以 由 式 (5.5.6) 和 % 一 1 个 代数 方程 


DC (一 2，02) (5.5.7) 
来 确定 。 这 里 ， 要 求 行列 式 
0 
det (sca) 


在 x; 和 Ci(i,j7 二 2,…,n) 的 相关 域 上 处 处 不 为 零 。 
将 式 〈5.5.7) 对 上 求 导 数 , 得 


0°27 02% ， 
Crot Ci Ox Vi 0 ‘5.6.8) 


(5,5.6) 代入 式 (5.5.3) 中 ， 我 们 得 到 一 个 恒等式 ，。 
将 这 个 恒等式 对 C; 求 偏 导数 ， 得 


ro N+ ( 0 ON; OXI 


jE Ot , OX; Ou Ou C= 0 
(5.5.9) 
-CEC- 二 0 ， 由 式 (5.5.8) 减 去 式 (5.5.9) ,得 
Ow ,. 加 
FC (HX) 0 (5.5.10) 
考虑 到 


' O°2 
det (5c D7 ) 


在 x; 和 Ci(i、7=2,…,n)〉 的 相关 域 上 处 处 不 为 零 ， 故 
Xi 一 及 1 (7 一 2。yI7) 
因此 证 明了 方程 (5.5.1，〉》 的 后 面 % 一 1 个 方程 对 任意 常数 C; 恒 
庙 足 。 
下 面 ， 将 式 (5.5.6〉 对 时 间 二 求 导 并 考虑 到 方程 (5.5.1) 
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后 面 允 一 工 个 方程 ， 我 们 有 
0 (5.5.11) 


因为 式 〈5.5.6) 是 基本 侦 微 分 方程 的 全 积分 ， 因 此 
Os Ou 
Ot 全 2 94 
将 方程 (5.5.11) 代入 式 (5,5.12)， 我 们 最 后 得 到 
站 一 大 
即 方程 (5.5.1) 的 第 一 个 方程 也 满足 。 
因此 ， 只 要 能 求 出 基本 侦 微 分 方程 〈5.5.3) 的 一 个 完全 解 ， 
便 可 由 式 (5.5.7) 和 (5.5.6) 求 出 方程 (5.5.1) 相应 的 解 。 当 
然 ， 最 后 我 们 要 通过 式 (5.5.7) 这 一 1 个 方程 ， 利 用 初始 条 
件 (5.5.5) 消去 任意 常数 Ci( = 2,…,%)。 于 是 最 终 解决 了 依赖 
于 42 个 任意 初始 常数 Yo(xc=1 必 ,2) 的 常 微 分 方程 组 (5.5.1) 
的 初 值 问题 。 
2。. 应 用 
例 1 考虑 Euler 方程 
lx— (at+olr+adx—=0, x(1)=a, (1)=f8, li<o0,aL 
(&) 


六 ;一 和 六! 二 0 (5.5.12) 


其 中 4,8, ,8 是 给 定常 数 。 
令 场 动量 p= 二 二 ， 则 我 们 可 以 将 方程 (4 ) 表示 成 等 价 的 一 
除 季 微分 方程 组 
lx= pp, tp= pat+b)—adx (65) 
假定 系统 的 场 动 量 了 了 可 以 表示 为 p= 二 w(t,x)， 我 们 可 以 写 出 森 本 
帆 微 分 方程 为 


Ou Ou z 
{ 3 二 5 -一 MX 二 D) 十 COX 一 0 (CcC) 


为 了 找到 方程 《2c ) 的 一 个 全 积分 ， 我 们 令 
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t= f(xX+ f(t) 
将 其 代入 方程 (c )， 比 较 含 %* 的 项 和 自由 项 ， 得 


tfi+(fi~a) (fb)=0 (Ca) 
tfst+ fst fi~(a+6b))=0 (Ceé) 
积分 方程 (& )， 得 
Cat’—- ot? 
f= ChE 
其 中 CC 是 任意 常数 。 将 其 代入 方程 (e )， 并 积分 得 
: DE 
/一 


其 中 马 是 新 常数 。 于 是 , 我 们 有 
Cat’— of Die 
P=u(t, xX) = + (ff) 
将 初始 条 件 代 入 式 ()、 将 吕 解 为 4a、8 和 C 的 函数 ， 然 后 再 代 


回 式 (/)， 得 
Cat’—bit” Cl(A-—-acgc)+ab—p 


p=ult,x)—x CR tt (££) 
根据 式 (5.5.7)， 我 们 有 
Ou atb l 


L 
BC = CR ER X04) (Pa (ab— 8)t)=0 


故 z 
(ab— B+ (Ba 
A (h) 
将 式 ( 有 ) 代 入 式 ( 8 )， 最 后 得 到 
a(ap— B+o(B— ac)ts | 
P= 一 ————— (3 ) 


0 一 4 
可 以 验证 式 〈《 有) 就 是 上 uler 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 解 。 | 

5.5.2 完整 系统 的 场 方 法 

1. 完整 系统 运动 方程 的 标准 形式 

设 完 整 系 统 的 位 形 由 和 个 广义 坐标 vs=1,…,%) 来 确定 ， 
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系统 的 运动 方程 可 表示 成 第 二 类 Lagrange 方程 的 形式 
于 5 一 3 = 0,， (S= 1,***,2) (8.595.13) 
其 中 工 为 系统 的 动能 ，0Q; 为 广义 力 。 
我 们 可 以 将 式 〈5.5.13) 表示 成 显 式 ， 得 


天 


1 02， 
三 -kt:9x 十 5 3 Ch, ms sjGrdm + 2, + 


R=lim=1 R=1 
7 、 
一 过 了 Og /ry (s=1， ,NH ) (5.5.14» 
其 中 
Or; Or: Or;: 07 
d= 2 Doe" da’ P Pg 5 
- oOB OB ~ or 2 
— 六 一 7 
oe Og )#:， 4。 7 > mi (Bi ) 
R=1 :二 1 
1 Od OA 
[六 ,1 3S] = 7 dan oo ) 


(R,S, m=1, ,nN) 
考虑 到 行 列 式 | 44,| ==detliAxs 关 0， 因此 式 (5.5.13) 可 以 表 


Gt DA} >》 >》 hms sgm 


了 二 "oy 
.070 _ ~ OA, . 
-Ta + ,一 “二 0 一 >， Ge 
+: 二] k=1 
(LZ=1,** ,nN) (5.5.15) 
其 中 
-1 1 0| Ai| 
全 4 0A, 
于 是 可 以 将 完整 系统 的 运动 微分 方程 表示 为 
gs = gb, Gk OK), (S,k 一 1 1) (5.5.16) 
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仿 X 一 0 Xntk ks (S,R=1, 0b) (5.5.17) 
则 式 (5.5.16〉 可 表 为 

NA—= Xnrks Cnrk— RCT Xi Nnrs), (Rh,S—=1,**, Nh) 

(5.5.18) 

这 27 个 一 阶 第 微分 方程 可 以 称 为 一 般 完整 系统 动力 学 方程 的 标 
准 形式 。 显 然 ， 它 有 具有 方程 5.5.1) 的 形式 ， 因 此 可 以 直接 运 
用 场 方法 来 求解 完整 系统 的 动力 学 问题 。 显 然 ， 这 里 并 不 要 求 完 
整 系统 一 定 是 饰 守 的 。 

2， 场 方法 的 应 用 

同样 ， 令 


/A (4 一 2 和 27M) 
我 们 可 以 得 到 基本 人 铀 微分 方程 为 


全 1 
O27 0 Os 
一 十 A Xnta 十 > 53 Lob, NA) — Xn+1l—= 0 
2 ‘a p=1 n+b 


(5.5.19) 
大 方程 (5.5.19) 的 完全 解 表示 为 形式 
X=H(t, Xa C,), (A=2,0, 2N; 0 一 1 2M) (5.5.20) 
令 运 动 的 初始 条 件 为 
Yo(0) 一 Yon， (2X 一 1 2I2) (5.5.21) 
将 起 〈5.5.21) 代入 式 (5.5.20) 中 ， 可 将 常数 Ci 用 xso 和 其 
余 常 数 C4 表 出 。 这 样 ， 式 (5.5.20) 可 写成 


XI=1(t, Xa Nat Ca) (5.5.22) 
于 是 ， 我 们 有 
du 一 0 (A=2 2 (5.5.23) 
OC ， — Us, -一 安放 77 ) ois 
这 里 ， 要 求 行列 式 
O02 
det (二 


在 xa 和 Ca (DB, A=2,.., 2 ZI) 的 相关 域 上 处 处 不 为 零 。 因 此 ,上 2! 
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要 能 求 出 基本 偏 微分 方程 (5.5.19) 的 一 个 完全 解 (5.5.20)， 
我 们 便 可 由 式 (5.5.23) 和 (5.5.22) 求 出 相应 完整 系统 的 解 ， 
巧 包含 2n 个 任意 常数 。 


5.5.3 非 完 整 系统 的 场 方法 


1. 非 完整 系统 Routh 方程 的 标准 化 和 场 方法 

设 系 统 的 位 形 由 % 个 广 闷 坐标 gs(s 二 1,… ,4) 来 确定， 在 系 
统 的 运动 上 受 有 &8 个 HeTaes 型 理想 非 完 整 约束 
z fas(gi,0t)=0, (B=1, ,8;S=1,",) (5.5.24) 
系统 运动 方程 的 Routh 形式 为 


上 


一 Ci 
Ce 


~* 9 (SsS=1,°,) (HD.5.25) 


其 中 Xp 为 不 定 乘 子 。 下 面 ， 我 们 设法 消去 不 定 乘 子 1e。 同 上 小 
节 ， 我 们 将 起 (5,5.25) 展 开 为 星 式 ， 得 


Git bE v 5 Ch, hr 


m= 1 r=1 


. - -1 ' OB, Ofo ” OArs 。 
= 4+0 一 Gg; -和 dt dt 


, 
二 > Pe (f=1,**,n) (5.5.26) 
将 式 〈5.5.24) 对 时 间 # 求 导 ， 得 

5 (gt 0 j1 ) + 0， (Y 一 1，…，5) 


/0F Og! 
(5.5.27) 
宇 站 芭 0655.36) 租 守 的 名 代 介 坟 《5.5.27)， 便 公 
Eg 7 7 
_,0f, 6Gfs ， 0 2 
人; "As 人 


时 


J 
i 
Hl 


由 此 &8 个 代数 方程 ， 可 解 得 不 定 乘 子 ， 记 作 
As=Aa(gs, ds +t), (B=1,,p) (5.5.28) 
将 式 (5.5.28) 代入 式 (5.5.26)， 可 将 Rounth 方 程 (5.5.,26) 


Gs= V(t G0), (sR=1,",n) (5.5.29) 
他 Y= Nntk = Gk, (Ss, R=1,"*,n) (5.5.30) 
则 方程 5.5,29) 可 表 为 
Ka Kuytks Yat 一 ARE Xs, Xnrs), (RS 一 1 和) (5.5.31) 


这 2 和 2 个 一 阶 常 微分 方程 可 称 为 一 阶 非 完 整 系统 动力 学 方程 的 标 
准 形式 。 在 式 (5.5.30〉 下 ， 约 东方 程 (5.5.24) 可 表 为 
fos(Xr Xnt+kst)=0, (B=1,", 0) (5.5.32) 
文献 C30) 证明 ， 方 程 (5.5.25》 可 作为 某 个 完整 系统 ， 称 之 
为 约 化 系统 的 力学 问题 来 研究 ， 只 要 初始 值 满 足 约束 方程 (5.5. 
24)， 那 么 约 化 系统 的 解 就 给 出 非 完整 系统 的 运动。 同 样 ， 方 程 
(5.5.31) 可 当 作 某 个 完整 系统 力学 问题 来 研究 。 它 和 式 〈5.5， 
18) 有 同样 的 形式 ， 因 此 只 要 求 出 基本 偏 微 分 方程 (5.5.19) 的 
一 个 完全 解 (5.5.20)， 我 们 便 可 由 式 (5.5.22》 和 “(5.5.23) 
求 出 相应 的 约 化 系统 的 解 ， 它 包含 2% 个 任意 常数 。 然 后， 将 非 
完整 约束 对 运动 初始 条 件 的 限制 
falxo xars0)—=0, (B=1,.,8) (5.5.33) 
加 在 相应 约 化 系统 的 解 上 ， 便 可 求 得 相应 非 完 整 系统 的 解 ， 它 包 
含 2% 一 8 个 第 数 。 
例 2 研究 一 单位 质量 的 质点 在 平面 上 的 运动 , 其 Lagrange 
国 数 和 约束 方程 分 别 为 
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1 .,  ., . . 
L = (91+0:), /f=I1+ QAtG2—aqg2+t=0 (4) 


问题 的 Routb 方程 为 
qi 二 4， gq2=Aat 


容易 计算 得 
1 
4 二 1+af: 
于 是 有 
-1 at 
di lta dT 1+az 
令 XI1—= 41 X242y X391, XI Y2, 则 标 谁 化 方程 为 
， . . ] ， at 
NI XK NX Na Ni 一 本 二 也 2 (0 ) 
基本 偏 微分 方程 5.5.19) 给 出 为 
Ox Ow O01 1 Ow at 
Bf Bx st 3 (Tt) ge (—1 Re) = 
(cc) 
令 其 完全 解 为 
Xi=2= f(b) + fad) rst falt)xat fal(t) x (a) 


将 式 (4) 代入 方程 (c)， 并 比较 自由 项 ， 含 x2,%3,xi 的 项 ， 可 以 
得 到 


: : dt ， 、 ， 
-0 f2=0, fs—1=0, fi+ f2=0 


积分 之 ， 得 
1 t 
fi=Ci+ Ca( winrctgat — 可 十 


Ca 


地 


arc tgat 


C1 242 ! 2J2 
十 alntl+t at)+ saln(lt+at) 


2 
f= C2, fs=Cs3+t, fi=Cs—C2t 
令 运 动 的 初 条 件 为 
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x (0) 一 和 an04 (GC—1,2,3,4) 
将 其 代入 式 (4 )， 消 去 C1 后 有 
1 1 
Xl 给 二 (X10— C2aX20—C 3X30— Cars0) + siarc tgat——) 


C: C4 272 1 2 2 
tarctgat 十 7 Antltaet)t+ ln(1 + a’#’°) 


t+ Cax2t (Cothxst+ (Ca— Col) x (e) 
关系 (5.5.23) 成 为 
0% .0 -0 0， 0% 0 
oC ” oC ? OC 加 
有 ] 
一 %20 十 Siarctgat— zt% tixs=0 
] 
一 %3o 十 二 arctgat+ x:=0 
一 C0 十 saln(l+at) 十 你 | 一 0 
由 此 解 得 
] 
X2 = X20t Xsant t+ 记 一 ZaTC tgat— -saln(l + at*) 
| z z 
Ya 一 %a0 — rarctgat (7) 


1 ， 
Xi 二 Xo sz ln 1 + a*t*) 


将 式 ( f) 代 入 式 (ee )， 得 
A ziln(l+at) 一 工 arctgat (&) 
处 (6) 为 相应 约 化 系统 (6) 湛 是 初 条 件 的 解 关系 (5.5.33) 
给 出 为 
Xa0— AX20—= 0 (hh) 
解 (f),(g),( 久 ) 表 示 了 非 完整 系 统 的 运动 。 | 
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2、dannbpirwn 方程 的 积分 

应 用 Routh 方程 虽然 可 以 解决 一 般 一 阶 非 线性 非 完整 约束 
系统 力学 问题 。 但 是 ， 不 定 乘 子 的 引入 使 方程 数目 多 于 系统 的 昌 
册 度 数目 ， 给 求解 带 来 了 一 定 的 困难 。 工 程 实际 中 相当 多 的 非 完 
整 系统 是 Haniptiran 系统 ,而 anIpIraH 系统 运动 方程 数目 等 十 
系统 的 自由 度数 目 ， 并 且 构 成 独立 于 约束 方程 的 自治 系统 。 

研究 一 力学 系统 ， 其 位 形 由 %* 个 广 闵 坐标 gs=1，…%) 来 
确定 ， 它 的 运动 受 有 8 个 Heraee 型 理想 非 完 整 约束 

1 6 一 ptIoyGvyt)， 《8 一 1 8 一 1 一 Bi 一 16) 
(5.5.34) 

其 中 广义 坐标 4617y(Y 二 1,…,g) 不 出 现 于 约束 方程 中 , 设 广义 力 
是 有 势 的 ， 且 Lagrange 图 数 工 不 显 含 9.1:;:， 则 系统 的 运动 方 
程 为 


We 


d 067 07 > ( OL )(S ee = 


He 一 一 一 一 
一 -一 


di 66, 6g, 大 500.,。 八 di 00, Og 
(IC 一 1，，,E) (5.5.35) 
8L \», OL . . J 
其 中 ( 57 一 ) 为 3; 一 中 9..o 用 式 (5.5.34) 替代 所 得 表 达 式 。 
0I .6 0I tp 


式 (5.5.34)，(5.5,35) 构成 JarPITEH 系统 ,由 方程 (5.5.35) 
看 出 ， 它 是 关于 g(r 二 1,…,e) 的 二 阶 常 微分 方程 组 。 因 此 ,可 
先 求 出 方程 (5.5.35)》 的 解 ， 得 到 g,==9o(i,q.0,6,0)， 然 后 将 其 
代入 式 〈5.5.34) 并 积分 而 求 得 Gerp— qerp(t, qo0,000), 其 中 有 
2 Ee 十 gp 个 任意 常数 qo0900; 《96.48)o。 而 (6418)0 应 满足 约束 方程 
《5.5.34), 即 
(Ge+8)0—= Pa(gs0s do0 tn) (5.5.36) 
将 方程 (5.5.35〉 展开 为 显 式 。 假 设 由 此 可 解 出 广 闵 速度 
9。， 并 表示 为 
gs = f,(q,,60,,t), (ov =1,*,€) (5.53.37) 


令 Xj 二 yj, Xeto Oo 
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则 (3.5.36) 可 化 成 一 阶 方程 组 

No Xe 一 (YYsryt)， (ID 一 1 ce) (5.5.38) 
如 取 XI =u(f,X4), (4 一 2,。…，2e) 

将 其 对 求 导数 并 利用 式 〈5.5,.38) 的 后 面 2 se 一 1 个 方程 ,得 到 
基本 偏 微 分 方程 


4 On 
-十 Xetal 也 GX, Jolt XA)— Xe+1=0 


(5.5.39) 
Xi=u(t, Xa Cs), (A=2,%, 2 ;QO=1,*, ,26€) (5.5.40) 
令 Yu 的 初始 值 为 


| Xa(0) 一 和 cn， (CX 一 1 25) (5。.5.41 ) 
将 式 (5.5.41) 代入 式 (5.5.40)， 可 将 一 个 常 数 ， 如 Ci 用 xwo 
和 其 余 常 数 C4 表 出 ， 这 样式 (5.5.40) 可 以 写成 : 
XI 一 1 Na NHa0s C4), (A=2,.,， 2 < X 一 1 2 < ) 
(5.5.42) 
于 是 有 
Ou 
5 一 0， (A=2,.., 28) (5.5.43) 
其 中 要 求 
02; 
det (FE pe ) 关 0， (A, B=2,., 2 €) 


只 要 能 求 出 方程 《5.5.39)〉 的 一 个 完全 解 (5.5.40)， 便 可 由 式 
(5.5.43) 和 (5.5.42) 求 出 解 


Lo (cx 1 一] 2 €) (5.5.44) 
将 解 (5.5.44) 代 人 约束 方程 (5.5.34), 则 有 
Isrp8 一 Op(Yokty Yo0)， Noro XL0) ,2) (5.5.45) 


运动 的 初始 条 件 必须 满足 约束 方程 ， 即 
(Ge18)0= Ya(X, (0,X,0), Xero (0sX,0),0) (5.5.46) 
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Tree a 


将 式 (5.5.45) 积分 ， 得 到 


gra= (qera)ot| op al, lt, Xn), x.., (i, % 07 st) dt (5. b, 17) 
0 


于 是 ， 式 (5.5.47) 和 “(5.5.44) 一 起 构成 Hanisiran 韭 完整 系 
统 的 解 ， 其 中 包含 2n 一 2 二 2 eg 个 独立 第 数 Xo0,(g,18)。 

例 3 Appell-Hamel 例 。 问 题 中 的 Lagrange 国 数 和 约束 
方程 分 别 为 


1 . ,， .| , sop 
L= om(X ty +i) me, bp () 


令 9 一 ?2，02 一 YX，03 一 
则 去 《4 ) 可 表示 为 


1 和 . 4d 
一 二 了 UVO1 十 Ia 十 9a) 一 MI1， 13 一 和 一 (不全 一 
首先 ， 建 立 arEITHH 方程 为 


> 一 】 /2 


4 _ 、， 4 .， .NUzdrc 1i ~ 
m (1 + i +me—m( g: ) di p29 (EHDE ) j=0 


a ..\''*d /a . | 
一 (人 dd (i) = 


设 ”加 和 关 0， 由 此 解 得 


df 1: 一 一 ， 四 = 一 -一 2 (2 ) 
1 + (1 + )g 
令 % 一 901，M2z 一 02，YX3 一 II X4 一 Ga 
则 方程 (2 ) 可 写成 
和 加 一 一 一 (ce ) 
1 + 和 (1 + 所 )% 


其 次 ， 建 立 基本 偏 微分 方程 (5.5.39) 并 求解 。 令 


Xa3= H(t, Xi X2yMX3) 


则 基本 偏 微分 方程 (5.5,39) 给 出 
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Ou OW Ou O02 2X 
一 十 1¢ 十 AN (一 2 j+ 2 
Of 0Xi OX2 OX4 (1 + )% 1 + 全 
bp- b 
注意 到 
Medn 
X4 一 -4X3， (4= ) 
则 有 
0 (一 + 一 二 =- 0 
ot 0Y1 OX2 OXy \ 1 土 和 ] + 
六 p: 
令 其 解 有 形式 


X3 一 公 一 三 (7) 十 2 + f(t)xit ft) 


将 其 代入 方程 (4 )， 并 比较 自由 项 ， 含 wx: 和 wi 的 项 ， 


Pit ffat f+ l/s) = 
1 二 
Dp’ 
fot fs fat fA)=0, fast+ fs(fit fA)=0, 
六 + fi(fit f3A)=0 
积分 之 ， 得 


1 . g 
f= (Cc lA) 


.1 LUC+c DE 
、 2 ~? 7 


加 C2 = C3 
f2=TiC FCA ”3 11+(C,++ CA)t 


Ce 
有 /1 二 了 二 (Cs + Cd)t 


1 


、 & 
TC (CT 1 C4 


但 到 
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- 
. + + (CC | 二 二 Casa 十 Cui 


仿 初 始 条 件 为 ”xs(0)= 二 xsol9 二 1,2,3,4)， 则 有 


C1= X30 C 2Xi0 一 人 3%20 一 人 Xi40 
代入 上 式 ， 得 


， 1 . _ 
一 尼 王 -一 一 一 一 一 一 一 4X0 一 C2X00 一 C3M20 一 CC 
和 3 7¢ 1+(C,+C.A)1 {x 2 wuw10 } 站 lv 4d0 


CdD t+, + | 
T+ qb 和 
十 已 Yi CY Ca (2 刀 ) 
第 三 ， 由 式 (5.5.43) 有 
Ou 加 2 7 
BC ， 一 0， (4 一 2,3，4) ( } ) 


在 (1f) 中 解 出 和 1 N22 Ni, 并 根据 初始 条 件 消去 C2,， Ca, C1 
知 可 取 Cs:=Cs=C4= 0 解 得 
Et 


XI 二 X10 二 XY307 一 一 一 一 一 一 一 
1 10 30 27] 十 410) 


Min 
2(1 十 [82 1 02 ) Xo 


VR 
“i 


多, 二 Xz0 十 Xn -一 


Mr 


N4 王 40 一 一 一 一 一 -5 一 一 一 
四 


将 式 (8 ) 代入 式 〈e ),， 得 


St 
3 二 和 30 1 二 a/b (hh) 
最 后 ， 求 3 二 y。 将 式 《8 ) 返回 到 广义 坐标 ， 广 义 速 度 中 ， 并 
;oe ee 
(i 
积分 之 ， 得 
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1 


中 下 有 四 0 IF -ai 


2 2 :2 2 
g-gnt (各 一 各) [iz] 
解 《&8),， (有 )，(5) 为 Appll-Hamel 例 的 解 ， 其 中 有 5 个 独 
的 常数 。 z | 
由 上 面 的 例子 ， 可 以 看 到 ， 场 方法 积分 非 完 整 动 力学 方程 有 
如 下 优点 : / 
(1 ) 通用 性 ， 利 用场 方 法 ， 原 则 上 可 求解 一 般 非 完整 动力 
学 方程 的 积分 问题 。 它 没有 和 象 familton-Tacobi 方 法 的 那样 的 
限制 。 : 
(2 ) 灵活 性 ， 基 本 偏 微分 方程 可 建立 在 任何 一 个 场 坐标 
xy 上， 也 可 建立 在 任何 一 个 场 动量 x441，…, Xzs 上 。 对 有 具 
体 回 题 可 选 一 个 较为 方便 的 %。。 
(3 ) 利用 场 方法 的 主要 困难 在 于 求 基本 偏 微分 方程 的 完全 
解 。 但 是 ， 只 要 求 出 完全 解 ， 不 骨 任 何 进一步 积分 ， 便 可 直接 得 
到 系统 的 运动 。 : 
对 于 事件 空间 中 非 完 整 非 保守 系统 的 参数 方程 也 可 用 场 方法 
进行 积分 514)。 


S$ 5.6 Noether 定理 


动力 学 系统 的 守恒 定律 在 力学 研究 中 起 着 重要 作用 ， 甚 至 在 
系统 的 运动 微分 方程 不 可 积分 的 情况 下 ， 某 个 守恒 量 的 存在 也 可 
以 使 我 们 对 所 研究 系统 的 局 部 物理 状态 有 所 了 解 。1918 年 德国 
兰 名 女 科 学 家 A. 上 . Noether 提出 了 一 个 定理 *'， 揭 示 了 力学 
系统 的 守恒 量 与 其 内 在 的 动力 学 对 称 性 的 潜在 关系 。 近 些 年 来 ， 
Noether 定理 不 断 受 到 物理 党 和 力学 研究 者 的 高 度 重视 ， 并 被 进 
行 了 各 种 形 陈 的 推广 ”…。 本 节 将 对 分 析 动 力学 积分 理论 中 占 
重要 地 位 的 各 种 形式 的 Noether 定理 作 一 概括 介绍 。 
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5.6.1 变换 群 
我 们 研究 带 双 个 月 由 度 的 力学 系统 ， 它 在 每 一 时 刻 的 位 置 由 
广义 坐标 vi …，,2* 来 确定 。 我 们 把 系统 的 运动 研究 作为 示 点 在 
扩充 的 %+1l 维 空间 中 沿 曲 线 的 运动 ， 这 里 2， 和 时 间 革 是 
示 点 的 坐标 。 在 这 个 空间 中 研究 坐标 变换 ， 形 如 
t* = folt,qis ,Gay is ,Mr) = fo(t,q,0) 
qi= fi(t,qis°" ,Gn 1s" G1) = fi (tq, 4) 
(7=1,* ,1) (5.6.1) 
这 里 函数 f;(i 二 0,1,…,n) 依赖 于 厂 义 坐标 4; 及 + 个 独立 参数 
(xc 一 wy)。 方 程 (5.6.1) 对 每 一 组 4 确定 7 二 + 维 空间 中 
点 也 (9) 到 点 P*( 弛 ,q*) 的 变换 。 我 们 假定 /EC 一 0,1，…， 
MX)， 并 且 变 换 的 Jacobi 行列 式 满足 


|.2 产 


/= Ogk 天 0， (2 ,R=0,1,* ,nN; 00 一 也 ) 
那么 ， 恋 换 (5.6.1) 存在 道 变换 


t= f(t*,gq*,a), qi= fi(t*,g*,a), (2=1,°",n) 
z (5.6.2) 
它 将 点 P*( 姥 ，g*) 变换 到 点 P(i,g)。 
考虑 到 假设 ， 变 换 (5.6.1) 连续 地 依赖 于 7y 个 参数 a4.(a= 
1， ,7y)， 当 它 满足 $5.3 中 变换 群 定义 的 4 个 条 件 时 ， 变 换 
(5.6.1) 组 成 变换 G, 的 有 限 群 ， 称 之 为 Lie 群 。 
设 取 参 数 &。 确定 群 的 恒 竺 变换 
f= fo(t,g,0); qi= f(t,0,0°), ($=1,%,n) 
为 了 向 化 起 见 ， 设 a 二 0。 如 果 研 究 足 够 接近 于 零 的 值 Aa。， 
那么 变换 (5.6.1) 为 
t= folt,g, Aa); g+= fi(t,q, Aa). 
展 成 Taylir 级 数 并 限于 相对 Aa 的 线性 项 ， 我 们 得 


1*= folt,g,0) + 2, tAas 


C= 
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gs= ft,g,0)+ 2, 6 Adas 
二 1 
其 中 
一 _ 0fi(f,g9,4) 
ORe 


记 e。=Aas。， 得 变换 


($=0,1, ,1) 


= 1 


t=f+ >》 6 gt)=g(t) + YD, bles 05.6.3) 


a=1 a=1 
四 然 ， 此 变换 与 恒 半 变换 相差 一 无 限 小 。 式 《5.6.3) 实 现 了 无 限 
小 群 变换 。 借 助 于 无 限 小 变换 ， 系 统 地 研究 连续 群 的 构 进 ， 首 先 
由 挪威 数学 家 S.Lie 采用。 可 以 指出 ， 任 何 的 有 限 的 群 变 换 可 以 
作为 重复 无 限 小 变换 无 限 多 次 的 结果 来 研究 。 但 是 ， 如 有 果 给 出 无 
限 小 群 变换 ， 那 么 并 不 经 党 得 到 形 如 《〈5.6.1) 却 中 的 有 限 变 换 。 
我 们 研究 连续 群 的 例子 。 
例 1 三 维 坐 标 系 的 所 有 可 能 的 平行 移动 的 总 合 
一直， 一 十 5 (R=1,2.3) 
其 中 x4 是 直角 坐标 ， 构 成 平行 移动 的 群 Ca。 
例 2 平面 上 直角 坐标 系 的 所 有 转动 的 总 合 
i*={f, Xx*=XCosa— ysingd, y*=Xsing + ycOso 
构成 平面 上 转动 群 C 无 限 小 群 变换 有 形 
i=, XO—X—ey, y*=Yy+ex 
例 3 从 一 个 任意 的 怪 性 坐标 系 问 为 一 个 相对 第 一 个 以 背 速 
度 运动 的 坐标 系 的 所 有 可 能 的 过 渡 的 总 合 
ttf X= + vt, (k=1,2,3) 


其 中 x 是 直角 坐标 ， 构成 Galhlei 群 。 


5.6.2 作用 量 的 变 分 


1. 作 用量 与 变换 群 
设 Lagrange 负数 为 
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L=L(t,giye gns019 "0n)—= L(g,0) 
则 由 2.2.1 知 ， 积 分 


12 
s=| L(t,g,9)d (5.6.4) 


叫 作 时 间 区 间 [t，t Hamilton 音义 下 的 作用 量 , 这 里 鹿 及 i 是 
任意 的 时 刻 。 显 然 ， 由 方程 给 定 的 每 条 曲线 Y， 相 应 于 确定 的 值 
S。 固 此， 我 们 记 作 


SC =| L(t,0,60)dt 


我 们 研究 比 式 (5.6.1) 更 一 般 形 式 的 变换 群 C,， 其 国 数 六 


i*=f+ At, gt(t*)—=g;(1) + Agi, (2Z=1, ,7) 
(5.6.5) 
或 展开 式 为 : 
ft*=i+ > esés (1,g,0) (5.6.6) 
=1 z | 


r 


q(t ) g(t) + > eb (1,g,0) 


=1 
是 无 限 小 群 变换 ，s。 是 无 限 小 参数 ， 我 们 认为 <。，Ag;, Ait 都 具 
有 一 阶 小 。。 
变换 式 “5.6.5) 将 曲线 7 变 到 邻近 的 曲线 Y*， 它 由 方程 
97 =g*(1*), (2=1,",N) 
确定 。 在 此 变换 下 ， 积 分 (5.6.4) 相应 于 积分 


s(7*)=| LO gr*, ot)di* 
这 里 [大 ， 娟 ] 是 与 原 变 量 中 的 区 间 ( 志 ， 才 ] 相 应 的 积分 区 间 。 
2. 作用 量 的 变 分 
现在 的 问题 是 计算 积分 (5.6.4) 式 的 变 分 AS， 即 差 
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1 > ta 
SCY*)—SC7) = Lr,gr,G*) 4 一 人 工作 9)d 


加 
的 相对 。 的 主线 性 部 分 ， 亦 即 精 确 到 一 阶 小 量 。 
由 式 〈5.6.5》 知 


d ” 
率 - Dm re — ™ 
dt =df+d(At)=di| 1+ dt (AL ) 


之 
SG 的 一 S07)= L(+ At,g + Agsg+ Ag) 


AD 一 二 全 0， ,0) Jd 
展开 为 Taylor 级 数 并 限于 相对 。 的 一 阶 项 ， 我 们 得 到 


L(i+At,g+ Ag,g+ Ag)= 


0L 
O01 
~ OL ~ OL ， ， 
十 2 gr Agit+ 志方 Ag: 

这 时 


7? 


sy*)—S(7)=| | 


fi 


d ee 
Lr (A?) 十 一 ~ 一 A+ 


(5.6.7) 
汐 虑 到 等 时 变 分 6g，89， 即 
Og =gi(t)— gi(t), 00:=07;(t)— 9;(t), 《4 一 1 了 4) 
以 及 等 时 变 分 和 非 等 时 变 分 的 关系 “2.2.16〉 和 “2.2.18), 即 
Ag;:=0g; + qi:At, Ag;:=00; + qiAt 
我 们 可 以 将 式 〈5,6.7) 表示 为 


AS= f [zh (AD + (or + A 
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十 之 -3 之 0 0 到 
(5.6.8) 
根据 Hlder 定义 ， 无 论 完 整 或 非 完 整 系统 ， 全 部 等 时 变 分 都 及 
用 交换 关系 
00: = (0g7) (2=1,°,n) (5.6.9) 
将 式 (5.6.9) 代入 式 “5.6.8)， 并 整理 得 


As-(f | -人 (La 0 9: ) 
a 


- 二 ( 5 呈 二 Be , 09; ]a (5.6.10) 


此 式 便 是 Hamilton 作用 量变 分 AS 的 基本 公式 。 用 式 (5.6.6) 
来 代 赫 表述 式 中 的 Ai，Ag;:， 则 上 式 变 为 


i2 确 ri 
d / ,0L -, 
-| < (Lt 5 


/dd OL OL\-, 
-工人 df 60 和 dt (5.6.11) 
其 中 
$i Si— gis, (£ = 1, ,%) (5.6.12) 


5.6.3 作用 量 与 Lagrange 方程 的 关系 


1。 作 用量 与 Lagrange 方程 的 关系 

为 了 更 明确 地 引入 对 称 性 的 概念 ， 我 们 先 若 察 作用 量 与 系统 
运动 方程 的 关系 。 

对 于 完整 保守 系统 ， 系 统 的 Hamilton 原理 可 以 表述 为 ， 当 
条 件 

《1 ) 积分 域 不 变 ， 即 At 一 0 

(2 ) 坐标 的 变 分 在 积分 域 的 边界 上 等 于 零 ， 即 
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0 一 0，( 人 (一 1 )%) 当 f= 二 及 1 二 ts 时 
满足 的 情况 下 ， 沿 真实 轨道 的 Hamilton 作用 量 的 变 分 为 零 。 妈 
AS=68S=0 

由 式 (5.6.10)， 我 们 由 Hamilton 原理 有 


£9 DT ] or 
| [二 信人 


0g: 
考虑 到 积分 域 是 任意 的 ， 华 标的 变 分 是 独立 的 ， 改 得 到 完整 保守 
系统 的 Lagranege 方程 
d OL OL . 
dd 0 dg 7 (2=1,",n) (5.6.13) 


对 二 完整 非 保 字 和 系统， 系统 的 有 壬 amilton 原理 在 同 完 整 保守 

系统 同样 的 条 件 下 ， 要 求治 其 实 轨道 成 这 
AS 二 | ATV df 二 BS + | 5 了 dt 一 0 

其 中 IF= 20:80 是 非 保守 广义 力 0; 的 虚 功 。 同 样 考 虑 到 式 
~ r= 二 1] 
(5.6.10) 和 积分 域 的 任意 性 以 及 坐标 变 分 的 独立 性 ， 可 以 得 到 
完整 非 保 守 系 统 的 Lagrange 方程 

这 一 Dor = 0Q;, (ZS=1,*,N) (5.6.14) 

2， 两 个 不 同 作用 量 对 应 同一 方程 的 条 件 

为 今后 的 描述 ， 特 别 要 注意 Hamilton 作 用量 (5.6.4) 中 
Lagrange 计数 的 选取 。 它 引 问 于 给 出 的 运动 方程 组 是 非 单 值 的 ， 
亦 即 存在 不 同 的 函数 L(t,g9,5)， 它 们 引 癌 同样 的 运动 方程 。 我 们 
有 如 下 结 采 。 

命题 1 如果 积分 


了 2 fs 


S=| LgDdt 及 Si=| Lilt,g,9) dt 
Fl | 


5| 问 同样 的 运动 方程 组 ， 那 么 工 及 工 ; 应 由 关系 
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L(t,g,0)= L(t,g,09)+ At，I) (5.6.15) 


相 联 系 ， 这 里 里 1(7， g) 是 了 及 102 一 1 “11 ) 的 任意 函数 。 
[证 明 ] 记 Lagrange 销 数 的 差 为 一 L=?, 假 六 由 


[2 £9 
s=| Ldt 和 Si=| Lidt 可 导出 同样 的 Lagrange 方程 
| 


(5.6.14)， 则 对 任意 图 数 9 


( OF OF 
dt 0 Og; =0， (2=1,*,%N) (5.6.16) 


对 所 有 变量 应 恒 满 足 。 
展开 式 (5.6.16)， 有 


各 )* 记 芒 ( 攻 je 这 遍 ( 器 ) 


k=1 
09 
Og; = 由， 《2 一 | ;1 ) 、 
既然 是 恒 寺 式 ， 那 么 V4 的 系数 应 等 于 零 ， 亦 即 
- OP 二 0， (2 ,R=1,**,%) 
04;09x 


因此 函数 ? 应 有 形式 


v=A(t,g)+ 2, $Bi(t,q) 
i=1 


这 时 方程 组 〈5.6.16) 过 渡 到 关系 


一 /7 OB; _ 28 0B: 04\ 
zl( Ogn 2 + Gf Og: )=0, 


(2,R=1,°*,) 


Co 二 0， (2Z,R=1, ,1) 


TI pe hae i pe a a 


这 些 条 件 表明 , 表达 式 A(i,g)df + > Bi(i,g)dgi 用 是 某 个 函数 
; = 1 
2 二 A(t,9) 的 全 微分 ， 亦 即 


d 


下 面 证 明 充分 性 。 通 过 直接 计算 容易 证 明 0 二 -4(t,g) 
使 得 工 及 工 ; 允许 得 到 同样 的 运动 方程 。 为 此 只 要 证 明 


告 识 ( 苔 )- 如 (名 j= Ge 
(5.6.17) 
我 们 有 
8 (g(t Eg) Bgr 
名 (入 )- 襄 (如: 宇 总 训 
人)" 诡 总 (名 六 - 音 ( 信 ) 


故 恒等式 (5.6.17) 得 证 。 | 


5.6.4 对 称 变 换 ， 准 对 称 变换 ， 广 义 准 对 称 变换 

1. 对 称 变换 

我 们 先 来 确定 作用 量 的 不 变性 定义 。 我 们 把 作用 量 称 为 变换 
入 Cr 的 不 变量 ， 如 采 对 群 的 每 一 个 变换 ， 始 终 成 立 


| L(t,q,9)qt =| LO*,g*,G*)di* (5.6.18) 
£1 £7 


特别 地 ， 式 《5.6.18〉 对 无 限 小 群 变换 (5.6.5〉 也 是 正确 的 , 当 
然 是 精确 到 相对 于 。 的 线性 项 。 


定义 1 如 果 匡 amilton 作用 量 是 无 限 小 群 变换 的 不 变量 ， 
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= i 


即 对 每 一 个 无 眼 小 群 变换 ， 始 终 成 这 
AS=0 (5.6.19) 

则 称 无 限 小 变换 为 对 称 变 换 。 

2. 准 对 称 变 换 

现 设 六 第 淋 个 万 外 的 工 agrange 国 数 ， 对 变换 (5.6.5) 精 
确 到 一 阶 小 量 满 足 条 件 

| L(g OD d= Lt,g*, G+)di* (5.6.20) 
这 里 有 非 通 常 的 不 变性 ， 我 们 称 之 为 准 不 变性 。 因 为 不 同 于 式 
(5.6,18)，(5.6.20) 的 左边 和 右边 有 不 同 的 Lagrange 国 数 。 
如 果 由 式 (5.6.20) 确定 的 Lagrange 函数 工 | 可 以 得 到 与 工 一 
样 的 运动 方程 ， 那 么 我 们 称 式 (5.6.5) 为 准 对 称 变换 。 由 命题 
1 知 ， 在 这 种 情况 下 ， 有 关系 
Li(i,g,0) =L(1,g,9) + -4(t,g) 


TA 6.20) 可 以 表示 
人 e+] ape ={ Log 


t+ ~ 1 

t2 {2 2 d 
| L(t*,g*,G*) di*—| Lg) dt=—| edit, gr)dtt 
2* f 


(5.6.21) 
式 《5.6.21〉 的 左边 在 变换 (5.6.5) 下 是 一 阶 无 限 小 量 , 因 此 右 
边 应 为 同 阶 无 限 小 量 。 因 此 AX 可 用 来 代替 11。 显然 ， 精 确 到 相 
对 < 的 一 阶 小 可 以 认为 Ai(1*,g*) 一 Ai(1,g,9)。 于 是 , 我 们 有 下 
. 述 定 义 。 
定义 2 如 果 了 Hamilton 作用 量 是 无 限 小 群 变换 的 准 不 变 
量 ， 即 对 每 一 个 无 限 小 变换 (5.6.5)， 始 终 成 立 


全 2 qd 
= ‘AVdt (5.6.22) 
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则 称 变换 (5.6.5) 为 准 对 称 变 换 。 

容易 看 到 ,如 果 维 对 称 变 换 应 用 于 完整 保守 系统 的 Lagrange 
方程 的 某 个 解 ， 那 么 这 个 解 可 变换 到 同一 方程 的 某 个 另外 解 。 

利用 式 “5.6.7)， 并 孝 虑 到 积分 区 域 的 任意 性 ， 我 们 有 下 述 
命题 。 

命题 2 对 于 无 限 小 群 变 换 (5.6.5)， 车 其 满足 

07 


- 如 DZ 
Att 二 3 Ad; + 二 8 MG + La (At) 


= 一 ~-(AA) (5.6.23) 


则 式 (5.6.5〉 为 给 定 系统 的 准 对 称 变换 。 


利用 式 (5.6.11)， 取 AX= 》， es14 ， 并 考虑 到 积分 域 的 


二 1] 


任意 性 及 se- 的 独立 性 ， 我 们 有 下 述 命题 。 
命题 3 者 无 限 小 群 变换 (5.6.6) 满足 ”个 方程 


QQf sd | a 6L or 
dt Lt 9 i -之 df 060 dg; De |e 


d .，, 加 
= 一 -总 1 ， (c% 一 1 ,2 ) (5.6.24) 


则 它 是 给 定 系 统 的 准 对 称 变 换 。 

显然 ， 在 式 (5.6.23)，(5.6.24) 的 右边 为 零 的 情形 中 ， 作 
用 量 是 给 定 变换 的 不 变量 ， 此 时 式 (5.6.5) 与 (5,6.6) 是 对 称 
变换 。 有 尝 文 献 将 准 对 称 变换 也 称 为 对 称 变换 ， 即 对 称 变换 是 指 
以 上 的 两 类 变换 。 

3. 广义 准 对 称 变换 

为 了 研究 非 保守 系统 ， 不 仅 要 芳 虑 系统 的 Hamilton 作用 
量 ， 还 娶 芳 虑 到 系统 非 保守 力 的 虚 功 。 为 此 ， 引 入 广义 准 对 称 恋 
换 的 概念 5 后)。 
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假设 作用 在 系统 上 的 非 势 广义 力 为 
Ui= Qi(t,g,9) 
类 似 式 〈5.6.20)， 引 进 广 义 准 不 变性 的 概念 ， 即 知 条 件 
(Zagat = Li ,gr ,gat + | 5. 0: 0g: dt 


[A fi :三 ] 


(5.6.25) 
对 变换 (5.6.5〉 精确 到 一 阶 小 恒 满 足 ， 并 县 由 式 〈“5.6.25) 确 定 
的 Lagrange 图 数 志 ! 可 以 得 到 与 工 一 样 的 非 保 守 系 统 的 动 力学 
方程 ， 那 么 我 们 称 变换 (5.6.5) 为 广义 准 对 称 变 换 。 同 样 容易 
看 到 ， 如 果 广 义 准 对 称 变换 应 用 于 完整 非 保守 系统 工 agrange 方 
程 的 蘑 个 解 ， 那 么 这 个 解 可 变换 到 同一 个 方程 的 某 个 另外 解 。 
定义 3 车 对 于 变换 (5.6.5) 的 每 一 个 变换 , 系统 的 HHami- 
Iton 作用 量 都 是 广义 准 不 变量 ， 即 


3 


AS= - 二 攻 (A2) + To ‘0g |d (5.6.26) 


成 和 ， 则 我 们 称 其 为 系统 的 广义 准 对 称 变换 。 
对 于 广义 崔 对 称 变换 ， 容 易 证 明 有 以 下 判 据 。 
命题 4 对 于 无 限 小 变换 《5.6.5)， 若 满足 


杂工 如 Aq+ Ab 十 工 -二 (CA 


T 7 Qi(Agi— giAL)= — -和 (AX) (5.6.27) 
y 盖 工 


则 变换 为 给 定 系统 的 广义 准 对 称 变换 。 
命题 5 对 于 变换 (5.6.6)， 若 其 满足 
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则 变换 为 给 定 系 统 的 广义 准 对 称 变换 。 
4. 例 
例 4 研究 数学 摆 的 小 振动 ， 其 长 为 ， 质 量 为 %, Lagra- 


nge 函数 工 一 二 7m12( 鳃 她 92)， 这 里 妨 于 ，? 是 摆 对 铅 重 线 的 
倾角 。 
我 们 导出 运动 方程 为 
P+ RP=0 
(1) 对 于 变换 
ti*—ii+e, Pp*(f*)— oo(f) (4 ) 
借助 命题 2 ， 我 们 可 以 判断 它 是 否 为 对 称 变换 。 这 里 At=-e， 
AY 二 0， 式 《5.6.23) 的 左边 和 等于零 ， 因 此 变换 (4 〉 是 对 称 变 
换 ， 而 Lagrange 函数 是 变换 的 不 变量 。 
(2 ) 变换 
tf, 9*(f*)— (ft)+e (6b) 
对 给 定 的 问题 来 说 不 是 对 称 变换 。 因 为 式 〈5.6.23) 的 左边 等 于 
se 有 2， 显 然 不 会 是 某 个 函数 对 时 间 的 全 导数 。 
我 们 来 看 看 ， 如果 应 用 这 些 变 换 来 解 方 程 ， 将 发 生 什 么 。 系 
统 的 解 是 
p= Asin(kt+ aw) 
其 中 4 及 < 由 初始 条 件 确 定 。 将 变换 (4 〉 应 用 于 这 个 解 ， 有 
9 一 4sinCR( 古 一 sy) 二 ar] 
好 我 们 得 到 方程 的 另外 一 个 解 
4 站 一 4SinfRE 十 wT 
其 中 a 二 a 一 he。 、 
奉 应 用 变换 《2 )， 则 
Pp*— Asin(RI*+ a)+e 


显然 ， 这 表达 式 不 是 系统 运动 方程 的 解 。 1 
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5.6.5 Noether 定理 及 其 逆 定 理 


1].。 Noether 定理 

定理 1 设 给 定 的 有 限 群 G, 的 无 限 小 变换 (5.6.6) 是 完整 
保守 系统 的 准 对 称 变换 ， 那 么 此 完整 保守 系统 存在 ” 个 线性 独立 
的 第 一 积分 ， 形 如 


了 十 >》， BE +A, (=1,°*,r) 
i=1 : 
(5.6.29) 
这 里 Ef=&f 一 gi (一 To) 
证明] 因为 给 定 无 限 小 变换 〈5.6.6) 是 准 对 称 变换 ， 有 
《2 
d 
AS+1 qf “At)di=0 


fi 
py 


考虑 到 式 (5.6.11)， 以 及 A1= 二 》, es。1” ， 我 们 有 


让 三 
了 2 rr 7 
d 3 OL < ，。 
> {re + 之 Ft | 
il =]1 r 三 工 
md Lr or ) 
a zat 


因为 积分 域 是 任意 的 ， 而 *。 彼此 独立 ， 因 此 对 完整 保 守 系统 的 
真实 轨道 ， 我 们 有 


d 0 - OL aa 1'od _ 
dl Le 1 9G “1 4 j= 0 
或 
Le LL- 
Les+ 5 地 时 二 1 一 Co (a=1,.",7) | 
:=1 


定理 1 就 古 桨 名 的 Noether 定理 。 在 + =1 的 情形 ， 第 一 积 
分 有 形 
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LAt+ 5 9 tA4=AC (5.6.30) 
:二 1 


某 些 作者 在 文献 中 把 满足 对 称 变 换 ， 而 不 是 谁 对 称 变 换 作 为 
条 件 的 定理 1 称 之 为 Noether 定理 。 这 了 时， 我 们 证 明 的 定理 可 
以 称 之 为 广义 Noether 定理 。 

例 5 质量 为 的 质点 在 均匀 力 场 中 补 直 线 运动 ,， Lagrange 
冰 数 有 形 

L = m+ hy 
其 中 = 二 const. 。 

无 限 小 变换 圭 =f,，x*=x+e 是 淮 对 称 变 换 。 因为 由 式 

(5.6.23) 有 


上 尺 一 一 -和 (Ai) 


即 A4= 一 eht. 按 定理 1 , 我 们 有 形 如 (5.6.30) 的 第 一 积分 ， 
即 
mz%~— ht=C | 
2. Noether 六 定理 
研究 带 Lagrange 霄 数 工 二 上 (i,g,0) 的 力学 系统 , 它 的 Hess 
行列 式 


[i;| = 


02L | 
09:009: 7 0 


这 时 存在 矩阵 到 =| 访 站 的 道 矩阵 五 -!=]|h;; 必 。 因 此 


六 有 一 Di 
1=1 
假设 已 知 完整 保守 系统 的 ?个 线性 独立 的 第 一 积分 
人 0109) 二 Co， (2 一 1 7) (5.6.31) 


我 们 设法 寻找 相应 的 无 限 小 准 对 称 变换 
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a 


i*=t+ > £6 (1,g,0) (5.6.6) 
r=1 
qt(t*)=gi(t)+ >》 es (1,9,0), (2 = 1,*%,n) 
=1 


对 于 完整 保守 系统 来 说 ， 其 任意 轨道 必须 满足 
d HL aL 


| 
因此 
“/d 6r OL 
(5.6.32) 
这 里 6 一 上 — G8, 《2 一 1 ,nN A=1,* ,ry) 


在 式 〈5.6.31) 两 端 对 时 间 求 导 ， 并 与 式 05,.6.32) 相 加 ， 


eT 5 6.33) 


7 0g; j=1 
” 一 2 2 2 
一 》， ( -2 上 OL so + OL ja) = 
i 00g: 09709; 00;059; 0g: 


很 明显 ， 沿 任意 轨道 ， 所 有 9; 的 系数 应 为 零 ， 即 


Ba D2 一 . 
- -一 - 一 一 一 一 一 ,二 0， 一 1] 9 以 一 工 ss py 
0g; :1 04709; * “J ) 


解 上 面 方程 组 ， 我 们 得 到 


§1 = 9 hi 02 ，， (2 =1, 7 CX 一 1,wey7) 
i=1 0g}; 
(5.6.34) 


一 438 一 “ 


现在 令 D"=Lés+t 1 i 于 十 2 (5.6.35) 


堵 么 si=L"!'( D" -三 涌 D0 7 一 4 )， (2 一 Tv7) 


(5.6.36) 
如 果 已 由 式 (5.6.34) 单 值 地 确定 ， 当 函数 DD 已 知 时 ， 那 
么 量 £1 能 求 出 精确 到 任意 函数 4 二 4 (0q)。 这 意味 着 ， 选 具 
体 的 函数 4 (a 二 1,…,+)， 我 们 得 到 确定 的 维 对 称 变换 。 特 别 
地 ， 置 ** = 二 0(a= 二 1,*…、，、7)、 我 们 得 到 


(Dl 
和 (5.6.37) 

将 式 (5.6.35) 代入 式 (5.6.33) 中 ， 根 据 命 题 3 可 知 ， 求 出 的 
无 限 小 变换 是 准 对 称 变换 。 因 此 ， 我 们 得 到 下 述 定 理 。 

定理 2 如 果 已 知 完整 保守 力学 系统 的 ?个 线性 独立 的 第 一 
积分 ， 那 么 由 式 〈5.6.6)，(5.6.34)，(5.6.36) 确定 的 无 限 小 
变换 是 系统 的 准 对 称 变 换 。 

显然 ， 由 定理 2 求 出 的 变换 是 非 单 值 的 。 

推论 ”如 果 已 知 完整 保守 力学 系统 的 ?个 线性 独立 的 第 一 积 
分 (5.6.31)， 那 么 系统 存在 由 式 (5.6.6)，(5.6.34)，(5.6.37) 
确定 的 唯一 的 无 限 小 变换 是 系统 的 对 称 变 换 。 

我 们 称 定 理 2 为 Noether 定理 的 逆 定 理 。 

应 用 定理 2 的 推论 ， 我 们 来 研究 一 个 例子 。 限 于 + 二 1 的 情 
形 ， 而 末 知 的 变换 表 为 形式 


I* =i+ As, gi(t*)=g;(t) + Ag: (5.6,.38) 
其 中 Al=eéo, Ag;=0g; + G9; At, O00; = ee 
例 6 研究 例 4 数学 摆 的 小 振动 。 显 然 ， 系统 有 第 一 积分 


ml (P+ p29) 一 万 
表示 摆 的 机 械 能 祥 恒 。 这 里 ，D = 二 mi (9? + p20?)。 
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由 式 (5.6.34)， 有 


由 式 《5.6.37)， 有 
2c002 op2y 一 
2 一 过 - (Dt:)=L -112 (P24 pip? 29?) 
这 于， 利用 式 ‘5.6.38)， 我 们 求 得 
Al=—2e, AV=eé,+PpAt=—0 
这 样 ， 在 给 定 情形 中 ， 变 换 读 =i 一 2e，9*( 诸 )= 二 9(t) 是 系统 的 
对 称 变 换 。 | 


5.6.6 力学 中 基本 守恒 定律 的 推导 


利用 作用 量 中 被 积 国 数 的 类 型 ， 借 助 于 Noether 定理 ,可 找 
到 完整 保守 系统 的 每 条 轨道 保持 为 常数 的 函数 ， 亦 即 守 便 定律 。 

1. 能 量 守 恒定 律 

我 们 研究 当 力 学 系统 的 Lagrange 国 数 不 明 显 依赖 于 时 间 ， 
即 工 = 二 L(g,6) 的 情形 ，Noether 定理 给 出 什么 。 

对 的 独立 性 意味 着 ， 积 分 (5,6,4) 在 通常 意义 下 ,相对 于 
无 限 小 变换 

i*=ii+e, g(t*) =g;(i), (2=1,°* ,0) 

是 不 变 的 。 事 实 上 ， 式 (5.6.23) 的 左边 等 于 零 ， 因 此 AX==0。 
由 式 “5.6.30)， 我 们 得 到 运动 方程 的 第 一 积分 有 形 


~ 6L 
之 0g: 
这 个 关系 ， 众 所 周知 ， 称 作 广 义 能 量 积 分 或 者 Jacobi-Painlevé 
积分 。 
对 于 稳定 系统 ， 式 (5.6.39》 给 出 通常 的 机 械 能 守恒 定律 
2， 广 闵 动 量 守 恒定 律 
设 志 不 依赖 于 坐标 91，，… ,9:， 亦 即 它们 是 循环 坐标 。 在 此 铺 
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Gi—L=C (5.6.39) 


形 中 ， 无 限 小 变换 
1* =, do 一 go 十 es， qi =4i， (%X 一 HI37 一 ”十 1 ,nN) 
使 作用 量 为 不 变 的 ， 因 为 在 这 种 情形 式 〈5.6.23) 左边 等 于 零 。 
利用 式 “5.6.29)， 我 们 得 到 ?个 第 一 积分 
= 或 ps, 二 Cs， (X 一 To，7) (5.6.40) 


亦 即 ， 由 Noether 定理 得 到 ， 相 应 于 循环 坐标 的 广义 动量 在 系 
统 运 动 时 保持 为 常数 。 容 易 证 明 ， 系 统 的 动量 守恒 以 及 动量 官 守 
恒 都 可 由 对 循环 坐标 的 等 式 (5.6.40) 而 得 到 ， 因 此 有 下 面 的 结 
论 。 
命题 6 ”如 果 广 义 坐 标 9: 是 这 样 的 ， 使 系统 象 整体 一 样 在 方 
呵 dg 上 移动 ， 而 所 有 外 力 在 这 方向 上 的 投影 之 和 等 于 零 ， 那 么 
按 Noether 定理 ， 由 工 相 对 于 无 限 小 变换 
ti*=i; gi =g;, 11l; 907 一 0 十 
的 不 变性 ， 引 出 系统 动量 在 方向 do 上 的 动量 守恒 定律 
L 
7 7 
命题 7 和 如果 广义 坐标 gi 是 这 样 的 : 使 dq 相应 于 系统 绕 
菜 个 轴 的 转动 ， 而 相对 这 轴 的 外 力矩 之 和 等 于 零 ,那么 根据 Noe- 
ther 定理 ， 由 Lagrange 函数 相对 于 无 限 小 变换 
t*=t; gi—gi, tl; gi=git+e 
的 不 变性 ， 得 到 系统 相对 于 这 轴 的 动量 矩 守恒 定律 ， 形 如 
L 
和 


(5.6.41) 


(5.6.42) 


5.6.7 Noether 定理 的 推广 形式 
1. 广义 Noether 定理 
设 力 学 系统 的 位 形 由 7% 个 广义 坐标 g1,… ,gs 来 确定 , 并 受 有 
8 个 一 阶 非 线性 非 完整 约 束 
j= felt,qg,0)=0, (P=1,*,p) (5.6.43) 


根据 Appell-deraea 定义 (1.4.10)， 广 义举 标的 变 分 69 必须 
满足 


> ， 0 00i 一 [ (5.6.44) 


{1 2 
对 一 阶 非 线 性 非 完整 系统 ， 我 们 有 广义 Noether 定理 `*')。 
定理 3 设 对 给 定 的 非 完 整 系统 ， 无 限 小 群 变换 〈5.6.6) 是 
广义 准 对 称 变换 ， 同 时 这 些 无 限 小 变换 又 满足 Appellj-UeraeB 
定义 ， 则 此 非 完 整 系统 存在 ?个 线性 独立 的 第 一 积分 ， 形 如 


O04, — 
Leé’ + 》, 太一 2 (a==1,* ,ry) 


(5.6.45) 
其 中 67= $1 一 51。 
[证明 ] 如 果 无 限 小 群 变换 (5.6.6) 是 广义 崔 对 称 变换 ， 则 


2 


人 > 十 1 AN Si | 到 = 


f 二 1 


考虑 到 式 (5.6.11)， 我 们 有 
£2 了 
| Se 本 (Ler+ 允 遇 


上 


1t: =1l 
工 重 辫 -0 je (5.6.46) 
因为 无 限 小 变换 式 〈5.6.6) 满足 Appell-UeraeB 定义 ， 故 
> Df 8 =0, (C=1 ,ey; p=1,*,p) 
i=1 00 
: (5.6.47) 
5| 入 Lagrange 厂子 ， 我 们 有 
> 。 .5 1a >， A (5.6.48) 


a= 1 f=1 
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将 式 (5.6.46) 和 (5.6.48) 相 加 ， 有 
| 2 和 (Le + De + A ) 


£1 人 一 二 


中 
d Of 0 — 0; — > 9 


-下 新 -六 
人 at dt O60: Og: gi ; 


此 夭 统 的 实际 ， 我 们 有 


当 & 二 1 时， 定理 1 进化 为 如 下 推论 。 
推论 1 只 要 无 限 小 变换 的 生成 函数 生生 以 及 规范 函数 


A 满足 
> ACG gg) fo(1,49,9)J=0 (B=1,", 8) 
i=1 

(5.6.49) 

aL - 3 一 87， . 

> Gg; + 六 人 (5 a 
t=} i=1 

十 下 0 tA(t,g,0) =0 
i=1 


则 非 完整 系统 存在 守 蚀 量 


DT ”or ): 
Ss 

> O00: ~ ( 和 90r 9 so Ons 
(HD.6.51) 


(5.6.50) 


是 非 线 性 非 完 整 系 统 Noether 定理 的 一 种 特殊 形式， 其 
中 我 们 称 式 (5.6.49)、(5.6.50) 为 广义 Noether 等 式 50 .由 推 
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i 


论 1 ， 我 们 可 以 得 到 非 完 整 系统 经 典 的 守 便 量 。 例 如 
(1) 取 生 =0， 乌 =1，4 二 0， 则 厂 义 Noether 等 式 退 化 为 


-、D OL 一 
和 Ber 0:™ 《月 一 1 C); ot 0d 
守恒 量 成 为 


0 
之 0g: 1 
由 此 ， 我 们 显然 可 以 得 到 关于 广义 能 量 积 分 的 判定 定理 , 即 $5.1 
的 命题 3 。 
(2) 假设 广义 力 有 势 ， 即 0;:= 一 0。 取 =1， 其 余 =0 
(和 关 1)， 并 且 5 = 14=0， 则 广义 Noether 等 式 成 为 


Ofs oL 
一 0， -一 一 一 一 一 
0 1 _ O08: ' 
守恒 定律 (5,6.51) 成 为 
dL 
GG 


亚 然 ， 这 就 是 相对 于 循环 坐标 g1 的 循环 积分 或 者 说 广 义 动量 守 
但 律 。 : 
当 系统 是 完整 非 保 守 系 统 时 ， 定 理 3 退化 为 下 述 推论 。 
推论 2 设 对 完整 非 保 守 系 统 ， 无 限 小 变换 (5.6.6) 是 广义 
维 对 称 变换 ， 则 此 系统 存在 ?个 线性 独立 的 第 一 积分 ， 形 如 


“OL- | 
Lés+ > Ba ith Co, (X 一 1 7) . 
;=1 : 


(5.6.52) 
其 中 ?=&17 一 ;51。 
这 就 是 完整 非 保守 系统 的 广义 Noether 定理 。 当 a=1 寺 ， 
是 Duki6:1 和 Vujanovics87 推广 的 Noether 定理 的 形式 。 
2. 广义 Noether 道 定理 
对 于 非 完 整 系统 ， 同 样 可 以 由 已 知 的 第 一 积分 ， 来 寻求 相应 


一 004 一 


的 无 限 小 广义 维 对 称 变 换 。 
假设 已 知 非 完整 非 保守 系统 的 ?个 线性 独立 的 第 一 积分 
D" (1,g,0) =C,, (a =1,*,) (5.6.53) 
对 于 所 研究 的 非 完 整 系统 来 说 ， 其 任意 轨道 必须 满足 


d Lr or S ,0f 


df G0: 0g: Ui FO0: 


二 0， 


天 只 
qd or 6 ， Ofs Niza 
二 人 di Gg; 09; 一 人 和 ‘8 Og; ) =0 
(5.6.54) 
在 式 5.6.53) 两 端 对 时 间 求 导 ， 并 与 式 5.6.54) 相 加 ， 有 


# g 
dd pa qd 0 6 Of a Yze 
dt 忆 一 > ( dz 07; 00; — 入 A i 00; 1 一 9 


(2 一 1，…7) (5.6.55) 
将 上 去 表示 为 展开 式 ， 有 


& py - 
B=1 0g: 
很 明显 ， 沿 任意 轨道 ， 所 有 9; 的 系数 应 为 堆 ， 即 
DLL” - OL 


00 全 09;00: 


(7=1,° ,Ns C=1, 7) 


解 上 面 的 线性 方程 组 ， 我 们 得 到 
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_ ”和 分 门 * 
Fi 六， 全， (一 1 一 17) 
人 00 
(5.6.56) 
wp 
令 D"=Lés+) Bo + (5.6.57) 
:三 1 
那么 
a _ 一 | T Orxzo -一 让 
£0 = 上 L iD 2 00: 和 ;一 人 |)， (=1," 7) 
(‘5.6.58) 


显然 ， 式 (5.6.56)，(5.6.58) 和 式 (5.6.34)，(5.6.36) 在 形 
式 上 完全 一 样 ， 因 此 求 出 的 无 限 小 变换 (5.6.6)〉 是 不 唯一 的 。 

对 于 非 完整 系统 来 说 ， 其 广义 坐标 的 变 分 必须 满足 Appelil- 
UeTaeB 定义 (5.6.44)， 即 必须 满足 


好 


~ fs ry 


将 上 式 和 式 (5.6.57) 代入 式 (5.6.55)， 并 整理 有 


江 - cfd 0 6r zs 
[+ Og 二 Ta 


“1? 


Og:; 
一 一 -一 一 一 ) (以 一 1，…。,7) (5.6.59) 


根据 命题 5 知 ， 我 们 求 出 的 变换 是 系统 的 广义 准 对 称 变换 。 于 和 古 
我 们 得 到 如 下 定理 。 

定理 4 如果 已 知 受 一 阶 非 线性 非 完 整 约束 (5.6.43) 的 非 
保守 系统 的 ?个 线性 独立 的 第 一 积分 ， 那么 由 式 (5.6.6)， 

(5.6.56)，(5.6.58) 确定 的 无 限 小 变换 ， 只 要 满足 Appell- 

deraeB 定义 ， 必 是 系统 的 广义 准 对 称 变换 。 

这 就 是 非 完整 非 保守 系统 的 Noether 逆 定 理 。 它 在 形式 上 
与 完整 保守 系统 的 Noether 定理 中 相应 的 公式 一 样 , 但 现在 米 出 
的 变换 必须 满足 Appell-deTaes 定义 这 个 限制 。 如 果 去 掉 这 个 
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限制 ， 我 们 便 得 到 完整 非 保守 系统 的 Noether 逆 定 理 。 

推论 ”如 有 果 已 知 完整 非 保守 系统 的 > 个 线性 独立 的 第 一 各 
分 ， 那 么 由 式 (5.6.6)，(5.6.56)，(5.6.58) 确定 的 无 限 小 变 
换 ， 必 是 系统 的 广义 准 对 称 变换 。 

例 7 Appell-Hamel 例 。 

考虑 一 质量 为 mx 的 质点 ， 在 重力 作用 下 的 运动 ， 所 受 有 非 线 
性 非 完 整 约束 为 

了 一 2 一 4CX2 十 7 一 0 

学 统 的 Lagrange 国 数 为 


L = Fm(t ty +i) meg 


令 4 一 49 一 93 一 了 
出 = mG + 1G) —meg 
且 7 三 =0 一 OO2)112 一 0 
在 取 é0 = 三 0， = 二 和 和 = 二， Sa iE 
£6 二 0，> :一 一 多 :一 4 9 $3 一 
yf2 2 
由] 
3 9f - 3 of 
和 09; ep BG ‘sidise ) = 00 (G1 tgG) 7 
1 .，,， ，、 |，， 1 , 1 2 1 
+ S492 (4 +9:) = [ag +9:) “一 2 二 一 本 7/ 一 0 
3 3 
af - .， 
Ss 让 了 A 
:1 := 1 
a ja 和 十 站) 2 ) 
1 02 1 2 0 
,2 5; fi 
git) 
a(g1+gq:) dj 六 0 
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即 我 们 引进 的 无 限 小 变换 满足 Appell-HeTaeB 定义 。 假 设 此 变 
换 是 三 义 维 对 称 变 换 ， 则 


1 =1 7 三 1 09; 09: 
一 一 (a=1,2) 
印 N= mg — md + + G1) 
让 2 一 一 和 G192—914? 
&: 
N= m+) + mag 久 一 一 7 
因此 ， 系 统 存 在 守恒 量 
3 
Les+ 2 -人 Co， (zx 一 12) 
i=1 
上 
Sm(Gi+t+) +72&0 一 CC， 
和 
ob 一 7 一 )+ mg 6 j 一 闻 人 一 二， 
上 G1/G2=C3 
其 中 Ci= ~—C,/m =const. 
由 这 两 个 第 一 积分 ， 我 们 立即 得 到 系统 的 运动 轨 线 。 代 回 原来 的 
直角 坐标 为 


CjilCET+1)02(XY 一 %) (CTDI2Y 一 0 一 Ca0z 一 20) 
其 中 xo， yo, 加 是 系统 在 寺 =0 时 的 位 置 坐 标 。 
下 面 我 们 来 应 用 非 完 整 系 统 的 Noether 逆 定 理 。 对 Appell- 
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Hamel 系统 ， 显然 成 江 
yp . 
> 2 一 - 了 一 0， at 0， (一 0， (t=1,2,3) 


即 系统 存在 广义 能 量 积分 


1 1 
TH Git G2 +9s) 十 megqs 一 了 (二 const。 


所 以 
1 ,2 。 “2 l 

刀 二 本 Mg 二 Ya 十 ga) 十 ARE 
A Dl, Dl D1, 
于 O09! 2 di 0g? 2 “42， 003 2 3 
又 064 yp oF — 

O01 yl O02 df2， 05 (3 
02L 

故 有 00;00， MtoOj;, (t=1 2 3) 

hi = (1=1, 2, 3) 

1 pm 


1 
取 1 一 一 加 (从 十 如 十 如 ) 十 M293 


则 二 0。 考 虑 到 式 (5.6.12)， 有 有 
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-4 .-- 


1 ， 1 . . 
F171 :一 2 6 二 了 了 03 


He 


容易 验证 5 全 1 2, 3) 满足 Appell-HeTaes 定义 ， 改 所 求 广 
义 准 对 称 变 换 为 
1] . 1 . 
1* =1, gi=g+ ed Gd: = qt 7 ed) gs dst 7 Ys 
这 恰 是 前 面 为 求 第 一 个 守恒 量 而 引进 的 无 限 小 准 对 称 变换 。 | 


S5.7 力学 系统 的 积分 不 变量 


众所周知 ， 守 恒定 律 在 力学 与 物理 学 中 起 着 重大 作用 。 特 别 
是 由 Poincarge'2 首先 引出 的 所 谓 积分 不 变量 具有 重要 价值 。 
Poincare 为 了 研究 天 体 的 运动 ， 尤 其 是 三 体 问 题 中 崭 近 的 和 双 
渐 近 运动 的 稳定 性 ， 广 泛 应 用 了 积分 不 变量 。Chazy 借助 积分 不 
变量 理论 在 三 体 问 题 中 得 到 新 的 结论 。Wilkins 的 研究 借助 积分 
不 变量 给 出 了 研究 流星 和 慧 星 运动 的 重要 结果 。 积 分 不 变量 在 统 
计 物 理学 ， 量 子 力 学 及 微分 方程 的 定性 理论 中 获得 了 应 用 。 
设 有 党 微分 方程 组 
Xi 
dz 


它 可 了 研究 作为 % 维 空 间 中 带 有 坐标 x1,，…,， Xs 的 点 的 运 动 。 如 果 
研究 这 样 的 一 些 点 ， 它 们 在 初始 时 刻 占据 避 维 区 域 Do， 那 么 在 
后 续 时 刻 它们 也 将 占据 维 区 域 Do, 方程 (5.7.1) 的 某 个 解 组 
沿 这 个 区 域 计 算 的 在 重 积分 ， 如 果 在 任何 时 刻 保 持 自己 的 值 ， 按 
Poincare 的 定义 称 之 为 大 阶 积分 不 变量 ， 

如 果 积 分 不 变量 对 初始 条 件 的 任 选 区 域 具有 不 变性 的 性 质 ， 
那么 称 它 为 绝对 积分 不 变量 。 如 果 积 分 区 域 应 是 封闭 的 ， 那 么 相 
应 的 积分 不 变量 册 做 相对 积分 不 变量 。 


二 i1(X)) +o0, Xns /) ， (2=1, “""， 1 ) (5.7,.1) 
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5.7,1] Poincaré 一 阶 线 性 相对 积分 不 变量 


1， 存在 Poincaré 线性 积分 不 变量 的 充分 条 件 

如 果 把 带 % 个 自由 度 完 整 保 守 系 统 的 运动 解释 为 相 点 在 2% 
维 状 态 空间 中 的 运动 ， 则 可 由 有 amilton 正则 方程 来 摘 述 。 

定理 1 在 2% 维 相 空间 (gi, …, qs， 力 ，…，z 力 对 由 五 ami- 
lton 正则 方程 四 


站， fi — Gu (i=1, +, 1) (5.7.2) 
决定 的 完整 保守 系统 的 运动 来 说 ， 存 在 如 下 的 相对 线性 积分 不 变 


量 


n= fpr (5.7.3) 


证 明 ] 我 们 计算 了 amilton 作用 量 从 一 个 真实 轨道 过 渡 到 
男 一 个 真实 轨道 的 等 时 变 分 。 每 一 个 轨道 我 们 用 某 个 参数 < 来 
确定 ， 它 依赖 于 相 点 的 初始 位 置 ， 亦 即 由 广义 坐标 2 及 广义 动量 
乡 的 初始 值 给 定 的 系统 的 初 值 状态 。 我 们 有 


sf Ldt -三 ( 莹 Oh grt 0 bg: )u 


0g: 09; 
又 对 等 时 恋 分 来 说 ， 变 分 和 微分 运算 成 立 交换 关系 
d 
0gi = 09 
又 汰 虑 到 
0L d oL C OL 
00 和 dt (3 04g ) | 5 89， 
因此 


天 HL 
| 人 > | 一 2 30, 09 
t=ft» :=1 


:= 
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了 
/OL d 07 , 

和 (a 5 Jogdt 

因为 这 些 邻 皇 轨 道 是 真实 的 ， 那 么 当 沿 它们 运动 时 ,应 足 Lagra~ 

nge 方程 ， 故 这 时 


| Ldi = -二 0 卫 -7 OL 5 09 
或 者 过 + 渡 到 广义 动量 


中 Ldf = Don] 一 三 poor| (5.7.4) 
i=1 


i=f1 


f= £1 
9 
于 是 式 (5.7.4) 可 写成 
9 、 好 
da Bt, a)da = 一 pa -pg | 
l 二 了 2 :=1 fi 二 £| 
或 者 
Bt, a) = 5 pidg: | -5 prog: | (5.7.5) 
ff 二] f= #2 :二 1 上 二 fi 
这 里 


2 
DH, a) = Ldr 


我 们 想象 相 点 的 初始 位 置 的 封闭 逻 磨 Co， 它 依赖 于 参数 a。 我 们 
LC。 上 的 每 个 点 作为 始点 建立 相 点 的 轨道 ， 正 好 得 到 某 个 管 形 
轨 掉 。 每 个 时 间 t 值 相 应 干 管 形 轨道 的 荣 个 截面 〈《 相 点 的 某 个 封 
闭 轮 万)。 为 了 使 系统 初始 状态 的 轮 廊 是 封闭 的 ， 参 数 a 应 是 另 
一 参数 的 周期 国 数 ， 即 初 值 1 与 终 值 ws 应 重合 
2 1 一 Ci; 
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2 


sec 4)=| 9, «) =0 


1 


因此 ， 由 式 (5.7.5)〉 知 
| ] > pidg: 一 I >, pi8g;:=0 
:=1 r=] 
这 里 工 与 工分 别 代 表 相 应 于 时 刻 二 及 二 的 管 形 轨道 截面 的 封闭 
轮 麻 。 因 此 ， 对 任意 时 绑 有 
! 一 | > ， pi0g;: = Const. : | z 
i=1 


我 们 所 得 到 的 积分 不 变量 称 为 Poincaré 一 阶 线性 相对 积 分 
不 变量 ， 或 者 Polincaré 线性 积分 不 变量 。 
注 关 ， 有 些 书 1 将 Poincaré 线性 积分 不 变量 记 作 


n= 中 3 pa (#) 
:二 1 


事实 上 这 和 式 (5.7.3) 是 一 回 事 。 这 是 因为 ，?| 进 参数 ww， 则 
qi=qi(t, 0), (2=1, ,1%) 
在 计算 (*) 式 时 d 代表 的 是 状态 空间 微分 ,时 间 变 量 是 不 变 的 ， 
外 〈*) 式 可 表 为 
汪 燥 了 ， 
7 :一 | > pidg; = 4 Dp da 
+: 三] :=1 
而 考虑 到 


0 
一 Ha do 


故 式 (5.7,3) 成 为 
7= 中 > ,pidg: 二 | > ， pi do 
?二 1 f= 三 1 
在 本 章 中 ， 我 们 均 采 用 符号 “8”， 不 采用 符号 “4”， 以 便 不 与 一 般 


一 013 一 


微分 的 概念 相 混 交 。 

2。 存在 Poincaré 线性 积分 不 变量 的 必要 条 件 

前 面 已 证 明 ， 对 Hamilton 方程 组 ，Poincaré 积分 不 变量 
是 存在 的 。 下 面 我 们 证 明 相 反 的 结论 。 

定理 2 如果 微分 方程 组 


i vy d i 
4 ~ Oh, 4 ， 及 ,= 已 (人 gq, $)， (2=1,*,%) 


(5.7.06) 
具有 Poincaré 线性 相对 积分 不 变量 L， 那么 它 一 定 有 Hamilton 
正则 方程 的 形式 。 


-7 = | > 0g: + | Dp 
异 助 分 部 积分 法 有 


oo pr |p 


SE 0p;)= 0 


7 dp 
0 = 中 工人 dt 

残 者 根据 方程 (5.7.6) 
PE Pg-0pn) = 


由 于 积分 轮 廊 是 任意 的 ,那么 被 积 国 数 力 是 基 个 国 数 一 产 ( 六 9， 力 ) 
的 变 分 


> (PiBg: —0:8p;) = 一 5 末 ( 坟 9， 力 ) 
1=1 
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即 
8H oH 
Ci opi” “1 Ogr 
由 定理 1 和 定理 2 可 知 ， 微 分 方程 组 (5.7.6) 为 Hamilton 
正则 方程 的 充 要 条 件 便 是 存在 Poincare 一 阶 线性 相对 积分 不 变 
量 (5.7.3)。 


(2=1, **, 1) | 


5.7.2 高 阶 积分 不 变量 


1. 高 阶 积分 不 变量 
我 们 变换 表达 式 (5.7.3)。 因 为 


rt 


0>， Pig: = > (giO pi Pidg:) 
:=1 


:=1 
但 P85 pq:=0 
fr 二 1 
因此 
b ap= 一 4 
:=1 
下 


1 {< / 
na pg -gp (5.7.7) 


应 用 Stokes 定理 ， 有 


oF. Oy 
OY OX 


-ee Vdx + Fy(x, dy 一 人 


人 


Jaxdy 
这 里 o 是 由 封闭 轮廓 C 限制 的 任意 曲面 。 于 是 , 式 (5.7.7) 变 为 
=31| 2 > dpidg: =|| > 0pidg: (5.7.8) 
ov r=1 IT :=1 


最 后 的 积分 我 们 记 作 7,， 并 称 之 为 二 阶 线性 绝对 积分 不 变量 或 二 
阶 积分 不 变量 。 
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Cartan' “借助 于 他 建立 的 外 形式 方程 证 明了 存在 更 高 阶 的 ， 
一 直到 2 % 阶 的 积分 不 变量 ， 有 形式 


To 人 “* | > Pdgnd pizdgio dpirdqir (5.7.9) 
2R~—1 ff2"19 
(R=2, ***, Nn) 


Te 人 2 Sprdond pidgi dpirdgin 
A (p=2, °°**, 1) (5.7.10) 
奇数 阶 不 变量 是 相对 的 ， 伪 数 阶 不 变量 是 绝对 的 。 此 外 ， 如 果 沿 
计算 I2m-1 的 轮廓 是 对 了 的 积分 区 域 的 边界 ， 则 有 
Tam 2m- 1 (Ho—=1, +s 1%) (5.7.11) 
在 此 以 及 上 一 小 节 确 定 的 积分 不 变量 也 称 做 万 有 积分 不 变量 
或 通用 积分 不 变量 ,因为 它们 不 依赖 于 Hamiliton 了 负数 H(i, g, 乡 )， 
因此 对 任何 Hamilton 系统 都 是 对 的 。 
2. Liouville 定理 
表达 式 
(ffopogdpedadpd. 
也 是 积分 不 变量 ,在 统计 物理 学 中 有 重大 价值 并 被 称 作 Liouville 
积分 不 变量 ， 它 表示 对 任意 时 肇 相 空 间 的 体积 的 不 变性 。 
定理 3 (Liouville 定理 ) fHamilton 正则 方程 所 决定 的 相 空 
间 的 状态 变化 保持 相 体 积 不 变 ， 即 


7 下 p10g10 p2092"0 padg, (5.7.12) 


是 绝对 积分 不 变量 。 
在 证 明定 理 3 之 前 ， 我 们 先 讨 论 交 阶 积分 不 变量 的 理论 。 设 


了 -| | dx POXIOX Xm (5.7.13) 


按照 状态 方程 
— 516C— 


QU Cw,, oo, x £), (t=1, 0", 1K) (5.7.14) 


dr 
在 +:+1 维 空间 中 变化 ， 现 在 来 看 看 若 要 使 I 是 积分 不 变量 ， 则 
Mf 必须 满足 什么 条 件 。 


假设 式 (5.7.14) 的 通 解 为 
Vi 一 Mi Cn (7 一 1，。%…。, 112) (5.7.15) 


其 中 CI 你 兽 为 积分 笛 数 。 对 每 一 个 运动 来 说 ， 以 1 xn 不 
变化 ， 与 时 间 无 关 。 于 是 ， 我 们 可 将 了 用 Jacobi 积分 表 示 如 下 
7 二 人 did .dc 


和 DCXI， C2, CQ) 
上 式 & 的 积分 限 不 是 时 间 # 的 羡 数 ， 积 分 的 区 域 是 任意 设 定 的 。 
因此 ， 有 积分 不 变量 的 充 要 条 件 是 
| MIC es Km) j= (5.7.16) 


-a J POC, 0 ,, see ， C 


全 OX OX2 到 ONXm 
Do Qa ON! 


OX ONz OXm 
J Km) Ba Boas" Ga, 


O01, Us, **e, Cm ) 


涡 才 者 和 


OXx! OX Oxm 


Ba, Oam Da 
d / Ox; 0x; OX; OXx 
因为 di (Fe )= Oo; 之 0XK OQ; 
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Do 一 OX bx DYn 
2, OXk Oa OR! 


Ox1 CC OX Orr ,Own 
2 OX Oo 00, 


学 志 直人 


DXi 3 ON, OXe Oxm 


OQ OXe Om Om 
OXI OX2 ,es 5 OX,, OXx 
Oba: Oa A OXk Di 
Oxt Ox2 5 OX Ox 
二 "十 |0xy Oa, pe OXxk AO; 


OX1: OX , 5 OX, OXxk 
OU nm OC k=1 O Xk DC 


- 蜂 )7 (器) 锋 ) 


| 


-( 工 党 -7 (5.7.17) 
由 式 (5.7.16) ,有 
dM yd - \ 
J -a + M0 (5.7.18) 


将 式 (5.7.18) 代入 式 (5.7.17) 中 ， 有 


7 (TP)7 = 


Bd 
6 oM 
Bx, “MAT+ 3 一 0 (5.7.19) 


i=1 
因此 ， 我 们 有 如 下 命题 。 
命题 1 常 微分 方程 组 (5.7.14) 具有 加 阶 绝对 积分 不 变量 
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(5.7.13) 的 充 要 条 件 是 ， 畏 数 冯 满足 式 (5.7.19)。 

对 十 Hamilton 力学 系统 的 相 积 分 (5.7.12) 来 说 ， 与 式 
(5.7.13) 比较 可 知 

M 一 271，J 一 1， 而 式 (5,7.14) 成 为 


dr: 6068 
dr Yi TT op: EJ (2 一 | *, 6) 
- dxi 。 a 。 
;一 df 本 有 D7;_， ,| (z 一 天 十 工 ， 9 2 用 ) 


将 这 些 代 入 式 (5.7.19)、 有 


2n 他 2 7 
9 .、 过 6 18 6 / B68 
Sos -Tg (08) DD ap (gr ) 


:二 n+]1 
-( 9 有 有) 一 
907 500 


即 满 足 式 《5.7.19)， 因 此 由 命题 1 ， 我 们 证 明了 定理 3 。 

由 定理 3 ， 还 可 以 导出 统计 力学 的 基 本 定理 一 一 Liouvilje 
定理 …， 它 是 我 们 用 相 空 间 概 念 处 理 统 计 物 理学 问题 的 基本 依 
据 。 

例 1 谐振 子 的 运动 用 方程 

d+ wg=0 
来 描述 。 求 其 解 ， 我 们 有 
& =C1sinwi + C2cosoi 
这 里 C, 和 C: 是 依赖 于 初始 条 件 的 常数 。 

在 计算 积分 不 变量 时 ， 可 引出 参数 不 直接 对 初始 条 件 而 是 对 

刃 一 些 由 初始 条 件 确定 的 量 的 依赖 关系 。 因 此 ， 我 们 选 

Ci=pPpcosa, C,= bpsina (&) 
这 时 在 计算 二 时 5 二 po， 而 计算 7 时 2 由 0 到 5 变化 ，2 = 
const.，2 由 0 到 2 变化，。 


此 系统 动能 有 形 为 了 = 了 dp:， 因 此 
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p= 87 Tao cos -Casinot) 
下 面 来 计算 积分 不 变量 


2 3 2 工 
11 一 Pbg = | Dp -da = WP :| (COSACOSwI 
- 1 - 


-一 0DSInaSInot) (bcosacoswt— sinasinwi)da 一 0003 开 


而 
Po 2 
_ 0(p, 9) 
=) | jt doda 
其 中 
Op,9) ， 
je A) La 
因此 
Po AT 
有 = 人 | awvbpdoaa=abopiz I 
0 0 


5.7.3 正则 变换 与 积分 不 变量 
1。Poincaré 定理 


定理 4 二 阶 绝对 积分 不 变量 三 = 人 | 


2.3pi89: 在 坐标 的 
Di=1 
正则 变换 下 是 不 变 的 ， 即 


i Bopo0 = 2 OPOOn (5.7.20) 


因为 积分 区 域 2 是 相 空间 中 的 任意 二 维 曲 面 、 闭 
么 为 表征 相 点 在 曲面 上 的 位 置 ， 我 们 选 两 个 参数 入 及 v ， 以 使 


gi = qi(m, 2) ， p;= pi (14， vy) 
我 们 有 


[证 明 : 
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_O(pi,9:) 
0 pi09:; 一 dC) -——dudyv 


同样 
9(Pi,0,) 


OPS0O: = O14, 0) 


因此 ， 式 (5.7.20) 成 为 


be -ditdv = 人 > Et dudy (5.7.21) 
~ DEA=1 和 


因为 积分 域 D 是 任意 的 ， 纪 sv 是 彼此 独立 的 ， 因 此 式 (5.7.21) 
仅 当 Tacopi 行列 式 之 和 相等 才 是 可 能 的 ， 即 


dadyv 


0(pi,g9) _ 5 OPr, On 
= 9 (5.7.22) 
研究 由 母 函数 Ui(g, 0, 2) 确定 的 正则 变换 ， 我 们 有 
O04 p00 
Dp: dos a 0, 


这 轩 


ee 


Dg; Og Oit T k= 09:004 On 


= OU Og OU 80 
,0 


EA 


Ap: __ OU 0g, ow OU 300 
OV ~ 2 gog Ogi0g« OV + 工 00;00x Ov 


将 所 得 表达 代入 天 (5.7.22) 大 过 将 每 个 行列 式 分 成 两 个 和 
并 在 每 一 行 中 提出 公 因 子 ， 得 


“0(pi,g:) _ ~ Ce GU! GO(gr»g;) 
之 (v0) = 2 2 Ogi:00x O(1,Y) 


十 一 一 一 一 一 

09:00. O(n, J) J 
这 等 式 右边 的 第 一 个 和 等 于 零 ， 因 为 它 不 依赖 于 指标 + 及 天 的 里 
序 ， 而 同时 位 二 其 中 的 行列 式 当 交换 这 些 指标 位 置 时 改变 符号 。 
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Dj Ii) 一 元 O°U, z 0 (Qr ,91) 
之 (27 ，) 之 之 Ogqi:OQO¢ OO(1H,v) 
类 似 有 
OPO) _ ce PU, 0(g1,0+) 
2 0 (2¢ sv) = 一 之 2 .50057 7 
R r=1l1k=1 
因此 


A( i90; oP,, 
D0 = 2 ee : | 

定理 4 又 称 为 Poincaré 定理 。 这 个 证 明 的 想法 是 借用 
Goldstein**? 的 ， 那 里 引用 了 Fi(q, p, 1) 这 个 母国 数 。 用 同样 
的 方法 可 了 乒 究 由 另外 类 型 的 母 函 数 实现 的 正则 变换 。 显 然 ， 考 虑 
到 式 (5.7.8) 知 ， 定 理 4 表 有明 , 一 阶 Poincaré 积 分 不 变量 
‘5.7.3) 在 正则 变换 下 也 是 不 变 有 的 。 

2. 例 

例 2 计算 例 1 的 谐振 子 的 积分 不 变量 在 坐标 的 正则 变换 下 


的 性 质 。 作 为 母 函数 ， 我 们 取 U1 一 万 aog*ctgQ， 这 时 


DC _ 1 ll 502 
80 2 sin0’ ?7 G9 一 409ctgk 


2 sin0, p=V2aw0P cosO 


写 出 简 谐 振子 的 Hamilton 国 数 


oY 
1 .1 1 1 ， 
NH=1+V=7a9 十 可 CC 一 了 力 十 了 Cg 
其 中 c =aw? 是 恢复 力 的 系数 。 写 出 变换 后 Hamilton 轴 数 
-=H=wPcos:O+ opPsin2O = wD 


这 上 时 Hamilton 正则 方程 为 


由 此 得 出 
P=const., 0O=wi+Y, 并 是 书 = 公 ， 这 里 丈 是 振子 的 总 能 
量 。 常数 互 及 7 与 常数 C; 及 人 C， 用 关系 
E = F460:(C!+C)) 7 -arctgR 
相 联 系 。 因 此 ， 例 1 中 关系 4 ) 表示 为 
E 一 本 doozpz(cosza +osin:g); Y=arctg(btga) 


计算 积分 不 变量 
站 Pa -1} ££ 30 de 


并 
-| dcwpo (Coosa + bsin:a)o 
2(1+6te:a)cosa 


一 da 一 人 OOY 区 


。 .27 
DOD) | 
2 


of 


3.7.4 关于 积分 不 变量 的 唯一 性 定理 


1947 年 ， 中 国学 者 李 华 中 证 明了 无 论 是 相对 的 还 是 绝对 的 
任意 阶 通 用 积分 不 变量 的 唯一 性 。 他 指出 ， 任 何其 他 的 通用 积分 
人 不 变量 仪 和 上 列 积分 之 一 相差 一 个 常数 因子 ,尤其 重要 的 是 关 
于 一 阶 积分 不 变量 的 李 华 中 定理 。 

定理 5 ( 李 华 中 定理 ) 若 
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I = TL (上 ges Pi)dg; + Bi(t, ge, pr) dpi] (5.7.23) 
:=1 


是 通用 相对 积分 不 变量 ， 则 
7 一 CZ (5.7.24) 
这 里 c 是 第 数 ，7, 是 Poincaré 线性 积分 不 变量 。 
[证 明 ] 为 简单 起 见 ， 认 为 %=1。 这 时 ， 从 二 的 不 变性 


d7 ， 
知 ，-qz 一 0， 即 


df Pad gq, p89 + B(t, g, p)8p1=0 (5.7.25) 


对 式 〈5.7.23) 来 说 ， 积 分 是 沿 相 平面 〈o, p) 上 的 封闭 回路 选 
取 的 。 应 用 Hamilton 正则 方程 ， 可 得 到 其 通 解 有 如 下 形式 
9 一 dg do po), P= f(t, go, po) 
其 中 go, po 是 当 ££ = 二 4th 时 g, Zp 的 初 值 。 假 设 
d=q0 (4), po= polo) 
是 由 初始 条 件 的 封闭 轮廓 所 确定 的 图 数 ， 便 得 到 任意 时 刻 封 闭 轮 
廓 的 参数 方程 
q =g(t, oa), p= p(t, a) 
积分 六 中 的 gq, pp 用 这 些 函 数 代 赫 后 ， 在 式 〈(5.7.25)〉 对 积分 写 
下 求 导数 ， 然 后 改变 对 1 的 导数 和 变 分 的 顺序 ， 得 
时 [等 bg+ 46 + oe p+B8 Sf |]=0 
证 上 开 大 边 分 郑 积 分 并 利用 积分 多 订 的 封闭 有 


d4 dg dp dp 
中 A 04+ -40 -村 + op+ Bo-st 3 | 


[dA dg dB | 
= 中 可 07 一 04 + 02 一 605 sr- 


- 托 芝 +( 兰 - 各 ) 兽 s 
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加 (加 -各 jo) 


我 们 记 

04 6B _ (5,7.26) 

op 0g z 
考虑 到 Hamilton 方程 

of _ 608 
最 后 得 
04 oH 6B oH 
$C Gt -et ot 0p )jaz ]-。 A 


因为 等 式 (5.7.27) 对 任意 封闭 的 积分 轮廓 是 对 的 ， 那么 被 积 表 
达 式 是 某 个 国 数 的 变 分 ， 亦 即 
0 /064 6 0 /68 ,608 28 
(人 一 Og ) 0g ( Gl “0p ) (5.7.28) 
由 式 (5.,7.26) 


02 024 0B 


Bf Opal 0g0t 
因此 式 (5.7.28) 变换 为 
OZ oz 6H oz OH 


J em ee 
rr 


CT 


a 8p 9 9 op 

考虑 到 74 的 通用 性 ， 即 上 式 应 在 任何 五 下 都 满足 ， 所 以 

602: _ 02 0z _ 

0p Gg at 

Bh 

% = 95 - 和 const = C 
了 于是， 我 们 有 

H(A—cp) _ 0B 


be ee 


一 一 


Op 0g 
因此 存在 这 样 的 沙 数 多 (t, g, Pp)， 使 
dB =A—cp)dg + bop 
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这 时 
Adg+ Bop=cpha + 
因此 
7'= .A0g+ Bp) =epo + hap=o7, 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 当 % 盖 1 时， 虽然 证 明 本 身 变 得 比较 复 来， 
但 证 明 的 思路 仍然 是 这 样 的 。 | 


5.7.5 ”Poincaré-Cartan 积分 不 变量 


1 


我 们 研究 Hamilton 作用 量 的 非 等 时 变 分 A| Zdt。 对 于 比 


加 
较 的 真实 轨道 ， 它 们 带 不 同 的 初始 条 件 ， 即 初始 时 刻 和 终了 时 刻 
以 及 初始 坐标 和 终了 坐标 都 是 不 固定 的 ， 而 是 参数 4 的 函数 : 
t=1i(a), gi—=qgi(0); ta=li(%), qi—gi(o) 
(2 =1]1, ***, %) 
应 用 分 部 积分 法 ， 有 
t2( 0 ) {2 t2 


人 4、 一 A| 了 -| Ldt+ LA ] 


fi1{(&) “fi {1 


因为 邻近 轨道 是 真实 的 ， 那么 重复 5.7.1 中 的 计算 ， 我们 得 到 


fn 2 
A| Ldf = 5, (pidg:| -pidg: | ) 
fi f= 12 


上 一 工 1i=1i 


十 志 Ap 一 志 A 


三 82 二 办 


利用 非 等 时 变 分 和 等 时 变 分 间 的 关系 〈2.2.16)， 有 


Ad 一 09; + gi(tr) Ales (k=1,2) 


£2= i 上 二 1 


以 及 Hamilton 函数 的 表达 式 瓦 = 》 pi6; 一 ,可 将 Hamilton 作 


7 三 ] 
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用 量 写 成 
A| Ldt =| 5 piAgi| -| Ab | 
i! 7 一 1】 z 二 2 z 二 了 > 
“~ \ 
-Epag| -AH| a 
=] f= 

最 后 ， 了 赋 究 在 初 值 ci 与 终 值 xs 相 重 合 条 件 下 相 轨 道 对 参数 2 的 
依赖 性 。 选 琴 amilton 作用 量 非 等 时 变 分 由 ww 到 2; 的 区 加 的 积 
分 ， 我 们 得 到 


$1 (5 pag:— Hat)— | (5piAg:—HAt)=0 
r=] i=1 


Cm 
mm 


二 了 


或 者 


$ (5 pAgi— HAt)=const. (5.7.29) 


1 二 1 

所 得 积分 称 为 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 。 在 计算 它 时 人 研究 
在 扩充 的 相 经 间 中 的 管 形 轨 道 。 该 空间 除 广义 坐标 % 及 广义 动 
量 pf; 以 外 还 有 了 时间 二 作为 坐标 ， 而 沿 其 积分 的 环 统管 形 轨道 的 
轮廓 不 一 定 是 同时 状态 的 轮廓 。 显 然 ， 如 果 积 分 是 沿 同时 状态 的 
轮 亡 进行 ， 那 么 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 (5.7.29) 变 为 
Poincaré 线性 积分 不 变量 (5.7.3)。 

类 似 5.7,.1 六 ,我 们 也 可 证 明 一 个 逆 命 题 , 设 一 阶 微分 方程 组 


du， dp; 


(7, 7=1, ***, 1%) (5.7.30) 
具有 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 ， 那 么 它 一 定 只 有 Hamilton 
正则 方程 的 形式 “”。 因 此 ， 我 们 有 如 下 结论 。 

定理 6 相 空 间 的 状态 方程 
dao; dp; / 
人 07， 力 ))， Pi qi, pi) 
《2 ， 7 一 1， se 1) 
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是 五 amilton 正则 方程 的 充 要 和 条件 是 ， 存 在 Poincare-Cartam 
积分 不 变量 


Le; 


7 一 (piAg:— HA) 


:=1 


5.7.6 没有 积分 不 变量 的 动力 学 方程 


由 本 章 5.7.1 和 5.7.5 可 知 ， 如 果 力 学 系统 的 运动 不 可 以 异 
助 Hamilton 正则 方程 来 摘 述 ， 亦 即 如 末 作 用 在 它 上 面 的 力 不 是 


保守 的 ， 那么 一 般 来 说 表达 式 中 5 pidg: 或 中 人 了 piAqi— HA? 
1:=1 f=1 


不 是 不 变量 ， 而 是 依赖 于 时 间 的 。 

我 们 研究 这 样 类 型 的 两 个 例子 。 

例 3 设 一 个 自由 度 的 力学 系统 的 运动 是 误 减 振动 ， 可 用 
微分 方程 

g+2n6+ kg=0 (&) 

来 描述 ， 这 里 &>MD>0。 此 方程 的 解 为 

gg =e -Csinwt+Czcoswt),， 其 中 w= 二 Vn: (bb) 
同 例 1 一 样 引 出 积分 常数 C1 及 C; 对 参数 Pb 及 a 的 依赖 关系 


Ci 一 pucosxw，C 一 ppusina (c ) 
动能 形 为 
_1 ,2 
《二 了 44 
故 广 义 动 量 为 
of 


p= -人 一 0 一 ae frCi(ocosoot ~nsinot) 
一 LCz(OSIno 十 MCOSct) 


现在 计算 中 p86g， 我 们 有 
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I pp a .rar ，rv。 


中 pog= ralopie 2 :const， (a)|| 
例 4“*” 如 采 力 学 系统 的 运动 用 方程 
d—2ng+ Rg=0 (a) 
描述 ，、， 这 里 &>x>0， 有 解 
I 二 € (Csinot + Ccoswt), 其 中 w= hn (b) 
容易 得 到 / 
pog=raboe: e “? Kconst, (c)|l 


显然 ， 例 3 结果 《4 》 与 例 4 结 果 (c ) 的 差别 仅 在 因子 
e 2m 或 e2” 。 因 此 ， 当 时 间 无 限 增 大 时， 中 zay 在 例 3 中 减 


小 到 零 ， 而 在 例 4 中 无 限 增 大 。 所 以 ， 系 统 相 轨道 管内 部 分 布 着 
由 初始 条 件 的 小 变化 所 引起 的 所 有 干扰 相 轨 道 ， 在 例 3 中 缩小 为 
一 点 ， 而 在 例 4 中 无 限 扩 展 。 这 是 与 下 面 事实 相 联系 的 ， 在 例 3 
中 的 聚 减 振动 是 稳定 的 ， 与 此 同时 在 例 4 中 带 有 增 大 振幅 的 振动 
旋 是 不 稳定 的 运动 。 


$5.8 历史 资料 


5.8.1 名 家 介绍 


S,D. Poisson (1781 一 1840) ”法 国 数学 家、 力学 家 、 物 
理学 家 。 主 要 贡献 在 弹性 理论 ， 流 体 动力 学 ,外 弹道 学 ,静电 和 磁 
铁 理 论 ， 偏 微分 方程 理论 和 概率 论 等 方面 。 在 刚体 运动 学 方面 有 
Poisson 方程 ， 在 分 析 力 学 方面 有 Poisson 括号 ，Poisson 定理 
等 。 

C.G.J.Jacobi (1804 一 1851) 德国 数学 家 。 椭 圆 困 数 论 
的 创始 人 之 一 。 在 分 析 力 学 方面 ， 他 改进 和 发 展 了 Hamilton 的 
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工作 ， 建 并 了 一 套 解 动力 学 微分 方程 的 方法 ， 即 Hamilton- 
Jacobi 方法 ; 给 出 了 最 小 作用 量 原 理 的 Jacobi 形式 等 。 

J. Liouville (1809 一 1882) ”法 国 数学 家 。 创刊 并 主编 
《Tournal de Liouville》 这 个 十 九 世 纪 最 著名 的 数学 杂志 捞 四 十 
. 年 ， 对 纯 数 学 和 应 用 数学 做 出 过 重要 贡献 ， 主要 工作 涉及 数学 分 
析 ， 尤 其 是 微分 方程 理论 ， 代 数 ， 几 何 ， 数 论 。 此 外 ， 对 数学 物 
理 ， 天 体力 学 和 理论 力学 亦 有 页 献 。 在 分 析 力 学 方面 ， 他 建立 了 
关于 Hamilton 正则 方程 决定 的 相 空 间 的 状态 变化 保持 相 体积 不 
变 的 著名 Liouville 定理 。 

BE. 人工 Whittaker (1873 一 1956) ”英国 数学 家 .物理 学 家 。 

在 理论 力学 、 光 学 和 电磁 学 等 方面 发 表 许 多 论文 。1904 年 出 版 
《分 析 动 力学 》， 本 书 很 好 地 总 结 了 本 世纪 以 前 分 析 力 学 的 成 就 ， 
在 剑桥 大 学 多 次 出 版 。 该 书 1924 年 被 译 成 德 文 ，1937 年 被 替 成 
俄 文 。 

E. R. Noether (1882 一 1935) ”德国 数学 家 。 主 要 页 献 企 
高 等 代数 ， 群 论 和 不 变量 理论 。 她 在 《不 变 变 分 问题 》(Invariant 
Variationsprobleme，1918) 中 提出 著 名 的 Noether 定理 ， 揭 
示 了 动力 学 系统 的 守恒 量 与 其 内 在 的 动力 学 对 称 性 的 次 在 关系 。 
近年 ，Noether 定理 被 推广 到 物理 学 和 力学 的 多 种 领域 中 ， 形 成 
了 一 个 热点 。 


5.8.2 关于 分 析 力 学 方程 的 积分 理论 


在 分 析 力 学 方程 的 积分 理论 方面 ， 本 章 主 要 讲述 了 七 个 问 
题 ， 动 力学 方程 的 两 种 降 阶 方法 ，Poisson 定理 及 其 应 用 ， 正 则 
恋 换 ，Hamiliton-Jacobi 方法 ， 场 方法 ，Noether 定理 ， 力 学 系 
统 的 积分 不 变量 等 。 

当然 ， 属 于 分 析 力 学 积分 理论 的 还 有 诸如 Lagrange 括 
号 全，TeVi-Civita 定理 及 其 推广 ?52， 已 知 半数 积分 动 力 学 问 
题 的 解 及 其 推广 一”， 根 据 已 知 积分 确定 作用 在 系统 上 的 力 5?， 
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具有 对 动量 为 线性 的 积分 的 系统 ……， 有 具有 对 速度 平方 的 积分 的 系 
统 …， 有 时 间 积 分 定理 的 推广 ”…”， 局 部 能 量 积 分 -等 。 


习 题 


1。 试 证 明 $5.1 中 的 命题 4。 
2. 应 用 Whittaker 方程 和 循环 积分 求解 对 称 陀螺 在 光滑 水 平面 上 的 运 
动 。 
3， 一 力学 条 统 受 有 一 阶 线 性 齐 次 定常 的 非 完 整 约 束 
了 一 7， 4+ gusing: + gssing, 


1 各 全 昌 要 
= (91+92 二 23 gs) 


势能 为 
V = g(g, + 93) 
试 寻 求 循环 积分 ， 并 利用 循环 积分 降 阶 运动 方程 。 
4。 议 某 系 统 的 再 amiiton 国 数 为 
如 = (人 广 (9 Pp1), qi pr) gn, 由， 入 
试 证 明 国 数 fi(q1; p10)，fa(fi 92; PP2), 呈 ，fn(fn-i, gn, pr) 都 是 第 -一 积分 。 
5。 试 证 对 Hamilton 肯 煞 为 
nn 
> fkr(grs Pk) 
Hl(go, po) = 
2 


> 的 RCGR， pg) 


的 方程 组 来 说 ， 国 数 和 (gt Pi) 一 恕 (qo, Ps)Yr(qx, px) 是 第 一 积分 。 
6. 试 证 变换 
《) = 一 eps, Ps = in[ (二 JP] ($s=]1,*",%) 
是 正则 的 ， 并 求 第 四 类 变 换 的 母国 数 F,(p,，, 了 P,, 1)。 
7。 变换 
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xi = EN cosg，M =V EN sinp， Yi -二 (6 -7») 
实现 了 由 直角 华 标 向 广 闵 坐标 的 过 渡 ， 求 广 闵 动 量 的 变换 公式 
Pri= Pri(s, YP, pes, pr, pe, t) 
确定 变换 的 正则 性 ， 并 求 出 母国 数 避 。 
8. 在 平面 上 运动 的 质量 为 x 的 质点 与 两 个 固定 中 心 4 和 B 相互 作用 。 
毛 和 B 之 则 的 距离 为 2c。 相 互 作用 势 等 于 


(= 2 
(i 
yr PF > 


其 中 zi = V(X-c)? +y2, yy = (t+c) + 
是 3| 力 中 心 到 质 扣 的 距离 ， 而 7yY: 和 ?7: 生 常数 。 试 求 Hamilton- Tacobl 方 
程 的 全 积分 。 


9。 已 知 革 力学 系统 的 Hamiiton-Jacobi 方程 的 全 积分 为 


S = -a |f (dt + | ago dq 


天 一 
+ 2 vag。 
s=] 


试 求 该 系统 的 Hamilton 图 数 。 
10。. 试用 积分 Hannptran 方程 的 场 方法 求解 anxpITEHE 雪 术 的 惯性 运 
动 。 此 系统 的 Lagrange 函数 为 
LL = 二 (姑姑 ) 十 二 ps 
2 2 
约束 方程 古 有 
7 = xytg9 
11， 试用 非 完 整 系统 的 广义 Noether 定理 求 均 质 球 在 粗糙 水 平面 上 运 
动 的 第 一 积分 。 
12, 试 证 明 § 5.6 定理 3 的 推论 1。 
13， 设 困 数 f(g1，… ,gn Pi， ,pn) 是 某 Hamiiton 系统 的 第 一 积分 。 
在 增 广 相 空间 中 选取 一 初始 闭 回 路 Cs， 使 它 位 于 上 述 第 一 积分 所 决定 的 某 
张 积分 曲面 上 ， 由 C。 生成 一 流 管 ， 在 此 流 管 上 任 取 一 环绕 流 管 的 闭 曲 线 
C， 试 证 明 
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人 
77 = 中 - [过 was 一 (H+ Ai 


的 值 与 C 在 流 管 上 的 逻 取 无 关 。 
14。 设 函数 /(4q1，… 9a, Pi 办) 是 某 互 amilton 系统 的 第 一 积分 ， 
试 证 
7 -用 fg “gn pis "es pns Edgedgndpree dp 
条 
古 绝 对 积分 不 变量 。 
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第 六 曹 ”分 析 力 学 的 张 量 方法 


张 量 分 析 ， 起 初 被 称 作 “绝对 微分 学 >， 它 是 在 和 物理 学 的 
相互 促进 中 发 展 起 来 的 ， 已 经 有 百年 历史 。 自 Einstein 发 表 落 
名 的 广义 相对 论 论文 以 来 ， 张 量 分 析 在 理论 物理 、 力 学 等 领域 中 
得 到 了 广泛 的 应 用 ， 越 来 越 受 到 人 们 的 重视 。 

张 量 分 析 获 得 成 功 的 主要 原因 有 两 个 ， 张 量 分 析 把 宛 长 的 公 
式 变 得 简洁 、 紧 竣 ， 从 而 突出 了 现象 的 几何 特性 和 物理 特性 ， 张 
量 运算 具有 不 随 坐 标的 选择 而 变化 的 性 质 。 正 是 由 于 这 种 不 变 
性 ， 张 量 分 析 才 被 引入 到 分 析 力学 中 。 

描述 系统 (定常 的 或 非 定 常 的 ) 运动 的 各 种 形式 的 分 析 力 学 
方程 具有 突出 的 缺点 ， 它 们 对 于 (不 包含 时 间或 包含 时 间 的 ) 坐 
标 变 换 群 不 是 不 变 的 。 利 用 张 量 形 式 写 出 力学 系统 的 运动 方程 可 
以 避 开 这 个 缺点 。 这 样 ， 一 方面 可 以 使 所 得 方程 对 坐标 变换 群 具 
有 不 变性 ， 另 一 方面 还 可 得 到 运动 方程 的 最 紧凑 的 形式 。 


S$ 6.1 张 量 分 析 的 东 些 结论 


6.1.1 张 量 的 基本 概念 … 


定义 1 设 下 是 % 维 内 积 空间 ， {gi,2 = 1,"", n} 和 {8g’, 7 二 
1 927 是 苹 的 两 组 极 大 线性 无 关 组 ， 且 冰 中 
,， (1,，$ 二 7 
1 一 ， 6.1.1 
ral ee 
则 称 {g;} 为 了 的 一 组 协 变 基 ，{g 站 为 XX 的 一 组 逆 变 林 (或 与 {gi 
对 偶 的 基 )。 对 任意 EX， 有 
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Ug 一 2 将) (6.1.2) 
其 中 vw 称 为 矢量 如 的 逆 变 分 量 ，w; 称 为 血 的 协 变 分 量 。 式 中 使 
用 了 Einstein 求 和 约定 ， 即 重复 的 指标 表 示 求 和 。 本 书 采 用 这 
种 求 和 约定 ， 无 必要 时 不 再 另 作 说 明 。 
定义 2 ”对 于 任意 正 整数 ”，7 重 线性 羡 数 
中 ，X x X xxX 一 一 > 民 ， (U1, ,UU;) 一 -一 > 四 (D|，，…,D，) 
(6.1.3) 
称 为 在 XX 上 的 ? 阶 张 量 (第 六 介 、 第 七 革 中 的 玉 表 示 欧 氏 空间 )。 
+ 重 线性 是 指 : Vv;、v; EX，a、BE/IR， 且 满足 - 
DV , AV; + BV, ,Vy) : 
=aPVis , Vis 0) + BBV Vi VU) (6.1.4) 
如 有 霖 对 任意 的 v1，*，…，wv; 马 义 ， 有 
BDV, 0) = VV, ,Vr) (6.1.5) 
则 两 个 7 除 张 量 相 等 四 = 于 。 
记 
人 8 


@, wi! P(g gi ht, i?) (6.1.6) 


i 


bili =D(g’ 1, ,gr) 

定义 3 $ii, 称 为 罩 的 协 变 分 量 ，9; ,1，*"*“” 称 为 中 
的 混合 分 量 ,，8' ir 称 为 的 道 变 分 量 ， 

张 量 的 各 种 分 量 之 间 并 非 彼 此 独立 ， 它 们 通过 一 种 称 为 “ 度 
旦 张 最 ”的 张 量 分 量 相 联 系 。 

定义 4 记 

8 一 有 (6.1.7) 

称 gi; 为 度量 张 最 的 协 变 分 最 ，g'’ 为 度量 张 量 的 逆 变 分 量 。 显 
然 ，gij 二 jt， Be !' 二 8’ 

由 式 〈6.1.1) 和 式 (6.1.7) 知 
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gi=pig8’, 8' 一 CS (6.1.8) 
gug*=04={ "1 (6.1.9) 
0 ，3? 尖 k 
将 式 (6,1.8) 代入 式 (6.1.6)， 得 
PRB Be 
gj Bir ps mix 
BR Bi i i, (6.1.10) 


r 


jj, yy, . f 一 大 1,， 
s KR Bi 


余 者 类 推 。 

由 此 可 见 ， 张 量 的 各 种 娄 型 的 分 量 ， 只 要 给 定 了 一 种 ， 其 余 
的 便 可 确定 。 

如 果 对 任意 的 vi，…，vw:EX， 张 量 虽 的 值 


中 (DDN) 一 0 C6.1.11) 
则 称 中 为 老 张 量 ， 且 记 为 0。 
定理 1 设 趾 、 理 是 任意 的 > 阶 张 量 , 2 是 任 一 实数 ， 如 果 
按 式 (6.1.11) 定义 零 张 量 ， 且 引进“ 加法” 和“ 数 乘 ”运算 : 
对 YU UENX, 
(B+ YE)V, V0) PV, 0) + VV Vr) (6.1.12) 
(aP) (VW, V0) = ADU, ,Vr) (6.1.13) 
则 全 体 了 价 张 量 构成 一 个 矢量 空间 ， 称 为 和 上 的 > 阶 张 量 空 间 ， 
记 为 了 ,(XX)。 / 
[证 明 2 因由 式 (6.1.12) 定义 的 “加 法 ”运算 ， 对 任意 的 
7 也 张 量 名 、 亚 、., 人 QQ， 满足 
DTYU=V+D, (B+V)T+R=DP+(V+n) 
中 十 0 一 下， 中 十 (一 全 ) 一 0 
而 由 式 (6.1.13) 定义 的 “ 数 乘 ” 运 算 ， 对 任意 的 7 阶 张 量 @、 
业 ， 和 任意 的 a、B8 ER， 满 足 
(oti)P=aP+ po® 
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cx( 全 十 到 ) 一 c 和 十 wx 亚 
cx pp) 一 (xp) 耻 ，1 下 一 中 
且 这 两 种 运算 的 结果 仍然 是 > 阶 张 量 。 因 此 ， 在 式 〈6.1.12) 的 
“加 法 ”和 式 〈6.1.13) 的 “ 数 乘 ”定义 下 ， 人 全体 ” 阶 张 量 构成 
矢量 空间 。 | 
定义 5 设 四 EX)， 王 6E23 (XX)。 如 下 定义 的 上 映射 
“Q@” 称 为 张 量 积 ; 


CTANRIXT DT OO DB, VE) I— PY 
(6.1.14) 
其 中 DV,0 Dv 0 LV Vr ) 
VU, UEN (6.1.15) 


按 经 典 的 说 法 ， 张 量 积 就 是 所 谓 的 并 乘 。 
显然 ， 由 定义 5 可 得 到 如 下 一 个 定理 。 
定理 2 8Q=d 抱 于 的 分 量 是 中 和 下 的 相应 分 量 的 乘积 ， 
例如 2 (6.1.16) 
对 于 简单 张 量 @ a159…C9wu,;， 定 义 值 
UO OU Vy VU) = (U0) (U,V,) 
Vv UEX (6.1.17) 
定理 3 {g Dg;,D Ogi)}, {gdgi,D" Dee}, 
18 1 Ogi'} 是 .F(X) 的 2' 组 基 , 每 一 基 有 w%' 个 简单 张 量 8， 
故 .2 .( 愉 ) 是 or 维 的 。 
[证 明 ] 我 们 只 对 {gi 的 … gi,} 进 行 证 明 。 
1 设 
由: 一 让 1 Ogi,= 0 
即 u 是 零 张 量 。 根 据 前 述 零 张 量 的 定义 “6.1.11)， 有 
pil 1” rg OO gi (8 1 ,0 ,87) 
= 


上 式 说 明 ，gpn 25…e2908gi 是 线性 无 关 的 7 价 张 量 组 。 


el 


0 如 果 作 = Vv @v,， 其 中 避 ， 中 和 则 称 张 量 囊 为 简单 张 量 。 
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in 


2” 对 任意 的 BE ,(X)， 有 
Pv, 0) = D0) gs 0 8) 
一 De Dg gr) 
=v} ,ed Pir 
= $ir(gi UV) (gi; 0") 
= $irg; C0 gi, (VD! , ,V0') 
即 四 可 以 由 张 量 组 g;, 的 …@Ogi, 线性 表示 ,因而 gi,@…@gi, 是 
.3 (XI) 的 一 组 基 。 | 
综 上 所 述 ， 任 意 一 个 + 阶 张 量 @@ 均 可 表示 成 
D= ire Og, 
根据 定理 2 ， 上 度量 张 量 1 可 以 表示 为 
l= 9g Og’' = 0’ gO 8g; z (6.1.18) 
1 阶 张 量 就 是 矢量 ， 0 阶 张 量 就 是 常数 。 


6.1.2 张 量 的 性 质 
设 有 另 一 组 协 变 基 {gi,1 二 1,*,n}。 将 8 在 8， 上 分 解 ， 有 


Bi =A’,g; (6.1.19) 
则 9 Ri 一 有 =A", A,, gr'g! 
= A*, A!, gn (6.1.20) 
同样 ， 将 新 逆 变 基 {g ,7 二 1,…,n} 在 {g'} 上 分 解 ， 有 
8 =PB;g’ (6.1.21) 
则 gg 'g’ =BHBigg / 


= BiBig* (6.1.22) 
由 gg;' 二 6;,， 得 
ALB;'=0i: (6.1.23) 
即 和 矩阵 (4 ) 与 (B) 互 为 道 矩阵 。 
定义 6 41i' 称 为 协 变 转换 系数 ，B; 称 为 首 变 转换 系数 。 
新 的 协 变 基 {g8 小 诱导 出 8 ( 怀 ) 的 2 组 新 的 乘积 基 : 
{gg ODg))， {81O…@g"'}。 张 量 @ 在 新 
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基 下 可 表示 为 
四 一 四 1 ‘gi OO 


so rf 
_ 下 gg: OO gi 
1 


兴 人 中 


= $1 8 1D Dg (6.1.24) 


将 式 《6.1.21)、(6.1.19) 代入 式 《6.1.6)， 可 得 多 的 新 
旧 分 量 之 间 有 如 下 关系 : 


Bil™ir = B， 1 ,oe 再 ;gf 
和 遇 人 省 帮 夫 下 (6 直 1 冲 25) 
= AA} A gpg 


与 交 量 类 似 ， 张 量 也 有 形 如 起 《6.1.24) 的 实 < 体 表 示 积 形 如 
式 〈6.1.6) 的 分 量 表 示 两 种 表示 方法 。 


6.1.3 绝对 微分 
设 系统 在 状态 空间 中 质点 的 位 置 由 矢量 


r=r(g’) (6.1.26) 
表示 。 取 协 变 基 和 天 量 为 
or 
Bi dor (6.1.27) 


显然 ，{g;,1 一 1,…,n} 将 是 随 点 变化 的 局 部 协 变 基 2。 
内 是 是 天 量 ， 故 可 令 


0 TY gr 1 ig (6.1.28) 
其 中 {g*,k 王 1, ,1n} 是 道 变 基 ， 因 而 
Taint = eril"! (6.1.29) 


定理 4 如 下 关系 成 17， 


1 7 Doc; OF; DOi， 
Ts 人 (+ 9 一 ) (6.1.30) 
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Ti = Tr Ty; (6.1.31) 
1 (5 Ogil 8 ) 
Th gl 人 : 
J 1 4 2 a Og 十 00: 00- (6.1 .32) 
其 中 Pi; 称 为 第 二 类 Christoffel 4 - 星 、 i;, x 称 为 第 一 类 CGhri- 


stoffel 竹马。 
[证明 ] 由 式 (6.1.27) 和 (6.1.28) 和 
0O8i or + pr? 大 
Og’ Og’'0g’ 一 ! ; 有 一 7 了 7 加 
Og: O°r 


O07 一 Og'0gi 一 7 ;gt= 1 jg* 


由 求 偏 导数 次 序 的 可 交换 性 ， 得 


了 ， — FY . ?了 训 .yy71 太 
di RT ir ii—7 i 


同 理 可 得 
Ogjk _,, ， 
Dg 一 /7 iisk + kz sf 
Ogi; _,, ， 
Dr Tj 十 了 joF 


由 以 上 三 式 可 推出 
,1 /08it, Ogik O87 
fii,r = 2 ( Og’ 0g’ Og* ) 

式 《6.1.32) 可 由 上 式 及 式 〈6.1.28) 直接 得 到 。 | 

Og: 
Og 

07 = —T ire 


需 注意 的 是 ，74 不 是 张 量 分 量 ， 因 为 当 坐标 系 由 {9g} 转换 


(6.1.33) 
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为 141g 人 上 时， 有 
Lt, _ 0°g? 0g 
i’ Og'0g; 0g? 


+ A ANBIT;S (6.,1.34) 


不 服从 张 量 分 量 的 转换 关系 〈 因 -上 4 205 一 般 不 为 零 ). 式 
中 


这 由 式 (6.1,9)、(6.1.23) 和 (6.1.27) 即 可 得 到 。 
把 定义 在 质点 上 的 任意 矢量 u(t) 在 瞬时 协 变 基 或 逆 变 基 上 
分 解 ， 有 
u(t)=w' (it)gi(gi(t))=u(t)g' (q(t)) (6.1.35) 


从 而 
id; 
Se gi(t) + (1 人 (6.1.36) 
因 
dgi(l)_bg: dg jr dy 
di Gg; dt 一 1; df SA (6.1.37) 
dua(t) _ du'(t) qoi 
Ti 
1 
(全 Hg， (6.1.38) 
了 2 j 
所 于 = de 十 三宝 72 4 (6.1.39) 
du Dui’ 
则 df 一 di 8’ (6.1.40) 


一 称 为 矢量 分 量 w' 对 参数 i 的 全 导数 ， 亦 称 为 绝对 导数 
类 似 上 面 的 推导 ， 我 们 还 可 得 到 
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da Du; ,， dr; ,， AN ， 
dt =- 一 Wag’1 js (6.1.41) 


Do , ~» 、, 
一 - 称 为 分 量 zz 的 绝对 导数 。 
由 式 (6.1.39)， 有 
了 和 一 de 好 + 1"'i ,udog’ (6.1.42) 


Dw 称 为 矢量 分 量 ww 的 绝对 微分 ， 亦 称 为 全 微分 。 
将 式 〈6.1.35) 对 9’ 求 偏 导 数 ， 得 


Ou OW 加 D8: 
Gg’ Og 8: Y Og’ 
ON’ , 
=( 十 Tf gi = Vg (6.1.43) 
Ow 
其 中 Vj’ 一 Og’ 十 了 了 24 


称 为 逆 变 分 量 妈 对 坐标 9 的 协 变 导 数 。 


$ 6.2 基本 动力 学 量 和 运动 
学 量 的 张 量 表示 


6.2.1 速度 与 加 速度 

1. 定常 情形 

设 质点 的 位 置 由 矢 径 7 二 r(g 表示 , 即 系统 是 定常 的 ,其 中 gi 
是 广义 坐标 。 取 协 变 基 矢 量 为 


or 
和; Og (6.2.1) 
2 
中 or 由 于 让 
7 一 005 TY 8 (6.2.2) 


由 式 〈6.1.40) 知 
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一 一人) (6.2.3) 
式 《6.2.2) 和 (6.2.3) 分 别 是 质点 的 速度 和 加 速度 的 张 量 
2. 非 定 前 情 形 
对 于 非 定 党 系统， 质点 的 位 置 可 以 用 矢 径 
r=r(g’,t) (6.2.4) 
表示 ， 则 
= + = ig + or (6.2.5) 


,， ., Ug: Or , Or 


矢量 g; 是 坐标 4 和 时 间 的 销 数 ， 故 
dg: Og: 。 1 Dp: 
df ~ Gg 1 ot 


iyrk 人 -~ 
= 7 i jErt 51D0: (6.2.7) 
， _ or Or Or 
TEL wi 一 Og: * Ot 一 总 | at (6.2.8) 
Or or 
A= (6.2.9) 
由 于 对 每 一 个 时 刻 i ，g: 《或 8 ) 是 系统 构 形 空间 的 基 ， 而 


j 瑟 -，-5 丰 是 构 形 空间 中 的 矢量 ， 所 以 可 将 它们 展开 成 可 (或 


Br ) 的 线性 式 : 


Or 、; ， A ， 
507 7 有 :一 了 ji (6.2.10) 


OF ,| ， 
a =! 一 了 (6.2.11) 


由 式 (6.2.10) 及 gi'g’= 二 6; ， 知 
一 545 一 


1 O°r 
Tj;=g Tx, in B90 Bk (6.2.12) 


yp. I Oa: oa; 0p: 
命题 1 ”六 ,= ( 一 B+- + (6.2.13) 


[证 明 2] 将 式 (6.2.8) 的 两 边 对 9 求 偏 导数 ， 有 
Ok Or or Or Or 


00 ~ Gt0g’ “Gg* ™ Gf "gd 


Oa; Or Or Or O°r 


Tho 


Op; Or or Or Or 


由 以 上 三 式 ， 有 
(9 Oa; 8 ) 1( Or ) 


2\0g Go 8 Ogi0t " Og* 


Or Or _,, 
0g’6t Og* =1 7 1 大 


利用 命题 1 ， 可 将 7 写成 


5 ] Oax Oa; DC 
7 -一 一 一 让 克 -一 一 一 入 大 
由 式 《6.2.11)， 系 数 了 7; 为 
Or 了 
j= 8, T= gi (6.2.15) 
命题 1 i 一 - 9 人 (6.2.16) 


[证 明 ] 由 式 (6.2.8) 和 (6.2.9) 知 
ai _ Or Or Or. Or 


Ot og0t Of * 61“ B07 


一 046 一 


O04 _» Or O27 
Gg’ “~ 6 Of0¢g’ 


将 以 上 两 式 代 人 下 式 
1/ ,9a 04 1/ .Dr Or 
人 Of 77 )=3( Of? go7 ) 
Or Or , 
一 of2 “Gg {i | 
利用 命题 2 ， 可 以 将 系数 7’' 写成 如 下 形式 


(6.2.17) 


-区 ) 
由 式 (6.2.14) 和 (6.2.17)， 质 点 的 加 速度 具有 形式 

FoI IG+2D Gi +1")g; (6.2.18) 

式 (6.2.5) 和 和 《6.2.18) 分 别 是 非 定常 情形 下 质点 的 速 伪 

和 加 速度 的 张 晤 表达 式 。 将 它们 与 定常 情形 的 速度 和 加 速度 表达 

式 (6.2.2)、(6.2.3) 相 比 较 ， 由 于 时 间 1 的 出 现 ， 式 (6.2.5) 


比 式 (6.2.2) 多 了 -一 项 ; 式 (6.2.18) 比 式 (6.2.3) 多 
了 两 项 ， 即 
(27° 1707 +1")g: 
6.2.2 功能 和 加 隶 度 能 


1. 定常 情形 
如 采 系 统 由 入 个 质点 组 成 ， 每 个 质点 的 位 置 由 3 维 欧 氏 空间 


中 的 矢 径 产 确定 ， 质 量 为 mw:， 则 系统 动能 为 


太一 六 or 六 
系统 的 位 形 由 3 维 欧 氏 空间 中 的 矢 径 > 表示 。 设 
7 一 和 ;@l 十 区 ;eey 十 Xe3 (6.2.19) 
7 一 人 ie; (6.2.20) 


其 中 ef 是 R 汶 中 的 标 维 正 交 基 ; el1:，e;，e@; 是 RR 中 的 标准 正 交 
-一 547 一 


基 ; y’ 如 下 选取 


1 入 3 


3 37+1 一 37+2 .— Xi 
» 1 小 oy 4 二 mm. (6.2.21) 
则 系统 动能 到 可 以 用 矢 径 > 表示 为 
， 1 。 。 
一 了 INA1 grr (6.2.22) 


议 系 统 的 位 形 由 % 个 广 闵 坐标 9:，…，g? 确定 。 利 用 式 
《6.2.5)， 上 式 亦 有 形式 


1 1 1 .,., 
T= Pg 9’8; = 9 Bi 9 (6.2,23) 


系统 的 加 速度 能 $ 为 ce 
S = 


考虑 到 式 (6.2.19)、(6.2.20) 和 .6.2.22)， 上 式 亦 可 用 矢 径 
r 表示 成 


i 
一 2 


改 册 式 〈6.2.3) 知 ， 加 速度 能 可 表示 为 


] 
S=F7° 一 tIRGG ) Bi (9! +1 ,0"0")g, 


1 
= SETI tT + I GG tT ltg") 


= gn (5 Gd + g™ Tri,mO’G i + "Tri ro 
6 Toyp2gn ) 


_1 wml ke me 
一 B49 Triid gy’ + ol rill my gg9™"G” (6.2.24) 
再 利用 式 (6.2.3)， 最 后 得 


_1, be Do 


式 “6.2,23) 是 系统 动能 的 张 量 表示 式 ， 而 式 (6.2.24) 和 (6， 
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2.25) 是 加 速度 能 的 张 量 表示 式 。 

2. 非 定常 情形 

系统 的 动能 全 可 用 系统 的 矢 径 ， 即 3 六 维 欧 氏 空 间 中 的 了 表 
示 成 


= 
设 系 统 的 位 形 由 % 个 广义 坐标 71，*…，g" 确定 ， 则 由 非 定常 
情形 系统 速度 的 表达 式 〈6.2.5) 知 


了 。 上 2 Or Or 0r 
TFii= | eg 十 24 8: dF + oF 7 ) (6.2.26) 
利用 式 (6.2.8) 和 (6.2.9)， 上 式 可 写成 
] ， 
T= (B94 +2a0 +.4) (6.2.27) 


上 式 即 是 非 定常 系 统 的 动能 表达 式 。 
系统 的 加 速度 能 为 


1 
S 一 2 MaitioFi= oie 
将 非 定常 情形 下 系统 加 速度 的 表达 式 (6.2,18) 代入 上 式 ， 得 


see 


= 5 0 tT HG G+ 2 0 + gi (G +I hd "dg? 
+27nG™+1 ) Sr 
一 93 十 27 和 人 人 二 4 人 2 


(6.2.28) 
其 中 $ 为 不 含 六 的 项 。 


3 6.3 定常 系统 的 运动 方程 
设 系统 由 NN 个 质点 组 成 ， 第 二 个 质点 M; 的 质量 为 m:， 直 和 角 


— 949C— 


坐标 为 (Xx!,%?,X:)。 取 人 "和 


1 2 8 
yi XX V3i~1 一 Xi bs — i . 
V4 0 ~ We; VvV Wi 
(Zs=1,* ) (6.3.1) 


则 3 六 维 欧 氏 空 间 RY 中 的 一 个 矢 径 >〈 点 ) 代表 系统 的 某 -一 位 
形 。 设 (eesv) 是 民 2 的 标准 正 交 基 ， 则 矢 径 r 可 表示 成 
r=yie; (6.3.2) 
设 系 统 的 位 形 由 % 个 广义 坐标 91 ，，…，g" 确定 ， 即 矢 径 > 可 
表示 成 如 下 形式 


r=r(gi) : (6.3.3) 
了 肥 人 51;22 
or 
g ;= 0gi (6.3.4) 
则 度量 张 量 @ 
Or Or 
5 一 区 Og’ Ogi 
_ 0 OY* _ 
到 加 
ds*=dr*dr=dy’dy’ (6.3.6) 


ds 称 为 系统 的 度量 *”。 显 然 


Oy’ 
ds’=dy’dy’= Gg’ Oo 


和合 ”对 于 任 一 区 数 1=f(g/)， 因 为 
of da! Of 
6g’’ Og Ga 
Of of _ 097 Og of Bi 


re 


of 0 
所 以 DA Da’ 是 张 量 分 量 ， 
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， Or Or ，， 
=&idg dT = po" og 4 dg (6.3.7) 


6.3.1 Schouten-Vranceanu 方程 


1. 完整 情形 
记 
.dg r 了? sr yr ov) 
2 二 1 = 9 + .gd (6.3.8) 
Dv, Dy 
f= 8 8 (6.3.9) 


式 中 7、s 二 1，*…，%， 则 系统 的 动能 为 


1 . 
《二 MI (6.3.10) 


其 中 ;为 第 zt 个 质点 MH; 在 3 维 欧 氏 空间 R? 中 的 笑 径 ， 它 确定 
MM; 的 位 置 。 取 变换 (6.3.1)， 则 


1 1 ， 
1 一 二 了 六 (6.3.11) 
) 06%’ ,, 
因 4 0g" gy Ei 故 
1 0 0， 1 Or 6r .,.， 
T= W Og" Og 2 Og" 9g' 4 4 
1] 
9 8rd 4 (6.3.12) 
比较 式 (6.3.12) 与 (6.3,7)， 知 
ds’:=2Tdf? (6.3.13) 
命题 1 在 前 述 记 号 下 ， 有 
d pb7 57 
rf (6.3.14) 


【证明 ] 由 式 (6.3.12)， 有 
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0 
.| DA Oggi; . 。 | 
了 G0 Bardd + gijd (6.3.15) 
67 _ 1 Ogr: rr 
而 Og’ 2 Og’ 
d of nf Ogi; ob "~; 1 Ogrs.,,.,, 
a oy jg gr LL te 2 Gg 9 
Ogrr, Ogii ey) ce 
= gijg 十 本 5( Og! Og* Og’ y 人 
一 8 十 (6.3.16) 
因 Tij,i 二 guTk;， 所 以 


d 07 of ., , 。; 
Uf 0 ~ Oo én(d tT kG) 

=gif'= 六 (6.3.17)|| 

由 命题 1 ， 我 们 可 以 得 到 完整 系统 的 与 Lagrange 方 程 等 价 
的 运动 方程 一 -SSchouten-Vranceant 方程 44 


ii 


fi=0’, 0 = 2g’0; (6.3.18) 
式 中 0 、0; 分 别 是 广 义 力 的 这 变 与 沙 变 分 量 ， 
例 1 极 华 标 系 中 单位 质点 运动 的 加 速度 。 记 v,=P 为 径 同 
速度 ，z 二 09 为 横向 速度 ，a。 为 径 向 加 速度 ,ws 为 横 问 加 速度 ， 
由 | 


4 Sv, 4 (a) 
质点 动能 : 
7 = 了 (02+02b: ) (5 
取 广 闵 坐 标 
q 一 0，9 一 人 (CC) 


一 5052 一 


出 =5 C0) + (9) "(9)" 
比较 上 式 与 式 (6.3,12)， 得 


pl 一 ]， gil 一 ga 一 (， pa 一 (GT) (CC ) 
写成 矩阵 形式 旭 为 
1 0 z 
(g2) =( ， La (Ce ) 
(6i 放 的 逆 矩 阵 ， 可 由 &x8 二 0; 求 出 ， 为 
. 0 
(8 和气 ) 一 (Cf) 
° (, Gg) / 
由 式 〈6.1.30) 可 得 
Do Cg ] 
有 1 一 一 0 ， T1222 =T ,2 = 
将 式 (&8 )、( 三) 代入 式 (6.1.32) 中 ， 有 
太一 三 一 太一 万 一 广 2 一 0 
六 一 Fr2 一 二 T= 0 
12 21 a!’ 22 d 
于 是 
Dw . , .， ，， 
f= tT vg ()? 
Dv? . 2,. 
产 = -可 一 站 
将 式 (c ) 代 入 ， 得 
gs = f'=p—00°, as=0of*=00 +2p0 (hh) 
上 式 与 用 别 的 方法 得 到 的 结 末 一 致 。 | 


2. 非 完整 情形 

设 系统 受 有 8 个 一 阶 线 性 非 完 整 约束 

Paidyg =0, (ad 一 <e 二 13 E=n—g8) (6.3.19) 

记 
Yi) = O20)p (6.3.20) 
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设 lcw; 是 齐 次 方程 组 
0 一 0 (6.3.21) 
的 1 一 g 个 线性 无 关 的 解 ， 即 是 基础 解 系 ; (76,) 是 满足 如 下 条 件 


的 征 阵 
1 ， z 一 了 


Ice 人 = ， (6.3.22) 
1, 4=5 
rile =04 =| (6.3.23) 
0, gb 
引进 记号 
和 (6.3.24) 
设 汞 数 fo 为 满足 下 式 的 函数 
1 d0 =0 (6.3.25) 
(la)i) 为 满足 下 述 人 条件 的 朱 阵 
lens=0a =| ', oP (6.3.26) 
0 ，CcX 天 8 
一 险 线 性 非 完 整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 为 
Rs 03.27) 
其 中 0; 为 广义 力 ，R; 为 理想 约束 反 力 ， 且 
R;:= 1 0 (6.3.28) 


式 中 1。 为 Lagrange 冬 子 。 由 式 (6.3.28),(6.3.25) 和 (6.3.19) 
知 ， 存在 tc), 使 得 


R= pg R,= Uc Le,) (6.3.29) 
由 命题 1 ， 得 
一 i+0 (6.3.30) 
其 中 QO =S 0 
将 式 (6.3.30) 乘 以 B 且 对 i 求 和 和， 有 
B: BRi+ BO (6.3.31) 
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注意 到 式 (6.3.29)、(6.3.24) 和 (6.3.19)， 得 


BR'=0 | (6.3.,32) 
, Dv do 
, dp: 
(BYv ) + BE yi a 
dy’ B 
二 -十 五; 0 -eA Asvv’ 
do’ z 
一 -十 (6.3.33 ) 
, B 
其 中 7 一刀 :854 一 4 4 (6.3.34) 
da” . da: 
v= 一 = Biv' = B;— (6.3.35) 
Vv = Asv (6.3.36) 


关系 “6.3.36) 说 明 ， 所 有 的 广义 速度 > 可 以 用 独立 的 广 
将 式 〈6.3.32)~ (6.3.36) 代 人 式 (6.4.31)， 由 B10’ 二 0，， 

得 
+1'5evv 一 QU” 或 ~ (6.3.37) 


方程 〈6.3.37) 称 为 一 阶 线 性 非 完 整 力学 系统 的 广义 Schouten- 
Vranceanu 方程 。 


6.3.2 Boltzmann-Hamel 方程 


1. 完整 情形 
Boltzmann-Hamel 方程 在 分 析 力 学 中 占有 十 分 重要 的 地 


位 ， 它 是 由 Boltzmanna 在 1902 年 建立 ， 而 后 由 五 amel 加 以 推 
三 的 。 


设 指 标 5、2、r*、xz、2 以 及 4、 7、2、… 都 古 由 1 到 区。 取 


准 速度 :por 为 
w= (6.3.38) 
其 中 系数 97 仅 是 广义 坐标 2 的 孙 数 ， 满 足 
det(¢¥")AA0 (6.3.39) 
5 引入 记号 
fo 一 os (6.3.40) 


x" 就 是 准 坐标 ， 一 般 说 来 作为 坐标 的 函数 它 是 不 存在 的 ,而 
只 是 一 种 记号 ; x" 也 并 不 是 x” 对 时 间 的 导数 ， 而 只 是 在 整体 上 
作为 一 种 记号 "7。 
根据 式 (6.3.40) 可 以 把 式 (6.3.38) 写成 
dr 一 23ddi (6.3.41) 
量 dn 称 为 准 坐 标的 微分 。 式 〈6.3.39) 的 成 立 允 许 由 式 〈6.3 . 
38) 解 出 zw， 得 用 w* 表示 vw 的 关系 式 


y= Pi (6.3.42) 
其 中 ¢; 仅 是 9’ 的 函数 ，(92) 是 (23) 的 逆 矩 阵 ， 即 
2307 一 05。 2307 一 0 (6.3.43) 
式 (6.3.42) 亦 可 写成 
dr 一 gidxs (6.3.41) 
则 可 定义 广义 坐标 对 人 维 坐 标的 导数 为 
= 9: (6.3.45) 
显然 ， 如 果 系 数 27 满足 
OFx OP” 


By Oo» (Srl,%,n) (6.3.46) 


那么 去 〈6.3.38) 的 选取 ， 是 使 系统 的 描述 由 一 组 广义 坐标 变 为 

有 男 一 组 广义 坐标 。 此 时 ， 准 坐标 zx” 实际 上 是 系统 的 一 组 广义 泽 

标 ， 式 〈6.3.44) 和 下 面 的 式 (6.3.47) 都 是 自然 的 结果 。 
定义 微分 算 子 如 下 

一 556 一 


De ™ ” ， Dg 一 人 ， DT (6.3.47) 
当 广 义 坐 标的 选取 由 9 改变 为 9' 时 ， 设 
dx°”= rdg* (6.3.48) 
风 由 
_ Oa . ' 
‘odo’ {da* 
dg "= go d,s dg dd 
可 得 到 
一 。 , 09 
0 (6.3.49) 
设 另 取 一 组 准 坐 标 z*， 且 
drx°=yrdrx?, 好 dx? =yodr" (6 3.50) 
式 中 (Cy) 和 (%?) 互 为 逆 和 矩阵 ， 即 
spo=0s, Pipr = (6.3.51) 
又 设 
Grp 一 edai (6.3.52) 
由 式 (6.3,50)， 还 有 
dr? = to dy (6.3.53) 
比较 以 上 两 式 ， 得 
PIP (6.3.54) 
如 二 记 
- ， Dr 
Wo 二 PDT"? (6.3,.55) 
pp _ a ON? 
出 2 = 7 FA (6.3.56) 


式 (6.3.49) 和 (6.3.46) 实际 上 给 出 了 坐标 《广义 坐标 或 
准 坐标 ) 变换 下 ”3 的 变化 。 
利用 式 (6.3.45) 和 (6.3.7) 知 ，ds: 可 以 表示 成 
ds*=— gijdg' dd = 8, dn" dmx? (6.3.57) 
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1 rmi 7 RE Te I 


其 中 


pepper "°°, 一 0 


记 


则 A,= 9;A;= pi grrA* 


~ = 7 


+ AnH? 


TT ro 
1 rp 一 此 i Toy 


/ ee ee 
1 = 3 (Ss 0 Sor 08-。 


0OT2 DT: OAXA” 


[证 明 ] 因为 v=w%iw>， 所 以 


dd (pio) _ de: 。 ~, do 
df ato) To to 


假设 i 仅 是 4 的 函数 ， 则 
即 
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(6.3.58) 


(6.3.59) 


(6.3.60) 


(6.3.61) 
(6.3.62) 


《6.3'.63 ) 


(6.3.64) 


(6.3.65) 


(6.3.66) 


(6.3.67) 


(6.3.68) 


(6.3.69) 


(6.3.70) 


(6.3.71) 


-0 )+ wooptpST oO 


_ do + [ri CD 大 2p5 二 9090 和 9 oror (6.3.72) 


09 1 ~ O99 
Gg =— Pp gar (6.3.73) 
比较 式 (6.3.72) 和 (6.3.64) 两 式 ， 并 利用 上 式 ， 有 
A Ti 9 Ps— pt ps (6.3.74) 
由 式 (6. 3 。 58 ) 知 ， Bi 一 人 了 0 ;gp， 故 
了 1 * x OE xr Oppx 0B.p 
I jk 2 erzp3e8e22 fp DTr BTr OA” 8 ) 
1 Dg, + ,0097)s 
9 & Og 4 名 时 Og* Bpx 
DCeO50DY) 
一 一 87 go | (6.3.75) 
上 式 前 一 项 经 化 向 后 为 959899P5e， 而 后 一 项 为 “* 
1 , 892 O97 09, 091 
yif Pp | -一 一 一 一 
2 2 5 (Go 一 + (37 0g? 
io 
09 ? Og* 
_ 9 09? 
— Dox 一 -of 
ppiB p ; OF ps "ys, + 3 Bo (99-0 Og:’ 十 py Oe) 
(6.3.76) 
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其 中 


7 一 OY 0 


~ ( Opp 02， 
Gg 0g? 


) (6.3.77) 


显然 ， 如 果 谁 坐标 的 选取 满足 关系 式 (6.3.46)， 则 7y*, 二 0。 
一 般 说 来 ， 式 (6.3,46) 并 不 满足 。 
式 06.3.76) 右边 后 一 项 可 如 下 化 简 


De ~ 


1 ro OV Ops 
一 2“ | Gg 一 jo) 
~,/ DO8 25) 

| Og 下 OF" 


~ ~ OP, 
+ Bry Gt) 


A 


Dh pigrxrof yy FT. . OP; 
Ox Fo 有 ory p D0: 十 有 or2p Og* 


(6.3.78) 


将 式 (6.3.75)~(6.3.78) 代入 式 (6.3.74) 中 ， 得 


4pi = "pr + B88, YYp 


命题 得 证 。 
张 量 形 式 的 Boltzmann-Hamel 方程 可 以 通过 以 下 两 种 方法 


得 到 ， 


其 中 


由 式 


(1) 直接 推广。 由 文献 C 3]， 有 ®® 
d 07 23 (3 oO7™* OT7* 


i OO 


df 08 dg i 
T*(gi,w°)=T(g’ ,0 (gi,w°)) 


(6.3.79) 和 方程 


df Gor On 


oT* ， 

Qo” Yo ) 
(6.3.79) 
(6.3.80) 


二 式 (6.3.79) 可 以 由 式 (6.3.80) 和 (6.3,47) 直接 推出 。 
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i Mr i 


d 04 af 


di 00 ~ Gg OC: (6.3 ,81) 
进一步 可 得 @ ?79 
T* 67* 67* 
- Topo wy 7, 二 嫉 ， (6.3.82) 


式 中 N,= 091i0:; 
为 相应 于 维 坐 标 x” 的 广 闵 力 的 协 变 分 量 。 
将 式 (6.3.80) 代入 式 (6.3.81)， 有 
d 07* oT* 07* ,~ ., ,08,, 
di bo” On to © 1 rT Bo" TH 


由 式 (6.3.9) 和 上 式 ， 有 


ges d+ (Tp + FY) ww = (6.3.83) 
即 

f=0*+ (T's, + Y;,) ww = 1 (6.3.84) 
式 中 N11*= 8*"D, 


为 相应 于 维 坐 标 Xx" 的 广义 力 的 逆 变 分 量 。 

方程 (6.3.82)、(6.3.83) 和 “(6.3.84) 统称 为 完整 系统 的 
Boltzmann-Hamel 方程 , 式 (6.3.82) 是 其 动能 型 ， 式 (6.3.83) 
和 《6.3.84) 是 其 张 量 型 。 

《2) 和 用 命题 2 。 由 式 6.3.61) 和 (6.3.16) 有 


f"=97 f=—970 = 9° gii0; (6.3.85) 
利用 式 (6.3.59)， 下 式 可 写成 
太一 023907925o20i 一 Cop 厅 一 了 (6.3.86) 


@ 利用 239; -= 5z 即 束 得 出 。 


一 5001 一 


= ni 下去- ‘in i FT ob 


由 式 (6.3.86) 和 (6.3.83)， 可 得 下 述 命题 。 


~ 补 让 宣 
命题 3 产 =g (a 07* 07* 07 


di du” 一 Dr 二 Doro yo 
(6.3.47) 


2. 非 完 整 情 形 
设 系 统 受 有 &8 个 理想 线性 非 完 整 约束 
252d0 一 0， (X 一 6 十 1 ,NE =Nn— pp) (6.3.£8) 


则 系统 的 运动 方程 为 
d 04 of 、 


利用 式 (6.3.78), 由 上 式 和 9%?91i 二 6° ,系统 的 运动 方程 为 


d 07* OT* 67T*  ， ~ 
di Bo an’ tom OVr=lN,+tR, (6.3..0) 


式 中 KR,=9iR;:, Ri=A( 9 
R: 为 相应 于 yi 的 广义 约束 反 力 ;万 , 为 相应 于 准 坐标 x 的 广义 
幻 束 反 力 。 显 然 ， 它 们 满足 


Ridg’ = Rdn’=0 (6.3.91) 
假设 准 速度 如 下 选取 
N= 0 T= 00i, (CE 一 1 一 四 一 g) 
《6.3 .92) 
且 
PI Ps 0 V1 / 
A=| TT 上 0 
op™ 归 生 二 二 0 


则 式 (6.3.91) 变 成 
Redr" 一 0 (6.3.93) 
根据 dx* 的 独立 性 ， 有 玉 。=0。 方 程 (6.3.90》 成 为 59 
d Day OT* oT* 


di G0 On tOwr 0 Yael (6.3.94) 


利用 命题 3 即 有 
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do’ ~ 
太一 df + A oT + RR’ 


R=— sg"R, (6.3.95) 
及 us 由 ”十 《六 ac 十 地 :ay 7) ac 一 17。 (6.3.96) 


式 中 和、D、C 一 1，…，c3 CQ 一 6 十 1 HN; Tl, No 此 外 ， 还 有 
8 个 方程 


dw ~ 
太一 -下 十 Aisw ow = J +R" 
R= 82R, (6.3.97) 
由 wo 二 0， 有 
R= Aw rw —1" (6.3.98) 


根据 上 式 可 以 求 相 应 于 x 的 约束 反 力 尺 "。 方 程 (6.3.94) 人 ~ 
(6.3.97) 统 称 为 一 阶 线 性 理想 非 完 E 完 整 系统 的 E 统 的 Boltzmann-Hamel 
方程 ， 其 中 式 〈6.3.94) 是 其 动能 型 的 ， 式 (6.3.95) 人 一 (6.3.97) 
是 张 量 型 的 。 


6.3.3 Appeil 方程 


， 完整 情形 
由 式 (6 .2.24) ,i 系统 的 加 速度 能 为 `” 


S = 也 六 一 Fgug' + TOY 


1 ss 
+t oT mG 80 (6.3.99) 
由 式 (6.3.8) 和 (6.2.25) 知 ，S 还 可 表示 为 
1 
S Bi 广 | 6.3.100) 
O05 
命题 4 a =O; (6.3.101) 


、 DS .. ， ，， 
[证明 a = gi! + Tilo 
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= gn(g + TAGG 一 SA 一 fi 
由 命题 1 知 ， f; = 0;, 


65 
57 Ce 


由 命题 2 及 式 (6.3.100)， 名 


S = 本 8 产 户 = 8 2 of 广 
记 为 


命题 5 0S 


[证 明 2 由 式 (6.3.84)， 有 有 


EA ~ 
Do = pg,, 及 


由 Boltzmann-Hamel 方程 (6.3.86)， 有 


505 = 一 So 矿 =5o 人 一 了。 
2. 非 完 整 情形 
设 系 统 受 有 形 如 (6.3.19) 的 非 完 整 约束 ， 记 
Bas—~ AsAS Bi; 
其 中 (4:) 由 式 (6.3.24) 定义 。 记 S*(D ,05 0) 为 由 S(Vi, vi, 
9) 中 消去 六 ,2 后 得 到 的 图 数 ， 则 由 式 (6.3.33》 知 


es 
Ss"=yBiBigwf f 


oy 


1 .. . 
= gas (Fo + baby )+ SCw) 


(6.3.104) 
式 中 SC) 为 不 含 六 的 项 。 
0S* 

命题 6 or = Oe (6.3.105) 


[证 明 ] 由 式 (6.3.104)， 得 
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(6.3.103) 


(6.3.102) 


> = gos (四 十 矿 20204 ) 
由 式 (6.3.37) 知 ， 训 十 baviv 二 OQ;?， 故 
gn0'=0. | 
如 果 准 速度 如 式 〈6.3.92) 选取 ， 则 加 速度 能 


~ ] . ~ = 加 
> -81 "f= B00 + poo /Al sO w+ 9 


(6.3.106) 
式 中 3 为 不 含 @ 的 项 。 
区 ‘ O05* 一 一 
命题 2 二 刀 。 (6.3.107) 
[证 明 ] 由 式 (6.3.106)、(6.3.95) 和 (6.3.96)， 知 
05* = B00 po A sO ws 
0° ob gao cé 


=~F,, (1°+ R’)=7, | 
例 2 试 档 述 久 质问 球 在 一 般 力 作用 下 沿 粗 糙 水 平面 的 纯 演 
动 。 

为 确定 球 的 运动 ,我 们 取 五 个 广义 坐标 : 球 心 O 的 坐标 (%,Y) 
及 二 个 Euler 角 J、9、%。 由 于 纯 深 动 , 系统 受 有 三 个 非 完 整 约 
束 
X%+ 4( 由 cosysinp — Osing)=0 
. . . (a) 

y+a(Psingsing + gcosy) 一 0 


圆 球 的 动能 为 
太一 本 和 (富士 入 ) + ma (y+ 0:+ P+2PYpeos0) (42) 
根据 式 (6.3.92)， 取 准 速 度 如 下 


w= bcosy + Psindsing 

w=— 0sing 一 msinbgcosy 

w?=p+ pcos : (c) 
w=%+a(Pcosypsin0 — Osing) 
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wo —y+a(Psingcosd + Gcosy) 
其 中 w1、w?*、w? 为 球 的 角速度 在 与 固定 坐标 系 相 平 行 的 坐标 轴 
上 的 投影 。 
由 式 《c ) 可 以 解 出 广义 速度 


Owicosy +t oising 


P= Sln0 — wcosy) 

(4) 
B=o3—ctgo (wsing — wcosy) 
X=04+a0, Y= —aw! 


将 式 (4 ) 代 入 动能 表达 式 ( 5 )， 得 动能 的 准 速度 表示 式 为 53) 


TY 一 了 2 全 Hz2[(ol)“ 十 (op2)2] 二 二 a2(o?)2+ 9 X0204 


5 
一 2406o0lwo5 十 (@4)2 十 (5)2 《6 ) 
故 

~ (I ~ ~ 7 ， 

Bu gma ， &15 一 L251 二 一 4， B82 Ma 
,| Cf) 

B35 ma’, bg24= B42 = Ma, P44= £55 一 

Boltzmann 记号 Yis 为 531 

7 二 一 7 三 一 1， 7 一 一 7 一 一 上 7 一 一 ?2 一 一 1 (8&8) 


74 一 一 4 一 一 4，T5 一 一 ?5 一 一 0 
相应 于 维 坐 标 TT!', ,7 的 广义 力 的 协 变 分 量 为 
好 ;一遍 ?一 ， 万 := 遍 十 CE， 了 7; 一遍 。 Ch) 
其 中 讽 ; 、 遍 3、 遍 ; 为 作用 在 圆 球 上 的 力 偶 元 " 在 空 间 固 定 坐 灶 系 
的 轴 上 的 投影 ，V,、V, 为 作用 在 圆 球 上 的 力 产 在 *、y 轴 上 的 
我 们 利用 Boltzmann-Hamel 方程 的 张 量 型 (6 ,3.96》 
Sad + Tact Eros) V0 oH, (3 ) 
式 中 ，4、D、c=1,2,3。 建 立 圆 球 的 运动 方程 式 。 
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将 式 〈 广 ) 中 的 区 。 代 入 命题 2 中 求 Ps 。 的 公式 中 ， 得 
了 ae 一 (7 ) 
将 式 (7)、(g)、(8) 代 入 方程 (1)， 整 理 可 得 


7 ~ 
TMG d= 有 = — AV, 


1 ) ~ ~ 
Ema Dd = I=m:+ al (Rp) 


2 ~ 
MI OO 一 一 丸 3: 一 坟 # 


上 式 与 文献 C3 ] 中 所 得 结果 一 致 。 
下 面 用 Appell 方程 命题 7 来 解 这 个 问题 。 由 式 (6.3.106) 
得 本 


] 
"= R400 + Ro (Tes + BBs YL) ete tS 


9 

=7 84200 + (Toat 8 se) Ow tS 
式 中 S' 为 不 含 @* 的 项 。 将 式 (f)、(g)、(7) 代入 上 式 ， 有 
S+=3 {Emal(O) + mad): + Ema(@)?| +s 


由 Appell 方程 命题 7 ， 知 


7 
| DC = Ema == —aV, 


了 四: 一 MU 四 一 1 一 仿 +aV, CL) 


方程 《 1) 即 是 方程 ()。 | 
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$6.4 非 足 常 系统 的 运动 方程 


在 这 一 节 ， 我 们 将 上 一 节 的 思想 从 定常 系统 推广 到 非 冠 常 系 
统 。 


6.4.1 上 06poHpaBsoB8 方程 


了 0o6pospasos 在 1970 年 将 其 对 定常 系统 的 思想 推广 到 非 定 
常 系统 ， 得 到 了 具有 不 变性 的 运动 方程 '"。 这 个 方程 的 特点 有 
:一 是 对 包含 时 间 在 内 的 坐标 变换 群 的 不 变性 ， 二 是 方 释 中 的 
一 部 月 的 几 条 六 
完整 情形 
名 沁 时 间 的 轴 现 而 可 来 的 困难 ， 我 们 引进 划 定 攻打 
的 概念 ， 如 形变 空间 中 的 点 ， 它 的 量度 ， 类 似 于 Riemann 位 形 
空间 中 的 定常 系统 ， 由 依赖 于 时 间 的 动能 来 确定 。 
定义 1 称 上 述 的 形变 空间 理论 为 非 定常 几何 ， 称 张 量 中 为 
强 张 量 ， 如 果 它 的 分 量 在 运动 学 变换 
gq'=g'(g’,t) (6.4.1) 
下 ， 如 同 在 几何 变换 
0 一 OO ) (6.4.2) 
下 一 - 样 变换 。 | 
非 定常 几何 中 的 所 有 张 量 对 于 包括 时 间 在 内 的 坐标 变 换 群 
(6.4.1) 应 该 是 不 变 的 ， 即 都 应 是 强 张 量 。 
一 阶 强 张 量 就 是 强 矢量 ， 它 的 分 量 在 变换 (6.4.1) 下 如 此 
变换 


rv (6.4,3) 


显然 ，d9 不 是 强 矢量 ， 这 由 下 式 可 以 看 出 


V'= 
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dg' = jr dg + 9g 


(6.4.4) 


命题 1 时 则 V 对 9 的 偏 导 数 也 是 强 张 量 。 


[5 证明] 我 们 以 强 矢量 为 例 ， 余 者 类 推 。 
若 V 是 强 矢量 ， 根 据 定义 ， 有 


将 上 式 对 入 求 寻 ， 由 于 志 人 7 不 含 多 ， 有 


6 60 07” 
O06* 和 Dg’ O00* 


00* 


利用 命题 1 可 以 建立 起 非 定常 几何 的 结构 。 
非 定 常 几 何 的 度量 由 系统 动能 确定 : 


ds’:=2Tdi?= g;;dg'dg’ + 24a:dg,dt + Adf’ 


其 中 a;，A4 由 式 (6.2.8) 和 (6.2.9) 定义 。 


(6.4.5) 


(6.4.6) 


由 于 ds 作为 力学 量 相对 于 坐标 变换 群 (6.4.1) 是 不 变量 ， 


根据 命题 1 ， 我 们 可 以 构造 强 和 失 量 如 下 : 
Vi= RG 十 Ci 
如 果 再 将 vi 对 祈求 导 ， 可 以 得 到 强 协 变 张 量 gin。 
设 vw 各 "的 分 量 则 2 的 赣 变 分 量 为 
V 一 & Vi=g “(Bing* + 4;) 
一 0' 十 A 
其 中 0 一 8 0 
定义 无 眼 小 中 天 量 如 下 : 
60 =~vidi=dg' +a'dt 
39 称 为 绝对 元 位 移 。 
非 定 常 几 何 的 度量 在 不 变量 下 有 如 下 的 形式 


(6.4.7) 


(6.4.8) 


(6.4.9) 


一 289 一 


ds’~ pig'0g’ + (A— ai@’') dt’ (6.4.10) 
这 可 由 式 (6.4.9) 和 “(6 .4.6) 直接 推 得 。 
因为 对 任意 强 失 量 =w'g;:， 有 


=(- 竺 A i) g (6.4.11) 


其 中 ;i 是 第 二 类 Christoffel 符号 ， 刀 ;由 式 (6.2.12) 定义 。 
故 可 引入 下 面 的 定义 。 
定义 2 类似 于 了 Riemann 几何 中 绝对 微分 的 概念 (6.1.41) 
在 非 定 常 几何 中 定义 强 协 变 微分 如 下 ， 
Ow’ =du’'+I'irwidgt+I ;widt (6.4.12) 
式 中 三 芭 为 第 二 类 Christoffel 符号 ， 由 式 (6.1.32) 定义 ; 荆 ; 
由 下 式 定义 
Og; ,Oa 00| 


Ti = 8 "Ts, r=3( Gf 697 yn) “6.4.13) 
将 无 限 小 强 协 变 微分 (6.4.9) 代入 到 式 (6.4.12) 中 ， 得 


| OM’ Bw’ 
t 是 _ 
34 一 (3 Do 十 了 2 外 00 十 (2 Dt 十 "a 0M” a DO 
一 六 2b20 Gd (6.4.14) 


定义 3 关系 (6.4.14) 中 54 前 的 系数 称 为 对 g* 的 强 导 数 ， 

记 作 Vw’, 上 即 @ 
Vi = 十 1' rw” (6.4.1:) 
式 《6.1.14〉 中 df 前 的 系数 称 作 对 的 强 导 数 , 记 作 Vxi:， 即 妨 


ri hk 
py iu—d Ga 


根据 定义 3 ， 可 以 将 任何 张 量 的 强 微 分 表示 成 


._ 0 Ow 
V ii = i at (6.4.15) 


全 、@ 类 似 于 式 (6.1.43)。 
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OV=ViVegt + VVdi (6,4.17) 
非 定常 空间 的 特性 是 它 的 线 元 随时 间 而 改变 。 
设 df 关 0，6g' 二 0， 即 dg' 二 一 widt, 计 算 标量 函数 
y =0( gn09'0g*) ， 则 有 5 


四 0 了 ; ORih DOx 
p=0(gi09'0g9*) = (ha O01 Bii Bar 
04- 上 
BR A Og Jogieg dt {6.4.18) 
少 指出 了 空间 间隔 随时 间 的 延 伸 。 记 
下 7 ， _1 Ogix ;1 ORiR- | DC Oa’ 
Ia 


定义 4 称 由 WV 定义 的 张 量 为 非 定常 空间 的 延伸 张 量 W，。 
延伸 张 量 是 非 定常 空间 特有 的 ， 它 是 表征 非 定常 几何 的 一 个 
指标 。 
定义 5 在 非 定常 空间 中 ， 满 足 ， 
ddo=ddg, ddi=ddi (6.4.20) 
的 两 个 位 移 8,6 称 为 可 交换 的 。 
延伸 张 量 W 亦 可 通过 如 下 途径 得 到 “， 计 算 
00q'— 0g' =W,;’ (8g*di— 59*dt) (6.4,.21) 
其 中 8、6 为 可 交换 的 。 由 上 式 求 出 的 人 V，! 为 延伸 张 量 的 混合 分 
量 ， 即 


Wii= peti Wir= goal ;? (8.4.22) 
命题 2 对 于 完整 系统 ， 存在 如 下 运动 微分 方程 
-SG 或 -二 -二 有 人 一 SI 上 06.4.23) 
其 中 87 由 (6.4.12) 定义 ，0: 是 广义 力 的 协 变 分 量 ， 而 
Tg ， Si 一 地 Gr A=A—aa' (6.4.24) 
[证 明 】 用 Hamilton 原理 来 证 ， 因 为 它 是 由 对 任何 包含 时 
间 的 坐标 变换 均 不 变 的 形式 给 出 ， 3 和 ) 
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{1 
| ‘T+ Qi89) d=0 (6.4.25) 


式 中 ，6 是 强 协 变 等 时 变 分 :8 为 强 变 分 。 下 面 先 求 出 动能 的 变 
分 57 ， 我 们 有 
57 = 二 ov + 本 人 一 08of 十 54 

将 上 式 代 人 式 (6.4.25) 中 ， 对 由 右边 的 第 一 项 生成 的 项 进行 变 
换 、 化 简 ， 得 

Vr dvidt —v00g’ =8 (vdg’) — bv0g' —vW ;i dqidt 
由 于 对 力学 系统 
: | Sv: 0g9') =0 


0 


. 
一 OV; ,: ~ 1 一 ) 
于 是 | 3Tdt= | {-( 了 二 了 )ag'+ 54 和 
(6.4.26) 
* a ,_ 64 yi pp : 
而 64 = 07 0g'=2 Si0g 
从 而 ，Hamilton 原理 (6.4.25) 可 以 表示 成 


| 人 (全 + Si+ Qagidt=—0 (6.4.27) 
80 
其 中 Si 0 


由 于 6g: 是 任意 的 ， 根 据 泛 函 理 论 知 ， 式 (6.4.27) 成 立 的 充 要 
条 件 是 大 括号 里 的 量 等 于 零 ， 即 系统 具有 不 变形 式 的 运动 方程 


t+W;’v;= S;+ O: 
上 式 亦 可 写成 (用 g* 乘 上 式 ， 且 对 ; 求 和 )》 


+ Wjivi=Si+ O: | 
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方程 (6.4.23〉 称 为 完整 情形 的 只 06poHpasos 方程 。 
2. 非 完 整 情形 
设 力学 系统 的 位 形 由 % 个 广义 坐标 491,…,g? 确定 ， 且 受 有 7 
个 理想 线性 非 完 整 非 定常 约束 
a?dg' + zdt=0, (p=1, ,7) (6.4.28) 
由 于 非 完 整 约 束 是 对 系统 速度 的 限制 ， 因 此 ,约束 (6.4.28) 
的 存在 意味 着 所 有 点 的 速度 已 不 能 是 任意 的 了 ， 它 们 由 x 一 % 一 + 
个 独立 的 广义 速度 给 出 。 假 设 少 ,…,g 是 独立 的 广义 速 度 ， 屠 
么 所 有 的 广义 速度 可 以 表示 如 下 
G' =biG° + ,t=1, ,Hy A=1, ,m4) (6.4,29) 
上 式 亦 可 写成 
dq’: =bidg’ + vdt (6.4.30) 
方程 (6 .4.30) 每 一 时 刻 在 空间 每 一 点 上 给 出 一 个 m% 维 曲 
面 ， 它 具有 牵连 速度 5;。 这 一 运动 着 的 曲面 称 为 非 定 常 非 完整 
几何 。 
非 定 常 非 完整 几何 的 坐标 变换 一 般 可 以 用 下 式 描述 
dqi=Cidgt+Cidf,  (f、 R=1,*,n) 
或 dq"=Csdgs + Cdt, (a A=1,,m) 
韭 定常 非 完 整 几何 的 所 有 量 在 坐标 变换 (6.4.31) 下 是 不 变 
的 ， 它 的 度量 ， 同 非 定常 几 何 一 样 ， 可 用 系统 动能 确定 
ds:=2Tdf?= pirdg'dat + 2a:dg'dt + Adf? (6.4.32) 
韭 定常 非 完整 空 间 中 的 虚 位 移 (di 二 0〉 由 
dg’' 一 六 do* (6.4.33) 
给 出 。 所 有 碟 位 移 的 总 合 构成 一 个 妈 维 流 形 (X)， 称 为 虚 位 移 流 
对 任意 矢 量 w', 记 wi 为 它 在 虚 位 移 流 形 ( 革 〉 上 的 投影 。 如 
琳 w 一 650 ，F 二 1 3 0 一 1 Mi， 则 显然 (由 式 (6.4.337) 矢 
量 w' SE (X)。5: 称 为 虚 流 形 (天 ) 的 联系 张 量 。 
假设 从 式 (6.4.30〉 可 以 解 出 dg"， 即 有 表达 式 
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(6.4.31) 


dg"=brdg' +bd (6.4.34) 
其 中 矩阵 (57)、( 必 ) 满足 
bb =—0s, bbi=0!, bib*+bi=0 (6.4.35) 
将 式 (6.4.30) 代入 式 (6.4.32)， 得 度量 ds: 在 非 完 整 坐 标 下 
ds’:—= $sdg"dgs + 2a4.dg"+ A (6.4.36) 
其 中 
gap = pri0sb8, Ha= gijb1D’ + aib, 
A= pbbi+2a0+ A | 
与 完整 情形 类 似 ， 由 度量 ds: 可 以 导出 属于 虚 位 移 流 形 (XX 》 
的 唱和 天 量 


(6.4.37) 


Va = gap0 +, (6.4.38) 
5| 进 张 量 ge 的 道 变 分 量 8 
2 一 号 7 (6.4.39) 


容易 验证 ， 由 上 式 定 义 的 5"” 满足 58,89" 二 6;、 亦 即 58"? 确 是 度 
量 张 量 的 逆 变 分 量 。 用 5&“” 乘 式 (6.4.38)， 且 对 < 求 和 ， 得 强 
天 量 v 的 逆 变 分 量 [ 其 协 变 分 量 由 式 (6.4.38) 给 出 ) 
v= "+H, d=8""0, (6.4.40) 
强 矢 量 ” 称 为 绝对 虚 速 度 。 
式 (6.4.38) 和 (6.4.40) 可 以 改写 成 如 下 形式 
00.。 一 加 df 一 Sepd9 + ddt 
600 "一 7 下 一 dI 二 id 
大 量 a9. 属于 虚 流 形 〈 和 ), 称 为 绝对 虚 位 移 。 
由 式 〈6.4.9)、(6.4.30) 和 (6.4.41) 知 ， 非 定常 非 完 整 
几何 的 绝对 元 位 移 有 形 
8g’'=0bidg"+ (a + 6) dt 
—bidg"+ (at+bi—bia)dt (6.4.42) 
下 面 我 们 证 明 上 式 右 边 由 前 的 系数 为 零 。 因 


ba° = Dg ap 


(6.4.41) 
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将 式 (6.4.39) 和 (6.4.37) 代入 上 式 ， 并 利用 式 〈6.4.35) ,得 
bid’—Dip' hb? ( pnb bt + a Lb ) 
=8 "Ent+ pg bm 一 六 十 不 


故 
—bia’+ai+b=0 (6.4.43) 
有 即 » 
09 = 0b,0g° (6.4.44) 
利用 上 式 ， 将 度量 变换 为 不 变形 式 
ds’—8g.0g° + (A—A’A,) dt? (6.4.45) 
设 $、9 是 两 个 可 交换 的 位 移 ， 与 完整 情形 类 似 ， 我 们 通过 
计算 


5069 一 0 84 一 卫 (dq di —0g° di) (6.4.46) 
来 求 非 定常 非 完 整 空 间 的 延 伸张 量 W。 _ 
命题 3 ”由 式 (6.4,46) 定义 的 延伸 张 量 W 的 混合 分 量 


Wr = Wb bl + bs oo (6.4.47) 
证明] 因为 
09 =09' = badg” 
将 上 式微 分 ， 得 
664 =00 0g° + bs 00g° (6.4.48) 
将 上 式 在 虚 流 形 (X) 上 投影 ， 有 
be00g’' 一 (0bi0g" + bi 00g°) (6.4.49) 
通过 同样 的 计算 可 得 
| 09589: 一 5 (bbi6g° + bi06g" ) (6.4.50) 


将 式 (6.4.49) 减 去 式 (6.4.50)， 有 
52(880: 一 080F ) = (88g° 一 5692) 
+b? (dbi0g" — 0bi0g9°) 
利用 式 (6.4.20)、 上 式 亦 即 
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(80g9° 一 5604) = IW;’ (0g’di — 0gidt) 
十 04(80284" 一 00272809" ) (6.4.51) 
因 B97 (55:0g"—0b; 097) 一 39{C(Vx02)894 二 (V0:) Gi0g 
—[(Vibi) dg + (Vb’) dtdg’} 
={(V Dd? + (Vibi)b? bv) (0g°di —0g°dt) 
将 上 式 及 式 (6.4.44) 代入 式 〈6.4.51)， 可 得 
00gs —80g =W:? (dg°dt —0g"di) (6.4.52) 
式 中 一 | 
W. =W)ibIDi tO Vb +orb v0 Va: 
,0 Obi / 
__TTr -rr 月 一“ < 
—W 0704 十 吕 dt | 
理想 非 完整 力学 系统 的 运动 方程 即 可 通过 Hamilton 原理 


《6.4.25) 推出 ， 亦 可 由 Routhbh 型 方程 


Or 
dr 


推出 ， 式 中 Ri 是 垂直 于 虚 流 形 ( 义 ) 的 约束 反 力 。 系 统 所 受 的 
非 完 整 约束 可 用 下 式 表示 


+Wi'ivi~=S+O+R! (6.4.53) 


太一 中 二 有 07 《6.4。.54》 
将 上 式 代 人 式 (6.4.53〉 中 ， 得 
; Ov” a 02。 了 了 
ai to di +W;'v -一 十 人 十 尺 


将 上 式 在 虚 流 形 〈 碟 ) 上 投影 ， 即 以 闻 乘 以 上 式 ， 对 守 求 和 ， 
得 5 


dv ~ sp | 方 
V0 (6.4.55) 
ds 一 
其 中 
S=b;S’, O°=b:0: (6.4.56) 


方程 (6.4.55) 就 是 非 完 整 力学 系统 的 二 06poHpasos 方程 ， 
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它 与 约束 方程 (6.4.54) 组 成 一 个 封闭 的 方程 组 。 当 系统 是 完 
上 时， 方程 〈6.4.55) 晓 化 成 方程 (6.4.23)。 


6.4.2 及 o6poHpaso8 方程 与 分 析 力 学 中 其 它 方 程 的 等 价 性 


。 完整 情形 
命题 4 对 任何 一 个 完整 力学 系统 ， 工 06poHpasosa 方程 
(6.4. 23) 与 第 二 类 Lagrange 方程 


a 87 oT 
等 价 。 | 
[证明] 任何 一 个 力学 系统 ， 其 动能 总 可 以 表 成 人 
7 = 了 gO Gi + did’ + 有 4 (6.4.58) 


将 上 式 代 入 Lagrange 方程 (6.4.57) 中 ， 展 开 得 微分 方程 组 


0&82 ., ;i 二 Ogi; .; + Oa; t+ Omg: 1 Og .,.,; 
Og 


— 点 
0 aged TG 2 gd 
_ Oa ， ， 1 D4 
Og’ pr 一 2 Og’ = 0; (6 .4,59) 
由 命题 2 和 定义 2 知 


= gandvt= ga(drt + Ttv'dg’ + I tv'di) 
即 肥 oGpoapapoa 方程 〈6.4.23) 左边 的 第 一 项 可 以 写成 


OV; dv* 
en (dr tr 人 


d ，， . 
一 Si qi‘ + at)+ gixl tv G+ gar i 


,~ Oat .Oa* . 
bik Ch Og’ “十 6t ) + TvG + Ti 


+ Opis 


— og,, /+ | 
Bird + gir a 09: Ggr 


Di Oa 1 DApir 
7 二 8 + 到 
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Ogrs pF ; (ee 0a; 5 了 ?7 
Do 他 (人 十 &7)d 十 到 ey tg” 和] 人 十 0 ) 


因 W;’? = grVa， 故 Wiivj 二 Wi g*ivj== W irae 关上 信 各 让 
9; 的 定义 式 (6 .4 24) 代入 0o6ponpasos 方程 (6.4.23〉 中 ， 
展开 得 


Oa* 1 0 fir 。 ， Ogis 。 


Oa* f | 和 广 3 了 
BrA0 + Bi Og d+ gik ot Tz Gg 4 4 2 09 
1 O prs ss 1 O gir op 工 ON sy 
2 .000 
1 Oars YY7 十 1 Ogi; :os 1 04: 了 1 Oa 
2 807 2 2 6060 2 807， 
1 Og8;s so 1 Oa :1 ba ,1 Ogin K 
1 ORiR ;天 00 ] Oa 二 2 
2 gt 0 0 
| 08i | .04 1 04 
2 0g’ 7 2 Bid Og* 9 Erid ba: 
1 GOa 1 .6a, 1 04 : 
-二 - —— /It 一 二 1j. » A 
十 7 a 55 十 2 a ac Or 十 2 Og (6.4.60) 
因为 
1 Ogir ,1 Ogis ,,., Ogii ) 
2 Bor 2 0g" dd 一 Dot 
1 Ogi ., 1 Ogin ORi; .; 
6f 2 04 od 
了 Oda; ., Oa* 2 ai 1 Oger 
2 0 ZI 十 Si 0g’ ! 一 D Eiji9" Og* T 7 Gg’ 4 
1 Ga; . gq” 
一 一 K 本 
2 85 2 到 ar (B10 ) 


_ 0a: ,, 
Gg* 4 
Ga* 1 Og 1 Ogixr :_ O80) _ as: 
Br 2 Ge To of ot Of 
1 0) L Og jars Lo oe 
1 Oa 2 0 rr 
2 0g’ 2 一 2 09: (8&r4 1 
tt} } 
1 OPis fr 1 DC sh 
2 6g 2 8097 和 一 
1 a 1 i 0 
7 tk ag’ 2 ER 8d; 
1 Oa ,_ 1 Ogx kt 工 Oa 
7 Gg /A 7 0g: ma! 7 Bijd Gg* 
1 Ga: ， a 0 jj 


将 以 上 各 式 代 入 式 〈6.4.60)， 且 与 式 (6.4.59) 对 照 ， 即 可 得 
知 式 《6.4.57〉 与 了 Io6poHpasos 方程 (6.4.23) 等 价 。 | 

2. 非 完 整 情 形 

命题 5 对 任何 力学 系统 ， jo6poupapos 广 和 (6.4,55) 
与 分 析 力 学 的 其 它 Maggi 型 方程 等 价 。 

[证 明 ] Maggi 型 方程 (6.4.55) 可 以 等 价 地 写成 


| 区 + Wy;ivi )= (Si+0)29 


将 上 式 两 边 同 乘 ge， 对 下 标 8 求 和 ， 由 
Zap Lribabs, psb8 一 
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8 二 30 
进一步 整理 得 
bp:(gn -这 di Wy 一 >r 一 一 )=0 


上 趟 括 导 中 的 项 ， 前 已 证 明 ， 与 名 55- 一 3 等 价 ， 故 


JIo6poapaaoa 方程 〈6.4.55) 与 下 式 等 价 
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:总 5 -7 )= 0 
由 文献 [3，7) 知 ， 任 何 Maggi 型 方程 ， 例 如 HanzsiraE 方程 ， 
都 可 等 价 地 写成 上 式 。 亦 即 方程 (6.4.55) 与 分 析 力学 的 其 它 
”Maggi 型 方程 等 价 。 | 


6.4.3 Boltzmann-Hamel 方程 


% 十 1 维 形式 体系 应 用 于 非 定 常 系统 的 几何 化 ?是 这 一 小 市 
所 要 描述 的 方法 。 时 间 # 作为 补充 的 第 % 十 1 维 坐 标 ， 所 有 被 研 
究 的 对 象 都 属于 某 一 个 % +1 维 空间 X,;:， 它 的 度量 由 系统 的 动 
能 确定 ， 有 
ds’=2Tdf?= gi;dg’dg’i + 2400 + Adt? (6.4.61) 
这 是 这 一 方法 的 核心 。 
由 式 6.2.18) 知 ， 系 统 的 加 速度 有 形 
= (0 + 0 G+ 2 709 +1")g: 
由 了 二 下 得 系统 的 运动 方程 为 
f= + Gt +2 0 + I 0 +R’ (6.4.62) 
式 中 0i 是 广义 力 ，Ri 是 广义 约束 反 力 , 系数 Tyr、J1';、 TT" 是 
Christoffel 符 号 ， 分 别 由 式 (6.1.32)、(6.2.13) 和 (6.2.16) 定 
取 准 速度 如 下 
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07 一 DX0 十 05 (有 、S 一 1 和 4) (6.4.63) 
其 中 系数 924、%2 是 广义 坐标 % 和 时 间 志 的 国 数 ， 且 满足 
det( 91)A0 (6,4.64) 
上 式 的 成 立 允 许 我 们 将 广义 速度 多 用 准 速度 表 出 
0*= PF + Pe (6.4.65) 
式 中 | | _ 
0789 一 站 OA0 一 0 PrPrt P=0 (6.4.66) 
亦 即 矩阵 (94) 与 算 阵 (9$) 互 逆 。 v4、9' 亦 是 广义 坐 标 9* 和 时 
加 t 的 消 数 。 
定义 3 59 进 微分 记号 


0 _~: 0 60 ~60 ,6 : 
一 9 一， 一 二 一 一 十 一 6.4.67 
ON! Gg 人 og 0 ( ) 
利用 定义 5 ， 任 意图 数 (dg, 的 全 微分 具有 表达 式 
00 OP 
Gy 一 do dg" 十 7 di 
OF ~,, ,0 ~, OF 
-og 2 人 LT + Gg Vd+t dr 
0 grr OPg (6.4.68) 
ON ot 个 e 
利用 式 (6.4.65) 可 以 将 系统 的 动能 用 准 速度 表示， 为” 
T= 800+ HW" + 二 4 (6.4.69) 


式 中 ， x、8 二 1,…,186p 一 gi 9598 为 准 坐 标 下 的 度量 张 量 ; 
下 
d= gi0! itaps 
A=At2a; i+ gi 091 
命题 6 记 准 坐标 下 的 广义 加 速度 为 J/"， 则 
f= (6.4.70) 
f’=0°+Aywio t+2AI V+ A® (6.4.71) 
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联系 系数 


如 yo 1 Oy [| yy [是 三 
Asr=T' gr + BB Vt BEY — Ly, 
.2 : 2 2 
. (6.4.72) 
rg yo ] ~ Le 1] ~,,~ 好 ~ 
6 一 了 6 YB 十 8 Cup7y， (6.4.73) 
—]",+A’y? (6.4.74) 


式 中 g、B.Y、o、 2 二 1 下， Kn; 19;，7'9, 71 分别 为 准 坐 标 下 


”的 Christoffel 符号 ，7Y8,，78 称 为 Ricci 非 完 整 系数 ， 将 在 下 面 


定义 。 

[证 明 ] 将 (6.4.71)、(6.4.62) 和 (6.4.65) 代 入 (6.4.70) 
中 ， 得 

@" 二 430407 十 2400 + A = 0: wo 


nie gt 


 _OPa PE wr ws + OF a DZkooa OV! O97 
Og* Og™* Og* 0 
Do OP! 

十 9* 十 -2 9 7 0 WO 十 20， oi 
Og* 06f 


x GAO +2 9 Pil jw + oI VO ott 200 1 9 


+ oo z (6.4.73) 
由 式 (6.4.66)， 知 
OPi So OW I: O90; so 9 7 
Og* Gg* ~ Of Of “ 
op: (2 Do Dop; ) 
一 一 | 人: +¥ 6.4.76 
Og™ 0 去 Oa* ( ) 
by ao a OVi 
ry eB ) 


将 上 式 代 入 式 (6,4.75)， 有 表达 式 


02 
O° + Ayo +2AgW + A =0°— VIVE 0! 


一 982 一 


0 ~ 0 ~ 091 
Ph" Gg Yo Gg PF Gt 
~ o ~ ~ Does Does ~ Dos 一 027 
- BB _ prinp 克 - i -of 二 
0 6 


+ OIT sh PIPrIwAw + 0 0} GET WL + 2IP! iT ;ws 
+ oT Pot+2o0T 0 + oIT’ 


(6.4.77) 
比较 上 式 两 边 相同 项 的 系数 ， 得 联系 系数 表达 趟 为 
o pm 了 ? CC ， 
o og 人 0 8 oi 1 pa 00 ; 
6 一 人 ， 人 和 二 3957 一 p< Og* 
_19 Do9” _ 工 六 2 09 ， _ 工 六 09” 
2 pb 2 Gg¢ 2°° 8 
A"=9°T I9 Ot + 2 yo PDI + 9991 GOR 
1 7 大 f Oga* 
~098” DO ~002; 
—¥ Og at 一 他 oat (6.4.78) 
5| 进 谁 坐 标 下 的 Christoffel 符号 
一， 8g。n 05，。 OF gy yy wy 
[ane™ 3 (Bn DTF2 OX” 让， 《6 


Gf OX’ 让 太一 & 7。 (6.4.79) 
及 Ricci 非 完整 系数 


a Do 人 ， Po pp 
bd f Pp ( t . f ) 
» : Og Og a 
”一 - OA 0 Cr 天 OP AQP” ~ 
7 8 一 ( Og’ or ) 2 和 + 人 Bt 一 Og* jp (6 .4.80) 
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可 以 将 联系 系数 写成 与 式 (6.4.72)~(6.4.74) 一 样 的 表达 式 ,| 
由 命题 6 可 以 得 出 非 定常 系统 在 准 坐 标 下 的 运动 方程 '” 
O° + AIyww +2A m+ A =0°+ Re° (6.4.81) 
式 中 
0°=970, R*° =IR: (6.4.82) 
分 别 为 淮 坐 标 下 广义 力 和 广 闵 约 束 反 力 的 协 变 分 量 。 
因为 3， 关于 下 标 6、?7 对 称 ， 而 Ys 关于 下 标 v"、B 反对 
称 ， 所 以 式 (6.4.81) 亦 可 写成 
Oe+ Avo +2A0s + A =O"+R (6.4.83) 
其 中 
.43 = Ty + BaY, (6.4.84) 
方程 (6.4.81) 和 (6.4.83) 的 协 变 分 量 表 示 为 
Bor O° + 4poriropor 十 24prop+ 4 一 0.+ 尺 (6.4.85) 
和 
Su:@O? + pvt + BapY ry) 0 2A tA 一 ()， 十 展 ， 
(6.4.86) 
式 中 O.=8..0"=010;, KR,=9iR,; 
张 量 型 方程 (6.4.81)、(6.4.83)、(6.4.85) 和 (6.4.86) 
与 Boltzmann-Hamel 方程 有 密切 的 关系 ， 这 个 关系 由 下 述 命 题 
命题 7 张 量 型 方程 (6,4.81)~(6.4.86)〉 可 以 由 展开 Bo- 
ltzmann-Hamel 方 程 3*7 


a oT* 06T* 0T*,, ,OT* 
a do Ane + F658 ?78 .oa WY ?2 
一 OO。+ 开 。 (6.4.87) 
来 得 到 。 
[证 明 ] 根据 式 〈6.4.69) 的 动能 表达 式 计算 式 〈6.4.87) 
中 各 项 ， 有 
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D7* oT* 1 Od 1 04 

一 -一 8 方 一 -一 一 局 + -一 - 

Dos 一 26 fe 2 Ox OX 72 OX” 

d Ol* ~ Og 8 人 Oa ‘086 
一 一 月 二 8 DB Ha 

di Gor 一 Sep0 + grr Ot + Br + 0 


将 上 述 各 式 代 入 式 (6.4.87) 中 ， 得 


0 o Og ya O08, a y 
np + (G+ Ee) + Bry a0r0! 


+ (2 6a, DB 


BAY AN + 了 Jor+rARa yh w+ oy So’ 


(6.4.88) 


十 
we 
wi 
ES 
| 
| 
|、 
) 
~ 
a 
十 
wt 
人 
~ 
A 
| 
CO 
[= 
十 
2 


东 即 
Bap OD + (pry,at By YB) OWS 十 24pa4 
+ A,.=0,.+R;, 
显然 ， 上 式 与 式 (6.4.86) 一 致 。 | 
由 于 命题 7 的 存在 ， 方 程 (6.4.81)~(6.4， 86) 可 称 为 张 量 
付 的 Boltzmann-Hamel 方 程 ， 而 式 《6.4.87) 可 称 为 动能 型 的 
Boltzmann-Hamel 方程 。 
对 于 理想 非 完 整 系统 ， 设 约束 方程 为 
pid' + p=0, (t=1l,e ME 一 CC 十 1 9M) (6.4.89) 
我 们 如 下 选取 准 速度 
w= VGt+ Or, (=1,e, pyh=1,*,n) 
MpG' + oh =0,. (6.4.90) 
则 由 于 约束 是 理想 的 ， 而 有 Rdx° 0，o==1,…,n, 因 dr:=0， 
c 二 g 十 1, 呈 Nn， 故 庆 ,dx' 二 0，7+ 二 1,…,g。 由 于 dx' 的 相互 独 逆 
性 ， 可 推出 约束 反 力 天.=0。 此 时 ， 方 程 (6.4.86) 中 的 求 和 指 
标 P、 YY 一 1 & 即 可 。 特别 地 
Bsr@° + (Tpy,r BaaY Ey) 00s + 2Ag,: 08+ A =0,, 
(o、 PB、 YY、 t=1,",8) (6.4.91) 
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6.4.4 应 用 
例 1 均匀 重 球 在 转动 球 上 的 运动 。 
我 们 讨论 小 球 在 以 常 角 速度 2 绕 铅 年 直径 转动 的 球 上 的 运 
动 ， 这 个 问题 在 研究 具有 球形 的 各 种 仪 耕 零件 、 汶 水 艇 的 运动 和 
字 宙 飞船 的 镇 定 装置 中 具有 实际 意义 。 
取 确 定 小 球 位 置 的 < 角 和 8 角 以 及 Euler 角 V、606、? 为 广 
义 坐 标 ， 即 
9'=0, gq:=P, g'=0, g'=0, g°= (&) 
小 球 沿 球面 无 涡 动 深 动 的 条 件 可 归结 为 两 个 独立 的 约束 方程 
一 zsinpsina +rpcosBcosa + awycosB— awsinpsinae 
+ QRsingsinp =0 
ysin PCcosao 十 y Pcos RSING 一 oscos 有 十 GOSInPCoSC 
— QFRsinfcosa=0 
式 中 玉 为 大 球 的 半径 4 为 小 球 的 半径, + 二 R 一 4; os、oy、ow， 
为 小 球 角 速度 在 固定 坐标 系 Oxyz 各 轴 上 的 投影 。 
依 式 (6.4.90) 取 谁 速度 
wl—=w,—= Ocos$ + Psin0sing 
w=wy~— 0sing — Psinocosy 
WI—=ws—p+PBeosd 
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一 一 7Csinapsinec 十 rf eos pcosw + awycosp 
一 isinpsinw 十 2RSinxsinp 一 0 
o5 一 AlsinpBcosaw +rpecosBsina—aw.cosh 
十 40o0xSlnpcosw 一 2AKSsInpcoswx 一 0 
(6b) 
系数 矩阵 《oi%) 即 为 (以 S 表 示 sin，C 表示 cos) 


(9 ) 一 


0 0 Cy 0 0 
0 0 Sy 0 0 
0 0 0 0 1 


—79Sa YCpaCs, 人 
yp YLp9。 一 LaCn ASsC Co— ACadvSs A 心 
式 中 下 角 a、B、w、9 表示 图 数 S ( 即 sin) 和 C (〈 即 cos) 的 

目 变量 ， 如 3。 表示 sinc。 
由 式 《58 ) 解 出 4、 有 、6、 多 、 乡 为 


全 化 . 人 经 
a=w ctghcosat+ wo Fctghsine—w 了 了 一方 


十 (37- COSC 
ysSinB 


p 1 i ， 2 et 何人 
0 SING— 0 — COSo 一 一 
ry 7 ry cosp ry cosp 


sina 3 sin% 


0= wicosg + wising 


多 一 一 olsinwctgb + wcosgctgl + 3 
(c) 
根据 式 《c 〉 可 以 写 出 系数 矩阵 (以 S 表 示 sin，C 表 示 
cos， 工 ' 表示 ctg) 
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了 Te(。 了 工 e9。 加 呈 Ta a 

a C S 

8. -2ZC， 0 2 
ib r z a Yi 人 
C， S, 0 0 0 

Sy Cs 
S, -5, 0 0 0 
—SvT, 人 Lv， 1 0 0 


式 中 T! 表示 ctg，S、C 及 下 角 的 意义 同 前 。 
小 球 动 能 的 广义 速度 表示 式 为 〈 设 小 球 质 量 双 =1) 


太一 郴 (72 及 2+yz2gzsin2B) + 二 (ao 十 oo + wo:) (a) 
将 式 (2 ) 代入 上 起 ， 得 小 球 动能 的 准 速 度 表示 
T*= 3 {Co )2(k&2sSin2c + a:cos’acos:B +R)+ (0):(acosa 


+ acos: Bsinia + RR) + (w’)?(a2sin:B + Rk) + (wt)? 


COS“ C sin 
x | sin’a+ 5 )+ 5 :( 二 十 C ‘a )+ WI ww? 
( sin cos 《 ) CS OS 2 


x (Asinacosasin’B) 十 2o0lo3( 一 0acosacospsinp ) 


Cosasina sin’:p 


1 ,3 
COS 月 )+2 ol 


十 2 ww (a 


Sn°o 
cosp 


x (azcoszacos6p +a ) 十 2 w*w? 


Sln2psinxcosCc 
X | 一 5 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


十 2 ozot( —ac sin:o 
CB) osps 


SS ) 十 2o0“0"( 一 cospsin PSsl1RC ) 
+2wwiasinasinp —2wwasinbcosa 
—2@iw sinacosa + 20igaQRecosacos Bsinp 
+2@020RacosBsinasinB —2wa0Rsin’p 
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一 2040RSsInwsinp+2o058PRcosasinp + 2:R’sin’B} 
(2 ) 
我 们 用 式 (6.4.91) 来 建 芯 小 球 的 运动 方程 。 首 先 计算 Chri- 
stoffel 记 号 ,1,y、 厂 。,:、7"。, 它们 分 别 按 下 式 进行 


一 2 OL8ap OF yo O88, 
oo (i One je 


-3 (+ We Pi eo ) 
fe 

-2( 0 1 gt Bt) 
站 

(et ) 


比 较 式 (2) 与 (6.4.69)〉 可 以 得 到 8。s、6ds 及 4, 将 它们 和 
vi、9i 代入 上 式 ， 经 计算 得 联系 系数 为 


3 
~ i 
7 11， | 一 六， ,=T33, 3 二 0， T12, 一 六 21,1 =“cosasinBcosh 


~ ~ 3 
人 13,1 一 六 301 一 一 Tsinacosasin’p 


~ 1 4 . 

全 22,1 一 了 Fsinpcospsina 

123,1 = 32, 1 二 《cos 0 一 Sin asin 有 ) 
六 33,1 一 一 了 7 sinpcoshsine 

~ pa 

7"'11,2 二 一 pcosasinfcosh 
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An we 1 ， , 
12, 三 21,2= 一 SIQBcospslnw 


~ mv 号 


A . 
7 3 一， 13,2 = 了 (sin pcos x% 一 cos 8) 


a  . . 
六 >3 = 32,2 = 7 SINQOCOSOSIN 8 


3 


ww . 
了 33,2 一 一 9 FCosasinBcosb 


~ 1 a . . ， 
了 11,3 一 pp 7 SInACOSOSIN 3 


~ ~ 0 . . . 
F123 = 7 21,3= 本 (sin asin 8 一 cos sin P) 


pt 1 , 
Ti13,3=131,3= zsinacospsinp 


mv 3 
123 一 一 -——SInNQcosasin’p 
27 
三 32,3 一 及 23,3 一 一 ycosasinpcospb 


a 
Dl 二 sinQcosasin’p 


~ CO  ., . ， 

T21= 一 (Sin xsin 有 一 cos 人 ) 

~ aRD2 . . 

太 3 = ,Singsin pcosP 

~ a RQ ， 

六 1 :一 一 六 (cos 有 一 cos sin 及) 

一 ~ ~ 2a° RO . 
T= Tin 73 二 一 一 7 coscxsinpcos8 
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2 


太一 0， 矿 ,3 一 cosasinfBcosB, Ta,3=0 


~ AR 8 . 
三: 一 一 一 > sinasinBcosph 
~ aR202 
2 一 7 cosasinfpcosh, TT;3=0 


下 面 再 计算 Ricci 非 完 整 系数 ,显然 , 7:,=0。 将 系数 (07) 
和 《(w??) 代 入 式 (6.4.80) 中 ， 得 


pa 
2 一 一 Yo 一 1 ?73 三 一 让 二 一 (4 + )cosB 
2 2 5 a5 0 - 
ya 一 一 7 一 一 | yz 一 一 2 一 (4 +$ JsinBcose 
0 
?， 一 一 yi 一 二， 5 = 一 ?了 :一 一 (a + )cosB 


2 


a . . 
Yi 二 一 二 一 ( vw 十 人 jsinasinb 


371 一 375 一 一 0RR 全 co 
i 2 一 y S 


将 运动 方程 〈6.4.91)》 展开 ， 人 写成 
应 .60O2 上 (了 0 十 苔 pyzy)aoraop 十 2 六 .ap 
tA yam tigY w+T. +a y=0, 
(TT 77、 B=1,2,3;a=1]1,",5) (f) 
广义 坐标 下 的 广义 力 为 
OQ2—7g83in8, Qi1=0=01=0:=0 
由 式 (6.4.86) 可 以 求 出 准 坐 标 下 的 广义 力 
Oi=agsinasinB, Os=—agcosasin8, Os=0 
将 上 述 各 值 代入 式 《 f ) 中 ， 整 理 得 小 球 的 运动 方程 为 


(a’sin’o + a:cos*acos:P+h)O!+aO’sinacosasin:p8 
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I -古本 AR 


. 303 . | 
一 4203coscxwcospBsinp6 十 了 To ) sincsinpcosp 
一 (oo ) SiSsinpcosB +2olwozcosasiapgcosp 一 2olo3sinaw 
2 
. . . a QR 
x cosasin’p +2o°w (cos:B—sin’asin:B)) + 一 


x [ww'sinacosasin’B 十 o2(2sin28 一 cos2 有 8 + sin:asin?p) 


< 门 2 


. . A 。 。 。 。 
一 Sincxsinpcosp8] 一 sinasinpcosh =apgsinasinp 


7 


(& ) 


一 和 0 Sinxcosxwsin28 十 (&zcos2a +C2cos28sin2w + kh:) 0? 
2 3 . 34 | 、 2 . 
a cosphsinpsina + wy CL(o') (~—cosasingcosp) 


+ (w3)cosasinpcosh —20!'wsinasinPecosh + 90103 
x (sin*Bcos’o —cosB)+20wisinacosasin’B) 


a RO 
Y 


十 [om 〈(cos 人 一 2s1n28 +coszwsin28)+ o2 一 cosws 刘 区 


aR’ 2? . 
x sin:B)— 4wicosacoshsinBy]+ 7 CoOsacos Bsinp 


=—agcosasing (%) 
—a’ icosacospsinp —a:dcosBsinpsing + (a:sin:B + Ek?) 


3a’ . . . | 
x 四 :3 十 CCw!)’sinacosasin’B — (w’)?sinacosasin’p 


2 Y 


十 2owlo“ (sinzw Sin28 一 cos2acos28) 二 2olossina 

x sinpcosh +2wcosasinBcosBI=0 (2) 

从 形式 上 看 ， 张 量 型 的 Boltzmann-Hamel 方 程 (6.4.91) 比 
动能 型 的 方程 (6.4.87) 复 杂 得 多 ， 但 真正 算 起 来 方程 (6,4.91)》 
要 比方 程 (6.4.87) 方便 一 些 。 | 
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$6.5 历史 资料 


6.5.1 名 家 介绍 


J. Synge (1897 人 ~) ”英国 数学 家 、 物 理学 家 。 在 数学 、 力 
学 ， 特 别 是 在 广义 相对 论 和 场 论 等 方面 发 表 许多 论文 并 出 版 多 种 
专著 ， 如 《动力 学 中 的 张 量 方法 》(1936)，《 力 学 的 变 分 原理 》 
(1959)，《 经 典 动 力学 》(1960) 等 。 

Z. Horak (1898~) 捷克 物理 学 家 ， 主 要 工作 在 力学 . 非 
完整 系统 、Hamilton 原理 等 方面 ， 主 要 论文 有 《关于 流 形 概念 
的 推广 ) 〈1927)，《 绝 对 力学 及 其 位 形 时 空 中 的 表达 》 (1934) 
等 。 他 是 非 完 整 几何 的 英 基 人 之 一 。 

G. Vranceanu (1900~) 罗马尼亚 数 学 家 、 物 理 学 家 ， 
在 1926~1936 年 间 发 表 许 多 有 关 非 完整 几何 方面 的 论文 ， 如 *《 非 
完整 流 形 的 绝对 微分 学 y(1926)，“ 非 完整 系统 的 运动 方程 ” 
(1926)，“ 非 完整 空间 的 研究 ” (1934) 等 。 他 是 非 完 整 几何 
的 黄 基 人 之 一 。 

B. B. Io6pomapop (1901~) 苏联 力学 家 。 和 莫斯科 包 曼 
工学 院 理论 力学 教授 。 从 1939 年 起 致力 于 非 完整 动力 学 研究 。 在 
分 析 力 学 的 运动 方程 、 张 量 方法 、 积 分 理论 等 方面 发 表 了 一 系列 
论文 ， 主要 著作 有 ( 非 完整 系统 力学 基础 )(1970)， 《分 析 力 学 基 
础 》(1976) 等 。 


6.5.2 关于 分 析 力 学 的 张 量 方法 


由 于 张 量 方 法 对 非 完 整 力 学 的 应 用 而 产生 了 几何 学 的 一 个 新 
领域 一 一 非 完 整 几何 。 在 此 领域 中 ， 本 世纪 20 年 代 至 50 年 代 的 
工作 是 黄 厅 性 的 ， 其 中 Vraneeanu, Horak,，Svynge, Bargep,， 
Wundbeiler 等 人 的 工作 都 很 有 和 名。 这 些 工作 包括 将 三维 欧 氏 空 
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间 中 力学 系统 的 运动 当 作 多 维 Riemann 空间 中 的 质点 运动 来 研 


究 。 
习 是 


1 ” 试 描述 质量 为 m ,半径 为 “的 图 环 在 绝对 粗糙 的 水 平面 上 的 滚动 。 
2 ” 试 建立 四 轮 小 车 的 运动 微分 方程。 


题 2 图 和 题 3 图 


3 ”如 图 所 示 ，x0O2y 平面 为 水 平面 且 以 角速度 8 绕 0z 轴 转 动 。 试 描述 
入 质 圆 球 在 *07 面 上 的 纯 滚 动 。 

4 ”试用 张 量 的 方法 建立 非 定常 系统 的 Appell 方 程 (参考 $6.3 中 定 
党 系统 Appell 方程 的 推导 )。 

5 试 证 明 式 (6.4.18) 的 成 立 。 

6 “试用 了 amilton 原理 (6.4.25) 推导 方程 (6.4.55)。 


参考 文献 


[1] 郭 仲 衡 . 张 量 (理论 和 应 用 ) ,北京 科学 出 版 社 ，1988， 

C2] 黄 克 智 等 . 张 量 分 析 . 北 京 ， 清 华 大 学 出 版 社 ，1986， 

[3] 梅 凤 翔 . 非 完 整 系 统 力 学 基础 ,北京 ， 北京 工业 学 院 出 版 社 ，1985。 

“C4 工 o6bofpaBoB B B,. OcHOBE MexaHuUKH HErONOHROMEHPIX 
cnecTeM. NM :BEHCIm8S Dlrona, 1970. : 

[ 5] 段 成 甘 .力学 微分 原理 的 Riemann 型 及 动力 学 方程 .力学 与 实践， 
1988。 


一 594 一 


一 四 a or A 


“SAAN 


[6] Appell P. Traité de mécanique rationnelle, 了 了 .本 , Parils; 
Gauthier-Villars, 1903. 

[C7] 陈 演 .分析 动力 学 .北京 :北京 大 学 出 版 社 ，1987， 

[83] 梅 凤 翔 . 非 完 整 动力 学 研究 .北京 ， 北京 工业 学 院 出 版 社 ，1987， 


一 595 一 


二 rp 
网 本 i HT ph EP tr i Pi eT 


第 七 章 ”分 析 力 学 的 外 微分 描述 


何苦 著 名 力学 家 Koiter 说 得 好 : “为 使 力学 得 到 进一步 的 发 
展 ， 我 们 一 定 要 逐步 应 用 更 加 抽象 和 更 加 精密 的 数学 ”。 根 据 几 
何 思想 建立 起 来 的 方法 能 为 拉 述 自然 现象 提供 一 套 革 新、 奇妙 而 
又 统一 的 工具 。 和 近代 分 析 力 学 的 代表 作 之 一 ,法 国学 者 Godbillon 
的 著作 就 叫 《 徽 分 几何 和 分 析 力 学 》 (GeEometrie différentielle 
et mécanique analytidue，Hermnann，Paris，1969)， 可 见 分 
析 力 学 与 微分 几何 ， 特 别 是 近代 微分 几何 有 着 极为 密切 的 联系 。 

任何 力学 现象 都 是 在 空间 中 发 生 的 。 经 典 力 学 的 传统 作法 是 
选用 欧 氏 空间 ， 即 在 欧 氏 空间 中 建立 力学 系统 的 数学 模型 ， 并 通 
过 这 个 数学 模型 来 达到 研究 力学 系统 的 目的 。 如 果 要 求 力学 系统 
的 许多 基本 性 质 用 与 坐标 选取 无 关 的 形式 来 表达 ， 那 么 ， 我 们 就 
可 以 更 请 楚 地 理解 这 些 性 质 。 显 然 ， 力 学 系统 在 欧 氏 空间 中 建立 
的 传统 数学 模型 不 满足 这 一 要 求 。 此 外 ， 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 
人 们 的 研究 表明 ， 力 学 系统 的 位 形 空间 或 相 空 间 并 不 一 定 是 欧 氏 
罕 则 而 必 是 微分 硫 形 。 正 是 由 于 以 上 两 个 方面 的 原因 ，Poincaré 
提出 ， 用 微分 流 形 取 代 欧 氏 空 间作 为 力学 系统 的 相 空间 。 这 样 ， 
Lagrange 力学 ，Hamilton 力学 以 及 非 完 整 力学 都 可 以 用 近代 
微分 几何 的 语言 来 表达 。jagrange 方 程 用 微分 形式 可 以 很 向 洁 ， 
很 优美 地 建立 起 来 。 同 样 ， 没 有 微分 形式 就 不 能 说 明 有 Hamilton 
力学 。 

在 这 一 章 有 里， 我们 介绍 可 微 流 形 ， 外 微 分 ， 瑞 amilton 力学 
的 几何 描述 ，Lagrange 力学 的 儿 何 挤 述 ， 以 及 非 完 整 力 学 系统 
的 微分 几何 理论 等 。 
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87.1 可 微 流 形 


本 节 讨 论 拓 扑 空间 ， 微 分 流 形 ， 切 空间 ， 子 流 形 等 概念 ， 所 
有 命题 都 没有 给 出 证 明 ， 证 明 可 参看 有 关 专著 9。 


7.1.1 拓扑 空间 


1 拓扑 空间 / 

拓扑 党 的 思想 是 要 给 出 邻近 性 和 连续 性 这 些 非常 直观 的 概念 
的 含义 。 

定义 1 如 果 儿 = {UilzET} 是 非 空 集合 4 的 一 个 子 集 族 ， 
满足 下 述 公 理 

(1 ) 空 集 ggE.S5 ,MES 

(2 ) .有 中 任意 有 限 个 集合 的 交 属 于 .2 

(3 ) .2 中 任意 多 个 集合 的 并 属于 .2 ， 
则 称 几 古 具有 拓扑 结构 2 过 的 拓扑 空间 ， 记 作 (M，23 )，2 的 
元 素 称 为 对 的 开 集 。 

设 XEUCM 是 拓扑 空间 光 中 的 一 点 ， 坟 是 开 集 ， 车 VV 是 
的 一 个 包含 也 的 子 集 ， 则 称 六 是 点 Y 的 一 个 邻 域 。 

例 1 取 .7 ={(M，%}， 则 ' 满足 定义 1 中 的 三 条 公理 ， 
构成 一 个 拓扑 ， 称 之 为 到 的 平凡 拓扑 。 l 

例 2 ” 取 .3 = 人 的 所 有 子 集 }，.2 满足 定义 1 工 中 的 三 条 公 
理 ， 构 成 一 个 拓扑 ， 称 之 为 离散 拓扑 。 | 

例 3 设 好 是 拓扑 空间 (MK ，.2) 的 一 个 非 空子 集 。 如 果 


取 
T={UNMIUET , i€ET} (7.1.1) 
旭 MM 中 的 开 集 定义 为 M 中 开 集 与 的 交 ， 则 7' 满足 定义 1 
中 的 三 条 公理 ， 这 是 因为 
(1)g=8fMEG23 MW=MINMEST,, 
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(2) 设 U,E.F，0EJ1，J 为 共 一 有 限 指标 集 ; 则 
NM Nv Ne (7.1.2) 
A 人 


(3) 设 CUEF ，p8E 六 /为 时 一 有 限 指标 集 ， 则 
(DeP 六 3 一 (7DPE2 (7.1.3) 
B 有 


故 .3 定义 池 中 的 一 个 拓扑 ， 称 之 为 相对 拓扑 ， 亦 称 为 诱导 拓 
扑 。 | 

定义 2 设 (2 ) 是 拓扑 空间 ，.: 有 E.2 是 型 的 一 个 集 
族 ， 当 且 仅 当 汉 中 的 任何 一 个 开 集 都 是 多 中 元 素 的 并 ,或 对 任 
一 属于 开 集 CE. 交 的 点 * 都 存在 BE 本 ,使 得 xEB 一 DO， 则 
称 : 耕 是 .7 的 一 个 基 。 

旭 果 拓扑 和 的 基 ;加 是 可 数 的 ， 即 名 中 至 多 包含 可 列 个 集 
合 ， 则 称 折 扑 空 间 (MK，2 ) 满足 第 二 可 数 基 公理 ，(37，.2 ) 
称 为 第 二 可 数 的 。 如 果 对 拓扑 空间 (4，2 ) 中 任意 不 同 的 两 
所 YI YX， 存在 7 C9 ， 使 得 XiEU, CEU,;,, 旦 
UU=6g， 则 称 《M，7)》 为 Hausdorff 空间 。 

2， 和 连续 映射 ， 同 胚 

定义 3 设 人 人 1，.2 0)，z=1，2， 是 两 个 拓扑 空间 ， 当 且 
仅 当 对 7 (x)€ 并 ;的 任 一 分 域 都 存在 x 的 一 个 邻 域 口 ， 便 得 
7(U)CV， 我 们 称 映射 f :MU 一 MM; 在 点 XE 以 1 是 连续 的 ， 

如 有 果 对 任何 YE ， 三 都 连续 ， 则 称 了 在 1 上 连续 。 

在 定义 3 中 ， 若 明王 民 ， 则 喘 射 了 成 为 定义 在 (MI ，.23 ) 
上 的 一 个 国 数 。 高 等 数学 中 经 常用 到 的 图 数 y= (x1,… ,xa) 的 
连续 性 定义 就 是 定义 3 的 一 个 特例 。 

命题 1 设 CU， ;), 1 二 1,2， 是 两 个 拓扑 空间 ，f: 147， 
-一 Ms 是 一 个 上 映射 ， 苛 和 二 11。 且 其 原 像 记 作 /71(V)= {xE MI 
A(x) EV}， 则 下 述 条 件 等 价 

(1) /是 连续 的 ; 

(2 ) Vi 在 如; 中 是 开 的 ， 则 广 5P 在 3 中 是 开 的 ; 
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(3 ) TV 在 名; 中 是 闭 的 ， 则 /7(V2) 在 对 :中 是 闭 的 。 

定义 4 设 (WM;， .FF;), 1 二 1,2， 是 两 个 拓扑 空间 ， 如 果 
存在 对 射 六 3 一 AM， 使 得 上 和 广 :都 是 连续 的 ， 则 称 两 个 拓扑 
宇 间 是 同 且 的 。 这 时 了 叫 作 一 个 同 有 是 。 


7.1.2 微分 流 形 


1 拓扑 流 形 

在 拓扑 空间 中 ， 由 于 拓扑 结构 的 存在 ， 可 以 讨论 映射 的 连续 
性 问题 ， 但 一 般 不 能 论 及 机 射 可 微 与 否 。 因 此 ， 如 采 我 们 打算 用 
分 析 的 方法 来 研究 几何 问题 ， 则 研究 的 对 象 是 空间 ， 并 且 在 这 种 
空间 上 进行 微分 和 积分 运算 是 有 意义 的 。 这 就 是 说 ，、 所 研究 的 定 
问 不 仅 应 有 具备 拓扑 结构 ， 还 应 具备 一 种 支持 微分 运算 的 特殊 结 
构 ， 使 得 我 们 在 这 样 的 一 个 结构 上 能 够 定义 可 徽 映 射 ， 张 量 ， 微 
分 形式 等 ， 这 就 是 微分 流 形 的 基本 思想 。 

我 们 知道 ， 对 RR 上 的 录 数 可 以 讨论 其 可 微 性 ， 而 RR” 上 
函数 可 微 性 定义 只 涉及 尺 " 中 每 个 点 附近 的 欧 氏 空间 结构 。 因 
六 那些 局 部 如 同 R” 的 ， 亦 即 每 个 点 处 都 有 一 个 , 邻 域 同 胚 于 

"中 菜 个 开 子 集 的 拓扑 空间 ， 有 可 能 有 具备 所 要 求 的 那 种 特殊 结 
和 因为 在 这 种 空间 的 每 个 点 附近 ， 总 可 以 通过 同 有 凸 把 定义 在 它 
上 面 的 函数 局 部 地 表 成 RR” 中 某 个 开 子 集 上 的 函数 。 

为 方便 起 见 ， 在 以 后 的 叙述 中 ， 将 拓扑 空间 (CM，. ) 简 
记 作 .W。 

定义 5 设 MM 是 一 个 第 二 可 数 的 芋 ausdor 寻 宇 国 ， 大 对 叶 
中 的 每 一 点 均 有 一 个 同 有 凸 于 汉 维 欧 氏 空间 R” 开 集 的 一 个 邻 域 ， 
则 称 2 为 驶 维 拓 扑 流 形 。 

拓扑 流 形 最 简单 的 例子 就 是 R™ 本 身 。w 维 拓扑 流 形 的 任 一 
非 空 开 子 集 也 是 一 个 到 维 拓 扑 流 形 

2. 图 和 图 再 

定义 6 . 设 和 是 一 个 m 维 拓扑 流 形 ，U 是 寻 的 一 个 开 子 
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集 ，Y :UCM—9(0)CCR” 是 一 个 同 胚 ， 则 称 c=(7,e) 是 M 
上 的 一 张 图 (或 一 个 局 部 坐标 系 )。 

对 任意 XEU， 称 (VU,，%) 为 含 * 的 图 (或 含 * 的 局 部 从 
标 系 )}。 对 任 一 点 yEU,， wv(y) 二 (ww (ynW™(y))ER"= 的 化 
标 称 为 了 关于 图 (UU，%?) 的 局 部 坐标 。 若 记 w:R” 一 RR 为 RR” 
于 的 第 个 坐标 图 数 ， 即 妈 把 /R* 的 每 个 点 上 映射 为 它 的 第 i 个 
坐标 ，?z=1, ,m， 由 对 应 yw (y) 定义 UU 上 的 一 个 函数 

Xi—~WiO PU>R:Y —w’ (yy), (2 = 1 ,ee, 1) 
x 称 为 图 (CC ) 的 第 ?个 坐标 图 数 ， 通 常 称 (x!,…,x") 为 U 
上 的 一 个 局 部 坐标 系 。 

对 于 拓扑 流 形 M， 总 可 以 把 函数 f :M 一 R 在 每 张 图 (U ,9) 
上 局 部 地 表 示 为 入” 开 子 集 上 的 图 数 fo 97!1:v(U)CR”"—R, 
我 们 希望 能 够 把 函数 /:M 一 R 在 任 一 点 x*EU 的 可 微 性 定义 为 
图 数 /0971:9(0) 一 R 在 点 %(x) Ev(U》 的 可 微 性 。 但 是 ， 这 
在 具备 局 部 欧 化 结构 和 拓扑 结构 的 拓扑 流 形 上 是 不 可 能 的 ， 因 为 
存在 下 面 所 提 及 的 困难 。 / 

设 (Ul，981) 和 (Us,，92) 是 由 上 含 皮 的 两 张 图 则 限 
数 在 UIfU; 上 就 有 两 个 局 部 表示 

fovwiio UN U,)TCR"—R (7.1.4) 

fovil:9A(U NU YITCR">R (7.1.5) 
这 时 就 可 能 出 现 /og i! 在 ?1(%x) 的 可 微 性 与 fo 985! 在 92(x) 
的 可 微 性 的 不 一 致 ， 当 然 也 就 不 能 把 /的 可 微 性 用 它 的 局 部 表示 
1 ao9 -的 可 微 性 来 定义 。 为 解决 上 述 困 难 ， 必 须 引 进 图 的 相 容 
的 概念 。 . 
定义 7 设 U, 和 U, 是 尽 "的 两 个 开 子 集 , 如 果 对 0 壹 hoo， 
脆 射 :U1 一 U, 满足 

(1) EC， 人”)， 即 了 的 所 有 直到 大 阶 的 偏 导数 在 
在 且 连 续 ; 

(2 ) 了 是 一 个 对 射 ; 
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(3) fi'ECt(U;:, R”™), 
则 称 了 是 一 个 C*- 微 分 同 肝 。 
定义 8 设 c;==(U;,，w;), ?= 二 1,2， 是 村 的 两 张 图 ， 如 果 
它们 渍 足 
(C1) UU 二 了 B; 或 者 
(2 ) fi 关中， 日 
p10o Pal: GAUNUIOTR" EU NU0,)CTCR” 
: z (7.1.6) 
p00 UN UTCR" 0.U NU,)TCR” 
(7.1.7) 
是 C*- 微 分 同 肛 ， 则 称 ci 与 c: 是 C*- 相 容 的 。 

”对 于 任 一 点 x*EM 及 ， 若 村 上 所 有 含 % 的 图 (U;，9j)jyer 彼 
此 之 间 是 C*- 相 容 的 (8 之 0)， 则 了 东 数 在 点 * 的 可 微 性 ， 可 用 
了 在 任何 一 张 含 * 的 图 (UV;,，Y;) 上 的 局 部 表示 /0o97' 在 所 
x(x) 的 可 微 性 来 定义 ， 而 不 会 出 现 如 前 所 述 的 不 一 致 ， 因 为 

fo%;=(f oi)o(P0 V0; ) Vi,7EK 
定义 9 勾 维 拓扑 流 形 M 上 的 一 个 和 -图 册 人 是 指 窗 盖 
的 一 族 图 (U,， Pa) cr 


(j U=M 
oel 


并 且 族 中 的 图 两 两 都 是 C*- 相 容 的 。 

定义 10. 设 入 和 ' 是 路 上 的 两 个 C*- 图 和 骨 ， 阁 满足 (1 ) 
HU 是 一 个 C*- 图 册 ; (2 ) 任意 的 cEAUH 及 cEAU', 5 与 
c 是 C*- 相 容 的 ， 就 称 2 与 av' 是 C*- 粗 容 的 。 

M 上 图 册 的 C*- 相 容 性 是 一 个 等 价 关 系 ， 这 个 关系 定 义 民 
上 上 的 一 个 等 价 类 。M 上 每 一 个 C*- 相 容 图 册 等 价 类 (0 委 A 委 co ) 
中 的 所 有 图 册 的 并 构成 W 上 的 一 个 和- 极 大 图 册 .e” ， 即 对 于 2X 
上 的 任意 一 张 图 (VV ，9v)， 若 它 与 属于 .xy 的 每 一 张 图 是 C*- 相 
容 的 ， 则 〈『，9r) E ,ez 。 


— 601 一 


了 0 Hr phe it pi me rm a 


3. 微分 流 形 

定义 11 所 谓 允 维 拓扑 流 形 呆 上 的 一 个 C*- 微分 结构 是 指 在 
M 上 给 定 的 一 个 C*- 极 大 图 册 ,mv .车 在 MY 上 给 定 一 个 C*- 微分 
结构 ， 则 拓 盾 流 形 机 称 为 芭 维 C*- 微 分 流 形 。 

C -微分 流 形 实际 就 是 拓扑 流 形 。 显 而 易 网， 阁 -x2 是 一 个 
C*- 微分 结构 ， 则 对 任何 正 整 数 s 三 x， 存在 4 上 一 个 唯一 的 C 一 
微分 结构 .wv'， 使 得 .ef CY， 即 越 大 结构 越 小 。 

C”- 微 分流 形 称 为 光滑 流 形 。 在 后 面 的 叙述 中 除 特 别 指 出 
外 ， 所 涉及 的 都 是 光 请 流 形 。 光 请 疲 形 又 称 为 微分 流 形 。?z 维 微 
分 流 形 虹 记 作 47”。 
微分 流 形 MAL” 具有 以 下 和 性质 和 1 
(1) MM" 是 于 ausdorff 空间 ， 

(2 ) MM"™ 具有 局 部 欧 氏 空间 的 性 质 ; 

( 3) MM” 是 局 部 紧 的 ， 因 而 也 是 仿 紧 的 ; 

(4) ”的 任 一 开 子 集 U 也 是 一 个 微分 流 形 ， 它 具有 微分 
Aw ACU UU Gao Nv NU, Po) er Ee u} : 

(5) 设 入 ”是 一 个 微分 流 形 ， (Vs，wp)gey 是 其 微分 结 

构 ， 则 MX 入 是 一 个 mx+n 维 的 微分 流 形 ， 且 具有 微分 结构 
(Ua XVga, Vax pa)aer, se (7.1.8) 
其 中 9。x yy 定义 如 下 / 
Pox GorU XV Pp (UD) x GV ECR R’ 
| (7.1.9) 

例 4 RR'" 是 % 维 微分 流 形 。 

取 光 滑 图 肌 (R”，i4)， 这 个 图 册 仅 包 含 一 张 图 ， 它 是 R” 
的 一 个 微分 结构 ， 称 为 R” 上 的 标准 微分 结构 。 | 

例 5 一 维 单 位 球面 

Si={(x!,x’) ER:| (rx): + (x):=1} 
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UI={(xl, x) ES x >0}, P(r, x )=% 
Us={(xi, xX) ES x LO, P(X!l, YX2) = x? 
Ua={(xi, xX) E Six 0}, P(X! ,NX )= XN! 
IN 一 人 OOXX ES!IIx LO}, Palx!l,X)=X 
容易 看 出 ，.2Y = 二 {Ui,97)，1? 二 1,2,3,4 寻 是 S51 的 一 个 图 肌 ， 且 . 
在 iD 和 9 上 ，2Z 天 7)，%;098;! 和 2992 各 
是 C= 的 ， 因 而 .ex 是 S 的 一 个 微分 结构 ， 从 而 S' 是 一 个 微分 
过 形 。 | 


7.1.3 切 空间 


1. 可 微 映 射 

在 微分 流 形 中 ， 由 于 微分 结构 的 存在 ， 可 微 映 射 的 概念 态 有 

定义 12 设 3”" 和 六 :是 两 个 微分 流 形 ， 鱼 :1 一” 是 一 
个 连续 上 映射， 如果 对 于 xE Mm”， 存 在 MM 上 含 * 的 一 张 图 (U， 
2) 和 人 六 ”上 的 一 张 图 (V ,pw)， 满 足 罗 (VU)CV， 且 使 映射 

B=yoPo ovo) TR VTR’ (7.1.10) 
在 点 YC(xX)E8V(D0) 二 RR™ 是 Ct 的， 其 中 0 志 X 达 oo ， 则 称 鼎 射 蚀 
在 点 * 是 C* 的 。 如 果 钙 在 入 上 的 每 一 点 都 是 C 的 ， 则 称 @ 是 
C*- 映射 ， 记 作 BEC*(M",N")。 

C- 上 映射 @:M”->N"” 就 是 从 及 "到 NN"” 的 连续 上 映射， C”™- 
陕 射 中 :一 称 为 可 微 映 射 ， 亦 称 为 范 衫 屿 射 。 到 上 的 CC 
一 国 数 六 "一 民 是 4 上 C 多 上 映射 的 特例 (CN = 民 )，Co 国 

例 6 取 与 定义 6 一 样 的 记号 ， 则 坐标 国 数 x (2=1,*… ,17) 
是 避 上 的 可 微 函 数 。 | 

定义 13 设 ?y:fez,0 一 N， [ay 的 一 及 。 如 果 对 某 一 < 盖 0， 
y 能 延 折 成 Ce 映射 了 :(a-e， 38+e) 一 Ne， 日 VEfz 的， 
?3 (x) = 二 Y(x)， 则 称 Y 是 入 ”的 一 条 可 微 曲 线 。 如 果 [4，25] 存在 
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一 个 剖 分 4 三 4 过 a; 之 之 a 二 5， 使 得 7 在 每 个 子 区 间 上 的 限制 
Yi a (0 一 1 9) 都 是 一 条 可 微 曲 线 ， 则 称 7 在 Ca,5) 上 
是 分 段 可 微 的 。 

可 微 曲 线 是 可 微 映射 的 一 个 特例 。 

命题 2 当 且 仅 当 对 任意 /EC,(N,RR)， 由 下 式 

Bf) x) foPB)x), VxXEM (7.1.11) 
所 定义 的 函数 @*f:M"m->R 是 C* 的 ， 则 了 映射:M*>N"* 是 可 
微 的 。 特 别 地 ， 恒 同 映射 好 :1 一 是 可 微 映射 。 
由 式 “(7.1.11〉 定 义 的 映射 
DC NN ER)—C” CM™,R) (7.1.12) 
称 为 映射 和 :一 No 的 对 侦 映 射 。 

命题 3 设 Mr,N* ,大都 是 微分 流 形 ， 如 果 映 射 中 :~> 
N* 和 了 贞 射 多 :NV” 一 元: 都 是 可 微 映 射 ， 则 8= 多 o 中 :Mn 一 大 :也 
是 可 微 映 射 ， 且 @* 一 中 * o yy*。 

通过 连续 映射 ， 可 以 建立 拓扑 空间 之 间 的 一 个 等 价 关 系 ; 同 
样 ， 通 过 可 微 映射 ， 可 以 建立 微分 流 形 之 间 的 一 个 等 价 关系 。 

定义 14 设 M" 和 NN" 都 是 微分 流 形 ， 车 :以 "—>N" 是 一 
个 对 射 ， 且 和 @-! 都 是 可 微 的 ， 则 称 B 是 一 个 从 M" 到 NN” 
的 微分 同 肽 。 如 果 微 分 流 形 M” 和 NN"* 之 间 存 在 一 个 微分 同 胚 ， 
就 称 M 和 V* 是 微分 同 是 的 ， 记 作 M”~ Non。 

关系 “二 ”是 微分 流 形 之 间 的 一 个 等 价 关系 。 

2. 切 矢 量 与 切 空间 : 

流 形 上 点 的 切 空间 是 通常 欧 氏 空间 中 光滑 曲面 上 点 的 切 平面 
的 推广 ， 而 构成 切 空间 的 切 舌 量 则 是 欧 氏 空间 中 方向 导数 概念 的 
一 种 自然 推广 。 

设 M”" 是 微分 流 形 ，PEM" 是 一 固定 点 。 将 所 有 在 点 书 的 
某 个 邻 域 上 的 函数 记 作 Cr， 所 有 在 点 也 的 邻 域 U 上 的 C”- 
溺 数 记 作 CF(U)。 定 义 CF 中 元 素 的 加 法 和 乘法 如 下 ; 设 /€ 
CU), gECFV), 则 
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(f+g) (x)= /f(x) tex), VxXEUNV (7.1.13) 


Cf ge) (x)=f (x) 8(x), VXEUNT 7.1.14) 
CRf) x)=Rf (Xx), VXEU, VEER (7.1.15) 
显然 ， Cr (UD)CCF,，fg 和 ft+g 属 于 C? (UNV), 而 kf EC 


"(UU), 

定义 15 设 /,gECrs， 和 如果 存 在 PP 的 一 个 邻 域 玉 ， 使 得 fiw 
=glw， 则 称 /与 8 在 分 上 一 致 ， 记 作 

关系 “~” 是 Cr 中 的 等 价 关 系 。 

定义 16 微分 流 形 M” 在 点 # 的 切 矢 量 X; 是 指 满足 下 列 性 
质 的 一 个 图 数 CC 一 民 

(1 ) 如 果 /gcEC2， 且 /~ 一 g， 则 有 


Xf)=X(p) (7,.1.16) 
(2 ) 对 任意 的 / ,gEC? 及 任意 的 a,8ER， 有 
Kaf + Be)=aX(f) + BY) (7.1.17) 
(3 ) 对 任意 的 f,28EC*， 有 
A 2)=XRx(f) p(X)+ f(xX) Rep) (7.1.18) 


MM" 在 反 XEM"” 处 的 全 体 切 笑 量 组 成 的 集合 记 作 了 ,MM”。 定 
义 了 :MM™ 中 的 加 法 和 数 乘 如 下 ， 设 闵 .，Y,.ET.M”，kE 民 ， 对 
任意 的 f EC， 有 : 

(Xet+ Ye) (ff) =X f+Y(f) (7.1.19) 

(kX) (f)=kX,(f) (7.1.20) 
亚 然 ， 么 + 工 : 和 RX 仍 属于 TM"*， 因 而 7 了 ,M” 在 上 述 运 算 下 
成 为 一 个 矢量 空间 ， 称 之 为 切 空间 ， 仍 记 作 了.M”。 

对 任意 xE M”"， 取 含 * 的 一 张 图 (7，2)， 如 果 它 的 坐标 
函数 为 《x!,… ,x”) ， 我 们 定义 


0 . "oo > ， 
| Cs 冬 如 下 (21° ,1) 


0 _6(f)| ea(fov¢-’) 
ov | fT or | 7 py 
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Y /EC (7.1.21) 
其 中 好 由 定义 6 确定 。 容 易 验证 ,一 | 是 Mm 在 %* 处 的 切 
矢量 。 | 


噬 
9 "ss 


DY | 是 切 空 间 74 的 一 个 


基 ， 即 对 任意 XeT.M”， 有 唯一 表示 


= TX) | (7.1.22) 
ox 1, 


NX.= a' (x) 0_ 
OX’ 


党 


如 果 | -2 } 是 TM" 的 另 一 个 大， 则 有 
了 
OXi 
er = -| (7.1.224) 
; 8 
- - 2 7 (7.1.225) 


由 命题 4 知 ， 和 人 微分 流 形 M” 在 点 x*EMWM” 的 切 室 间 的 维 数 也 
是 Mi。 由 式 〈7.1.21) 可 以 看 出 ， 切 矢量 对 函数 的 作用 如 同 欧 氏 
宇 间 中 求 函数 的 方向 导数 。 设 f 是 定义 在 RR” 上 的 立 数 ， 则 / 褒 
方 同 a 二 (a, ,4”) 的 导数 为 


ya of ra 0 
a(f)=Zia Fr 4 sar ) (7.1.23) 


因此 ， 太 (f/f) 又 称 为 图 数 f:M" 一 民 在 点 xXEM"”"* 沿 切 和 天 量 X， 
的 方 右 导数 。 
定义 17 设 xEM", 在 %* 取 一 切 和 拓 量 革 ,， 令 % 与 玉 : 对 应 ， 
上 映射 
XX (7.1.24) 
称 为 4” 上 的 一 个 矢量 场 。 相 对 于 坐标 图 数 〈 和 xzm) ， 和 > 可 
唯一 地 表 成 
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信 x 二 PX) er = Ee (0) Gr (7.1.25) 
销 数 & (x) 称 为 相对 于 给 定 坐 标 系 的 分 量 。 如 果 它 们 是 C” 的 ， 
则 称 习 是 C- 和 拓 量 场 。W” 上 所 有 (5C7?- 矢 量 场 的 集合 记 作 .到 
CU)。 对 于 人 ES (M") 和 /EC GUN)， 图 数 涉 (7) 如 
下 定义 
NCIxX) Rf, VXEN” (7.1.26) 
3。 可 微 映射 的 微分 
设 8 和 NN?” 是 微分 流 形 ，DP:M™—=N 是 一 个 可 微 映 射 ， 
YE Mn 了， XETM”"， 则 由 @B 诱导 出 一 个 线性 映射 
dB (x) = Ba: TM To Nx dB XN, = Dr, 
: z (7.1.27) 
其 中 Bxx: 有 如 下 定义 ， 对 任 一 EC”*CN"”,，R) 
dD(XIX =D df = A oP)=X.(P*H/) 

: (7.1.28) 
定义 18 映射 Bx 二 d(x) 称 为 映射 B 在 xEM™ 的 微分。 
命题 5 设 Mm"，N*，L’ 是 微分 流 形 ，x EMA”*， 则 

(1) 便 同 映射 id:M”— MM" 在 x* 的 微分 是 恒 同 上 映射 ?dx%:: 
TM"™-—>T Mr"™, 
(2 ) 若 有 映射 B1: Mm—>N* 和 Bs:N"—»L!i 是 可 微 上 映射 ， 则 
映射 号 ;二 叶 ; 0 B1 :Mm 一 LL!' 在 % 的 人 微分 是 
(Day) rr = Do) oc) DO Pi) rs (7,.1.29) 
下 面 来 求 Bwz 的 局 部 坐标 表示 。 
这 《UU，8) 是 XEM” 的 一 张 图 ，(V，yw) 是 罗 (x%) EN 的 
一 张 图 ， 旦 局 部 坐标 国 数 为 (Xi, ,x”) 和 《yy ,…*,y”)， 则 对 
任意 的 卫 ,.ET,M”， 有 


Dy N= TX,(y oP) 0, (7.1.30) 


1 
07 | ci 
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-0 


_u0(yio®) 
)=E ， Oy’ 


OX! 


D4) 


(7.1.31) 


; 0 

> A; (xX) dy | 
其 中 

Ai(W) = | (7.1.32) 
OX’ 
算 阵 (4;(x))〉 称 为 线性 映射 四 kz 关于 坐标 国 数 ( 和 人 一 1 区 ) 
和 (入 ,7 一 1 和 ,7) 的 所 阵 ， 也 叫 关 于 图 (7V7,2) 和 (VV,V) 有 映 
里 中 在 点 * 的 Jacobi 算 阵 。 显 然 ， 和 矩阵 《7.1.32》〉 与 图 (U,?) 
和 《VV ,wy〉 有关， 但 它 的 秩 并 不 随 图 的 选取 而 改变 ， 称 为 映射 中 
在 点 % 的 秩 ， 记 作 zk®B(x)。 | 
例 7 在 可 微 曲 线 7Y:(a,3) CR—M” 上 的 切 舌 量 。 设 机 蕊 

(4,0)，(U,9) 是 含 7Y(t0) EWM™ 的 一 张 图 ， 其 坐标 阴 数 为 (Xx! ,…， 
*Y”)。 由 ?7 诱导 出 一 个 映射 7Y yw 二 dd7Y (i0) :To(a,DD 一 Teo 和 MM”， 


因 (gD CRE 在 如 处 的 切 矢量 为 -| ， 由 式 (7.1.30) 知 ， 
y(t) 上 在 7() 处 的 切 矢量 为 " 


-wd : OO 
上 :70 一 工 df | (x 07) OXY: 
fn Yro) 
Gy O 
| Ox 
， y(to) 
dx 中 
= Dt (7.1.33) 
Y(to) 
其 中 
Y=xX oOV7=—=Y*wx EC (7.1.34) 


可 以 证 明 , 对 任意 的 ET.M”m™， 存 在 一 条 过 点 * 的 可 微 曲线 
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ln Fi HT 


v:(4,5)C RM”， 使 得 v (4) 在 * 的 切 和 拓 量 就 是 站。 事实 上 ， 
0 


对 任 一 羡 = 本 err ETxM”"， 取 曲 线 v: (a,5) 一 Mm， 满 足 v (to) 
二 %*， 且 使 由 式 (7.1.34) 定义 的 去 为 
vt, LE(a.0), LZ=1,**, 1 (7.1.35) 
上 式 意味 着 映射 +:(4,5) 一 M” 为 : 
va oNMTE(A0) 一 Pi 一 PICEG) (7.1.36) 
其 中 
CQ 一 (610 ER" (7.1.37) 


由 式 (7.1.10)》 知 ， 有 映射 ”= 二 9% ov:R 一 R”:t >at 是 C” 的 ， 因 
而 vv 是 一 条 可 微 曲 线 。 将 式 (7.1.35) 代 人 式 (7.1.33), 得 2 在 
x 的 切 矢 量 为 


XX, 一 工大 一 一 ;一 (7.1.38)1 


例 8 M"™ 上 的 可 微 销 数 /:M"m 一 及 是 可 微 映射 :MM"> 

N" 的 特殊 情形 (N”=KR)。 对 于 任何 xEM"， 映射 /的 微分 
df(x) 是 线性 映射 
df(x) :TT MrTyoR (7.1.39) 

设 二 是 尺 上 的 坐标 函数 ， 则 对 于 任何 六 .ETAAf”， 因 Ty) RR 由 


生成 ， 故 有 iER, 使 得 
x) 


ft 
d 
df X= | (7.1.40) 
f(x) 
由 式 (7.1.30)， 有 
d d 
df Xe=XAto/) 名 | -=X 名 
f(x) f(x) 
: (7.1.41) 
通过 上 月 然 局 构 
T(x)R—R:2-5 ] 一 > (7.1.42) 
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i 一 名 .HH re wa hu 中- 和 hz .一 - 一 


可 以 将 77 机 与 RR 视 为 同一 ， 因 而 
df (x) TN" OR: X, |—>X.(f) (7.1.43) 
即 dAz) 是 切 空 间 TM” 上 的 线性 涝 函 。TAM™ 的 对 侦 定 闻 记 
作 TtWMw， 则 dAETSM”7.TYM™ 称 为 MM" 在 点 * 的 余 切 空间 ,lM 
微分 4f(x) 具有 如 下 性 质 . 

(1 ) df(x) 不 随 图 的 选择 而 变化 。 对 任 一 固定 :的 六:E 
TAL*，X.( 了 ) 是 一 固定 值 ， 不 随 图 的 选择 而 变化 。 

C2) 设 宫 ,…… ,Xx” 是 含 X 的 某 一 图 的 坐标 函数 ， 对 任 一 
NI™w> 太 ，df(x) 为 了 在 点 %* 的 梯度 ， 即 有 


df(%) = a (7.1.44) 
因而 {dx ,sdx"} 是 了 24” 的 一 个 与 仁 训 ，… ,es} 对 侦 的 
x OX 
基 。 
(3) yf,eEC"(M"™,R),， YiER, 有 
d(f +e) (x)=df (rx) +dg(x) (7.1.45) 
dAf) (x) =24df (x) | (7.1.46) 
d(f oe)(x)= g(x)df (x)+ f(x)de(x) (7.1.47) 


7.1.4 子 流 形 
1. 反 溺 数 定 理 
在 欧 氏 罕 间 中 ， 有 个 英 知 的 结论 一 一 反 最 数 定理 。 
命题 6 设 开 是 KR” 中 的 一 个 开 信 ，f :WY>k&R” 是 可 微 映 
肝 ，ztw 全 YY。 如 果 f 的 JacobBi 行列 式 
9 


det( 5 
则 在 在 含 zw 的 邻 域 CCI， 使 得 在 U 上 的 限制 是 一 个 对 射 ， 
并 月 天 = A(U) 是 点 fw0) 在 尺 ”* 上 的 一 个 邻 域 ， 在 上 有 
可 微 逆 映 身 
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天 10 (7.1.48) 


A 


g= f/f-1:VCR" UCW (7.1.49) 

命题 6 说明， 映射 /在 某 一 点 的 秩 ， 决 定 它 在 这 点 的 一 个 邻 
域 上 的 性 质 。 借 助 局 部 坐标 系 ， 立 即 可 将 命题 6 推广 到 微分 流 
形 。 

命题 7 设 到 和 六 是 两 个 双 维 的 微分 流 形 ， 中 :MT 一 V 是 一 
个 可 微 映射 ， 则 YxEM，dB(x):TAM 一 TypcwyN 是 一 个 线性 同 
构 的 充分 几 要 条 件 是 : 为 * 处 的 局 部 微分 同 胚 。 

值得 注意 的 是 , 命题 7 只 是 一 个 局 部 性 的 结果 。 只 有 当 钙 是 
一 个 一 对 一 的 可 微 映 射 时 ， 才 能 由 dG@(x) 住 X*EM 上 的 每 一 点 
处 都 是 一 个 线性 同 构 推 出 下 :一 N 是 一 个 微分 间 有 承 。 否 则 ， 既 
使 d(x) 在 M 上 的 每 一 点 处 是 一 个 线性 同 构 ， 也 不 能 得 出 @:M 
一 人 是 一 个 微分 同 胚 的 结论 。 

2， 闪 和 

定义 19 设 M”* 和 NN" 是 两 个 微分 流 形 ，@B:M”™->Ns" 是 一 个 
可 徽 映射 ，*E Mr”。 如 果 Ws 委 2， 且 rkG@G(z) = 一人， 即 d B(x) :7 
M”™ 一 了 ToowN” 是 单 射 ， 则 称 @ 在 点 * 是 一 个 浸入 。 如 果 在 MMM" 
上 的 每 一 点 中 都 是 一 个 浸入 ， 则 称 更 是 一 个 涟 入，( 员 ,=) 是 
心 "的 一 个 浸入 子 流 形 。 一 对 一 的 混入 称 为 媒人 。 如 果 外 是 由 
入 ， 则 称 (@,M™) 是 Na 的 一 个 颈 入 子 流 形 。 如 果 四 是 坐 入 ， 
Dp:M"™—=@B(M"™)CN?* 是 同 且 ， 且 下 (Me) 具有 作为 N* 的 子 空 
间 的 拓扑 ， 则 称 有 是 一 个 正则 能 入 ，( 富 ,Mr) 是 Ja 的 一 个 和 
维 于 则 子 流 形 。 

命题 8 设 到 ”和 "是 微分 流 形 ，*EMm， 若 四 :mV 
征 #4 处 的 一 个 浸入 ， 则 对 M”* 含 x 的 任意 一 张 图 (UU，v)， 存 在 
和 NN" 含 p(x) 的 一 张 图 (V ,Vy)， 使 得 局 部 表示 

P=Y oo yl:o(U) GV) (7.1.50) 
具有 形式 z 
Bs or 0m) = 11s ee, Ws 0 ,000 , 0) (7.1.51) 
推论 。 若 四:M™—>N" 是 在 xEM” 处 的 混入 ， 则 存在 Mn= 含 


一 011 一 


YX 的 邻 域 Z， 使 得 外 在 乙 上 的 限制 是 一 对 一 的 。 

由 上 述 可 以 看 出 ， 淄 入 是 局 部 一 对 一 的 ， 而 檬 入 是 整体 一 对 
一 的， 它们 的 区 别 在 于 像 集 史 (M”)〉 是否 有 自 交 扩 。 

由 定义 19 知 ，(®@,M”") 是 正则 子 流 形 一 > (8$,M") 是 代入 
子 流 形 一 这 ($B,M”) 是 各 入 子 流 形 ， 但 其 逆 推 不 成 江 。 

例 9 加:R->R: 由 下 式 定 义 


i (2cos( 1 一 广 *) sin2( ; 一 万 r )) (7.1.52) 


则 (@,R) 是 RR 的 漫 入 子 流 形 ， 
但 不 是 嵌 入 子 流 形 。 如 图 7.1 所 示 . | 
由 命题 8 可 得 出 下 面 命 题 。 
命题 9 BM BM) EN? 
是 一 个 纹 维 正则 谍 入 的 必要 充分 条 
件 是 ，Y XEM"™m， 都 有 NN? 含 中 (x) 
图 7.1 的 图 (U，%)， 使 得 


(1) ov(p(x) 是 R* 的 原点 ， 
即 PBX)) = (0, ,0) (7.1.53) 
(2) UNDBM™))= {ul ,0 ,1") E VU) Iwu™"! 
= wu 0} (7.1.54) 


命题 10 ”如果 王 :MOMICN" 是 一 个 正则 钳 入 ， 则 
9D:M™ 一 (MM”) 是 一 个 微分 同 胚 。 

3. 淹没 

定义 20 设 M" 和 AN* 是 两 个 微分 流 形 ，P;M”->N* 是 可 
微 上 映射，xEM”。 如 果 m 宇 n， 且 TEK®B(xX)=n， 即 d(x):T,M"” 
一 了 oorN"” 是 满 财 ， 则 称 @ 在 XE Mw 处 是 济 没 。 如 果 中 在 MM”* 
上 的 每 一 点 都 是 淹没 ， 则 称 @ 是 淹没 。 

例 10 投影 映射 

x : R™—>R?: C00 ,000,10™) > (2!, 0 ,6") ‘(7.1.955) 

是 一 个 淹没 ， 称 为 典型 澄 没 。 | 
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命题 11 设 M" 和 NN"* 是 微分 流 形 ，xEM”。 若 :和 Mr" 
一 NN” 是 在 % 处 的 淹没 ， 则 对 N* 含 B(x) 的 任 一 张 图 (VV)， 
存在 一 含 YY 的 一 张 图 (UU,?)， 使 得 钊 的 局 部 表示 
B=%oBo vo(U) (TV) (7.1.56) 
具有 形式 | 
LE 一 (6 026) (7.1.57) 
定义 21 设 @:M"— N+ 是 可 微 映射 ，x EM”。 
(1) 车 rk®B (x)<n， 则 x% 称 为 甸 的 一 个 临界 点 ， 否 则 ， 
称 为 中 的 正则 点 ; / 
(2) 设 yEN", 如 果 yEB(M") 或 当 yEB(M”") 时 ， 
每 个 *E@-!'(y) 都 是 中 的 正则 点 ， 则 称 y 是 外 的 正则 值 ， 否 
则 ， 称 为 多 的 临界 值 。 
在 欧 氏 空间 中 ， 常 常 要 研究 可 微 函 数 的 零点 集 ， 即 下 述 方程 
sq 
fxs KT, Ys yy") = 0 0 f "(Xs HT, yl, oe, Y*) =0 
(7.1.58) 
在 什么 条 件 下 可 以 表示 为 y==g (xX!,',X”),，? 二 1,…,n， 关 于 
这 方面 的 一 个 重要 结论 就 是 隐 国 数 定理 。 通 过 局 部 坐标 系 ， 可 以 
将 这 个 定理 推广 到 微分 流 形 上 。 
命题 12 设 M" 和 NN* 是 两 个 微分 流 形 ，:M"m>N? 是 可 
微 上 映射 ，y€EN"*。 和 如果》 是 名 的 正则 值 ， 且 @-(y) 关 #5， 则 
B11(y) 是 MM" 的 一 个 m-n 维 正则 子 流 形 ,并且 对 每 个 xE 
-1(y)， 有 


T.(®-'(y))=Kergde: (7.1.59) 
例 11 设 中 :Re*! 一 RR 由 下 式 定义 
zx 十 1 
Bl M1) = 》 (1)? (7.1.60) 


: i=1 
显然 ， 除 点 (0,.…,0) 之 外 ， 是 一 个 淹没 ， 即 非 零 实数 都 是 外 
的 正则 值 。 因 此 ，S”*=@B (1) 是 民生 :的 冯 维 正则 子 流 形 。 | 
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$7.2 外 微分 


本 节 讨 论 张 量 从 ， 微 分 形式 ， 微 分 形式 的 运算 ，Frobeniius 
. 定理 ， 微 分 形式 的 积分 。 


7.2.1 张 量 从 


张 量 从 是 欧 氏 空间 中 直 积 空间 概念 的 推广 ， 也 是 积 硫 形 概 念 
的 推广 ， 它 是 在 物理 学 的 强烈 刺激 下 产生 的 。 例 如 ， 者 用 * 表 示 
质点 的 位 置 ，v 表示 质点 在 点 处 的 有 向 速度 ， 则 〈Y，z) 表示 
相 空间 中 的 一 点 ， 而 由 下 面 可 以 看 出 相 空 间 实 际 上 就 是 一 种 特殊 
的 张 量 从 一 一 切 从 ( 余 切 从 )。 

设 M" 是 微分 流 形 ，7Z, 和 7 分 别 是 流 形 2 在 点 ZEN” 
的 切 空 间 和 余 切 空间 ，、 则 在 YxEM”* 处 有 (7,s) 型 张 量 空 
[BI 3»4) 


LX) = OT OT :OOTP x (7,2.1) 
oe oe 
7 个 S 个 


T(x) 是 MI 维 的 矢量 空间 ， 令 


T= LU Ts;(%) (7.2.2) 
rECAIm 


令 T: 了 一 和 "是 由 下 式 定 义 的 映射 
R(XI(X))=X, VRCX)ETIxX), VXEM" 
(7.2.3) 
则 x 称 为 自然 投影 ， 它 是 由 荆 ; 到 ML" 的 满 映 射 。 

可 以 证 明 ， 通 过 x*，M”“ 上 的 流 形 结构 拓扑 结构 和 微分 结 
构 ) 可 以 自然 地 导出 了; 上 的 一 个 流 形 结构 ， 使 得 7 了 7 成 为 一 个 
微分 流 形 ， 并 和 且 x:T' 一 MM”™ 是 一 个 淹没 。 

设 3, 为 由 自然 数 {1,…,7} 构成 的 置换 群 ，V 是 任 一 矢量 空 
同 ，V* 是 六 的 对 偶 空间 。 记 A"(V) 为 TV)=V@ 尺 @V ( 共 
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7 个) 中 全 体 7 阶 反对 称 张 量 组 成 的 集合 ，A*(V》 为 了 (天 )=- 
TY*Q@…GO7* ( 共 s 个 ) 中 全 体 s 阶 反对 称 张 量 组 成 的 集合 ， 即 
X=sgno* KX, VoES,, VY XE A'(V) 
X*=sgno NX*, VoES,, YVR*E A*(V) 


式 中 no 1，a 为 偶 置 换 

8 —]， 5 为 奇 置 换 
显然 ，47 ) 和 AX*(V) 分 别 是 TV) 和 TV) 的 线性 子 空 
站 。 


定义 1 流 形 T! 称 为 流 形 Mm" 上 的 (rx，s) 型 张 景 从 。 自 
然 投影 x 称 为 从 投影 。YxE M"，T;(x) 称 为 从 7 在 点 x 的 


纤维 。 -4 7 一 上 S 一 0 时 


-7 一 了 Im (7.2.1) 
XEAT™ z 
7M” 称 为 MMM” 的 切 从 。 当 + 二 0，s= 二 1 时 
TYM"*S=T = (1 7 7m (7.2.5) 
xEA1m 


7 MM" 称 为 ”的 余 切 兴 。 令 


A'(M™)= 1 A'(T NM"™) (7.2.6) 
和 人 

4 一 1 A*(TM™) (7.2.7) 
XCM 


A"(M™) 称 为 流 形 M" 上 的 ? 阶 外 矢量 从 ，A*(M”") 称 M” 的 
SsS 阶 外 形式 从 。 显 然 ，1 阶 外 矢量 从 即 是 切 从 , 1 阶 外 形式 丛 即 是 
余 切 从 。 


7.2.2 微分 形式 


1. 微分 形式 的 定义 
定义 2 设 广 "一 7 是 可 微 映 射 ， 如 果 
ro f=—id:M"—>M” (7.2.8) 
即 YxEM"m，f(xX)ETIr(x)， 则 称 是 张 量 从 工 r 的 一 个 可 微 截 
面 ， 或 称 为 Mm 上 的 《+ ，s ) 型 光滑 张 量 场 。 


一 615 一 


显然 ， 切 从 TM” 的 可 微 截面 就 是 履 "” 上 的 光 背 和 拓 量 场 。 
微分 流 形 MI” 上 的 微分 形式 既 可 在 几何 上 看 成 M” 上 蔡 个 
张 量 从 的 可 微 截 面 ， 又 可 在 代数 上 看 成 由 如 (M”*)x…x 
分 (MT) 到 C”(CM”) 的 一 个 多 重 线性 反对 称 映射 。 
定义 3 外 形式 从 的 可 微 截面 
wiN > A Nm) x I> (Xx, De) (7.2.9) 
称 为 W” 上 的 s 次 微分 形式 ， 简 称 s - 形式， 其 中 o:=w (x)E 
A*(T NM™), 
M™ 上 所 有 s-- 形 式 构成 的 集合 记 作 天 (Mr=)， 并 记 
F(M™”)= >,F'(M”) 
5 二 个 
令 宁 (Mn 了 ) 为 MM” 上 C”- 矢量 场 的 C”- 加 法 群 ， 亦 即 对 任 
意 的 X、YE.9T (1 ，1E 尺 ， 有 
(1 ) AX:xI—(AR) (XY) = ANX(X) 
(2) Xi+Y,x (XR+Y)(xX)=X(X) HY(X) 
《3) 对 任意 /EC”CM™)， 有 
fXix I>(fX)(xX)= fX(X) 
则 Ww 上 的 任何 一 个 s 次 微分 形式 oo 都 可 以 定义 一 个 从 
CMT) x Xx .人 RM"T) 到 C*(CM"”) 的 C*(M"m) 一 S 重 线性 反对 
s 个 
称 映 射 ， 即 ， 设 和 … ,和 ,是 3 的 C*- 天 量 场 ，%b (六 1,*"* ,六 ,) 
有 意义 ， 则 s- 形 式 定义 一 个 映射 
s 个 
wR NM) RR Mm) CM ™) (7.2.10) 
(Ki RR) oN YN,) EC*M™) (7.2.11) 
对 于 任意 的 YE” ， 有 四 
OK, XA) = (R(X), ,K(X)) (7.2.12) 
并 且 
(1) Vf/、 2eEC”(M"™), 了 、YERNR(M”)， 有 
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人 (大 19 十 BY To 和) 
一 fo(Xi, ,Ni NX, Nit1ls A) 
+ go(Xis ,NiisY ,Xitis ,XN,) 
(7.2.13) 
( 2) (和 io 
—— (XI, KN; Ri; NN,) (7.2.14) 
反 过 来 ， 任 何 由 式 (7.2.10)~(7.2.14) 定义 的 C*(M™) 
-多 重 线性 反对 称 映 财 都 定义 了 一 个 履 ” 上 的 微分 形式 。 
2。 外 积 
定义 4 ”对 每 个 p 守 0，g 宇 0， 存 在 一 个 称 为 外 积 的 运算 ， 
A: PF?OM™) x 无 20477) 一 一 > am) (7.2.15) 
《中 ，Y) ;一 一 > 已 人 7 (7.2.16) 
wb? 由 下 式 定 义 
ATX | 一 一 >(wOA2) (x) = w(x N77(X) 
/ = waAIE AL'O#( M™) (7.2.17) 
对 于 A XE (Mr™), 


CwAv) KI, 0, Npra) (XA)—= DD) (signo) oo (Xe) (%) 


OC sp+d 
op KN PAR pr 0 Rpsg) (7.2.18) 
其 中 spi4 是 满足 oD) 过 之 co(p) 和 op+1) 之 之 co(p+g) 的 
置换 构成 的 子 集 ，signc 是 置换 o€ spota 的 符号 。 
外 祝 是 一 种 与 坐标 的 选取 无 关 的 运算 ， 由 外 积 的 定义 可 推出 
它 的 下 述 性 质 : 


(1) oA(7+0)=wA?+ whe (7.2.19) 
(7 十 0)Ao 一 2Ao 十 6 人 oaw (7.2.20) 

其 中 ”和 6 是 同 次 的 微分 形式 。 
(2) wh?A0) = (CWA?) A (7.2.21) 

(3) 对 fEC”(M”*)， 有 
fo?7) = fo?= woh fy (7 .2.22) 
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(4) 对 EFM™)，wE FACM”)， 有 有 
7 why=(—1)?a9he (7.2.23) 
命题 1 (1) 设 wi 为 Mm 上 的 1- 形 式 ， AXiE HR (NM™) 
为 MM“ 上 的 C”- 矢量 场 ,， z=1,…, p， 则 
(oOI 人 人 Op) (XI, »», 人 Xp) =detLw;(X,)) (7.2.24) 
(2 )》 玫 ”上 的 任何 尹 - 形式 均 可 分 解 为 Ce 个 乡 单 式 之 和 ， 
而 每 个 乡 单 式 是 乡 个 1- 形式 的 外 积 ， 
w= >》， wi hoho (7.2.25) 
1 
3. 微分 形式 的 标准 型 
VxEM"， 设 (U, 9) 是 含 * 的 一 张 图， X*"} 是 局 


, 、 
部 纹 标 函数 。 因 为 fa de 是 { 5， … 5 的 对 个 
基 ; 
dx (7 ) =8 (2, 7=1, 0, 77) (7.2.26) 
PE 1? ’ 了 一 ? ? on 


于 是 在 每 个 xEU 处 {dxz ,dx”} 构成 Ti(x) 的 一 个 基 ， 从 
而 


{dxi rh hdxis [2 eo 2} (7.2.27) 
在 YxEU 处 构成 s 次 外 形式 经 问 4 (TM™) 的 一 个 基 ， 二 省 
dim A* (TAL”) ={ SS (7,2.28) 
x 0 其 它 sae 
命题 2 M™ 上 的 任意 一 个 s- 形式 % 在 U 上 的 限制 可 于 为 
o jb 一 >》 Mii dx ihee dis (7.2.29) 
fife 
或 oo= 2 Ri dx 1 人 人 dx (7.2.30) 


特别 地 ，1- 形式 。 可 唯一 地 表示 为 


wlu= adxi (7.2.31) 
:=1 
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7.2.3 微分 形式 的 运算 


本 小 节 引 进 关 于 微分 形式 的 三 种 运算 ， 外 导数 、 内 积 、ILie 
导数 。 与 外 积 运算 一 样 ， 它 们 和 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 。 

1. 外 导数 

外 导数 是 欧 氏 空间 中 微分 算 子 概 念 在 微分 流 形 上 的 推广 。 

命题 3 ” 设 M" 是 微分 流 形 ， 则 存在 一 个 唯一 的 映射 d. 
ZL? (AM™) 一 FP?T1(M"…)， 合 得 

(1) d(w+7)=dw+d” (7 .2.32) 

(2) df(oA7) 一 doA7 十 (一 1)5cgaoAd7 (7.2.33) 

(3) 若 /EC ) 是 好 ”上 的 可 徽 函 数 ， 则 d 太 恰好 是 
三 的 微分 ; 

《4 ) d(dw)=0 (7.2.314) 
映射 d 称 为 外 导数 。 

例 1 设 R? 中 的 第 卡 儿 坐 标 系 是 (x1,， Xz, x;)。 

(1 ). 若 了 是 民 s 上 的 可 微 函 数 ， 则 


0f _- 
dj/ 一 工 Dx di = fidx 


/of of 7 
矢量 ( 5-， 必 一， 人 ) 是 函数 / 的 梯度 grad /。 
(2) 设 = A dx + A dx, + HdX3 
出 | dw = 一 daiidzx 十 das A\dx» 十 daasidx: 
Oa | OU O43 Oa2 
= 0x OX, Jaxihdxs + + (让 ~ Ox jezhdv 
DX 一 i Xa 多 | (7.2.35) 


拓 量 (A1, 他 2 ， 3 ) 记 为 人》 则 天 量 
(< — Oa Oda Oas Oa Oa ) 


0x Ox’ Ox Oxs’ Dx ~ OX 


和 匡 天 量 场 a 的 许 度 curl a。 
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(3) 设 7 一 phdx Adxy 二 DidxX3AdX 十 DidQXIAGX3 
00 .00 | .00 


则 | dz=( jr Tor, 3 )axihdswhdw (7.2.36) 


今 2=(D 6b,, 5;)， 则 | 
d7=divb.dxiNdxsAdx; (7.2.37) 
其 中 div 上 5 表示 矢量 场 5 的 散 度 。 
设 2=dF， 则 将 式 (7.2.34) 代入 式 (7.2.35) 中 ， 易 得 
do=d(df)=curi(grad/f)=0 (7.2.38) 
设 ?=do， 则 将 式 《7.2.35) 代入 式 《7.2.36) 中 ， 易 得 
d7=d(dw)=div(curla)=0 (7.2.39) 
式 (7.2.38) 和 (7.2.39) 是 场 论 中 的 两 个 基本 公式 。 | 
定义 5 设 姑 ”是 微分 汰 形 ， 则 存在 一 个 唯一 的 臣 射 
[，]，2 0 XR MV RM"™) (7.2.40) 
它 册 下 式 定 义 
CX, YI=XY—YX (7.2.41) 
即 对 任意 的 /EC”CM"™)， 有 
CNX, YI(f)=XCY(f)) —Y(X()) 《7.2.42) 
映射 (，3J 称 为 二 le 插 写 。 
容易 验证 ，Y /gEC”*CM™)，Yi，4ER， 有 
(1) CX,YICQAf + He) =2X, YIf) + /X,YI(E) 
(7.2.43) 
(2) [X,YI(fe)= f(A,Y (ee)— eX, YI ) 
(7.2.414) 
命题 4 设 导 "是 微分 流 形 ，X、Y.ZE 寻 (WM™),，f gE 
C”(M™)， 则 有 z 


(1) [X,YJ]=—[Y, XX) (7.2.45) 
(2) [XX+Y, 2)=[X, ZI+[LY, 2) (7.2.46) 
(3) [f/fX,oY)=/(X(o)Y— oY(f))X+ /fetX,Y) 

(7.2.47) 
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(4) CX, [CY, ZZ)+[Y, LZ, AI]+CZ， (A,YIl=0 
(7.2.48) 
Lie 括号 的 引出 允许 我 们 有 如 下 的 命题 。 
命题 5 设 MM"™ 是 微分 流 形 ，w 是 3” 上 的 S- 形 式 , 和 和 "， 
Xe CM”T)， 则 


s+1] 
do( 信 1， 及 1) 一 >, ( 一 1 和 (oO(X 1 ) 
:二 1 


+ DC Dio(CK;, Ki), Xi Ri, 0 
1 和 r<JSrtl 
RX;, X 1) (7.2.49) 
其 中 “人 ”表示 略 去 此 变量 。 特 别 地 ， 当 S=1 时 ， 有 
do(X1, X;) =X1O(KR))— YX))— (LK, Y)) 
: (7.2.50) 
定义 6 设 必 "和 NN" 是 两 个 微分 流 形 ，®B: M”" 一 入 ?站 可 
微 映射 ， 则 由 龟 诱导 出 一 个 映射 
DE PPONT EPOM™), Pmin((m, n) (7.2.51) 
定义 如 下 : 对 任意 一 个 N*" 上 的 8- 形式 %，*w 是 名 ”上 的 一 
个 fp- 形式， 
DOCKI, er Vo) X= wor (DrrR1, *, Dry) 
—Wor) (dP XI RN, ", dP (XX,) (7.2.52) 
其 中 xEM”， 革 ,Xp ETAM™。 gp* 称 为 多 的 诱导 映射 《 拉 
回 映 射 )， 又 称 为 B® 的 推 前 映射 ) 的 对 偶 映 射 。 
由 式 〈7.1.11) 和 (7.1.12) 定义 的 对 偶 映 射 实质 上 是 由 式 
(7.2.51) 和 (7.2.52) 定义 的 诱导 映射 的 特例 (p=0，。% 是 
hm” 上 的 可 微 国 数 )。 
映射 BB* 其 有 如 下 一 些 性 质 ， 


(1) 中 (oo+2) 一 中 "+ 中 (7.2.53) 
(2) 中 (oOA7) 一 中 oD (7.2.54) 
(3) do 中 一 dod (7.2.55) 
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(4) 在 区 :一 是 可 微 了 映射 ， 则 
(¥ oD)”—D*oy” (7.2.56) 

下 面 我 们 给 出 @* 在 局 部 坐标 系 下 的 表示 。 

设 M” 和 NN?” 是 两 个 微分 流 形 ，(U,?#) 是 M" 的 一 张 图 ， 
局 部 坐标 图 数 是 {xX' ,x"}，(V ,pp) 是 入 ?的 一 张 图 ， 坐 标 孙 
数 是 {v1，…， yy ，，U->V 是 一 可 微 映射 。 则 Y 8€ Fe(V)， 
有 局 部 表示 

p= > Diip(V)dyiiAhdyire (7.2.57) 


Li ip Sn 
从 而 @*8c Fr?(V)， 为 
PB=EB*O .YB*rdy A AD*dyi? 
一 开放 (Yo 由) 和 de 加) 


= Tbs (BOOT) 


一 


OX! OX!p 


X dx lire tdx’p 
= Tbrip (BOO) 
X dX’ iA dX’P (7.2.58) 
式 中 、[ 人 人 之 之 人 人 RR， 1 过) 力 < 7。 特别 是 ， 如 果 8 二 
站 :dy ， 由 上 式 可 导出 
ODThAdy) = BB)) dx 
(7.2.59) 
由 式 《“7.2.59)〉 可 以 看 出 ， 上 映射 B* 和 Bs 有 相同 的 局 部 表 
未 。 这 不 难 理解 ， 因 为 8B*” 和 Bs 是“ 对偶” 的 
例 2 一 维 球面 
S'={xER’ Ix:= (xX)?+ (x)’= 1} 
作为 KR? 的 一 个 子 空间 ， 是 一 个 微分 流 形 。S! 上 的 1- 形式 
= — Xdx' + x dx’ 
是 RA\{0} 上 1- 形式。 在 S': 上 的 限制 ， 即 8=wj,1: 
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— Xxx! 十 区 1QY 
人 一 一 一 一 i 


(wi) :+ (x?) 
设 多 是 如 下 定义 的 光 剖 映射 ， 
中 民 一 一 9 一 一 (cost， sint) 
由 于 尺 上 的 所 有 1- 形式 均 可 表示 成 adt 的 形式 ， 故 可 设 多 *p = 
dd 将 
XB) = x08B)(t)=sInt 
Xi(B))= (x! oD) (1)=cost 
代入 式 (7.2.59)， 可 得 4 二 1， 即 
PD*p=di / | 
命题 3 中 的 (4 ) 就 是 著名 的 Poincaré 5| 理 ,下面 给 出 它 
有 内 还 命题 。 
命题 6。 如果。 是 在 开 集 CUM”w 上 的 5 一 形式 ，s 之 1，U 可 
收缩 为 一 点 ， 且 dw 二 0， 则 存在 $s 一 1~ 形式 a 使 得 b= 二 de，。 
通常 称 满 足 de =0 的 微分 形式 2 为 用 形式 ,对 % EF'(MM”)， 
如 果 存 在 agE PF"'CM™…)， 使 得 % = 二 dg ， 则 称 o 为 恰当 有 形式。 由 
此 可 见 ， 命 题 6 实际 上 是 给 出 了 闭 形式 成 为 恰当 形式 的 条 件 。 
任何 恰当 形式 都 是 团 形 式 ; 而 轩 形 式 ， 只 有 妆 流 形 具 有 “中 
够 好 ”的 拓扑 性 质 时 ， 才 是 恰当 形式 。 
2。 内 积 
微分 形式 与 矢量 场 的 内 积 是 一 个 作用 在 微分 形式 上 的 算 子 
zx，AE5 (MT”)。 它 把 可 "上 的 PP- 形 式 变 为 间 "“ 上 的 Dp 一 i- 
形式 。 
定义 7 以 ,XXX ER MM”), woEF? CM”), 则 ew 
与 这 的 内 积 是 一 个 由 下 式 定义 的 p 一 1- 形式 ix@: 
(xDO)( 和 1 ee Rp) oA, A N11) (7.2.60) 
通常 也 称 5xo 为 微分 形式 呈 关 于 矢量 场 和 的 缩 并 ， 并 记 作 
有 疏 」 ww。 
内 积 运 算 有 具有 下 列 性 质 : 
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(1 ) 内 积 运算 是 一 种 局 部 运算 


2xyOD 一 (2xo)o UCM” (7.2.61) 

(2) ixP?(M™)CP? (M™) (7.2.62) 
(3) 对 @%、0EF?(CM"T)，A4ERR， 有 

2x(o0 十 0) 一 2zo 十 2x0 (7.2.63) 

ZX) 一 1zxOD (7.2.64) 


(4) 对 wEF?(M”"), 0EFAM"), 有 
x(x + (—1)fwoN\six0 (7.2.65) 
(5 ) 如 果 wETICOM™)， 则 


tx@=w(AX) (7.2.66) 
如 果 wEF"ICM”)， 即 。% 是 "上 的 可 微 冰 数 ， 则 
2vo 一 人 0 (7.2.67) 


内 积 ix 也 可 以 看 作 一 个 映射 zx: 了?(M”) 一 PF? (M”) ,可 以 
证 明 ， 如 上 定义 的 内 积 运算 存在 且 唯 一 。 
命题 0a VX， YE (M™), fEC™*(M™), 有 


zxy 一 2x 十 YY | (7.2.68) 
tjx = fix z (7.2.69) 
(zx 六 一 2xzx 一 0 《7.2.70) 


3。Lie 导数 
Lie 导数 是 欧 氏 空间 中 方向 导数 的 推广 。 在 引出 Lie 导数 之 
前 先 介 绍 和 拓 量 场 的 流 、 局 部 单 参数 群 的 概念 。 
定义 8 设 久 EE 经 (M"),， 可 微 曲线 7Y:(a, 5)CR— MM”,， 
如 果 对 iE (la, 5)， 满 足 
(1)=X(Y(H)) (7.2.71) 
即 
ys (=X) ys (7.2.72) 


其 中 天 jos 表示 天 在 yx 2》 上 的 限制 ， 则 称 > 为 瑟 的 一 条 
积分 曲线 。 
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由 式 (7.1,33) 知 ， 对 于 ? :1 一 >7Y(f)==(xi(1)) 和 成 = 
Pz(x) -rr， 式 (7.2.72》 成 立 的 完 分 必要 条 件 是 必 (t) 是 如 


下 微分 方程 组 的 解 : | 
和 =a(x), GG=1, ,1m) (7.2.73) 
六 的 积分 曲线 也 就 是 方程 (7 .2.73〉 的 解 曲线 。 
例 3 牛顿 方程 
= Fi(w!, 元 和 
可 以 看 作 一 个 可 徽 了 映射 X:TMo 一 TO7T3m， 其 局 部 形 示 为 


R=E (Hr + Fi), % 1) 7 ) 


显然 ，XE 鸣 (TM”)， 它 的 积分 曲线 是 如 下 方程 组 的 解 ， 
Fi) | 

命题 7 设 XE 吕 COM")，VYxoEM"m， 存 在 含 % 的 一 张 图 
(Co 9)、 一 个 下 实数 。 和 一 个 可 徽 映 射 : 

Y :Uox TIT 一 mW 1) | 一 一 7 (YX， 芒 (7.2.74) 

其 中 7= (一 上 s)， 使 得 对 任何 固定 的 YEUo，7:==7 (zx, ,): 了 -> 
M™ 是 于 过 * 的 积分 曲线 。Y(x, i) 称 为 矢量 场 忆 的 流 。 

人 全 下 证 全 A 

对 任何 固定 的 ， 令 770 2 ， 则 对 任意 的 XxEUo，Y。 
给 出 一 条 局 部 唯一 的 吕 分 而 遇 ， i ViEI,，7Y; 如 将 Uo 映 为 M™ 
上 的 为 一 开 集 。 因 此 着 起 来 ，U。 好 象 是 随 着 # 的 变动 而 流动 。 

命题 8 设 匀 E 妈 (M"m)， 对 任意 的 xo EM"m， 存 在 六 在 和 
点 的 唯一 的 流 箱 Do, es, 7)， 其 中 

(1) UsCM” 是 舍 wo 的 一 张 图 ，s 是 正 实数 ; 

(2 ) 7Y:Cox7T 一 Mr 是 可 微 映 射 ，7= (一 se，s); 

(3) VYxEUo， YI>M"m:fj>Y(x, 1) 是 半 过 Y 直 的 积 
”分 曲线 ; 
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(4) ViEI， TI 一 TY 一 202 1) 是 微分 同 旺 。 
映射 7 在 1==0 附近 上 县 有 下 述 性 质 . 

(1) ?= ( 因 Yo(x)=Y(x, 0)=x, VX) (7.2.75) 

(2) Yo0V=Y YY, (7.2.76) 
(3) 7Y;'=7., (7.2.77) 
定义 9 ”如 上 定义 的 7Y, 称 为 由 对 生成 的 局 部 单 参 数 群 。 
可 以 证 明和， 对 MMM” 上 任何 一 个 微分 间 及 的 局 部 单 参 数 群 

7,， 存 在 唯一 的 XE.3 CM”)， 使 得 Y, 是 由 站 生成 的 。 

命题 9 存在 一 个 且 只 有 一 个 映射 

GR CMT) XK FOMO—T+P MT), (xX, 0) | 一 一 Go 


它 具 有 下 述 性 质 . (7.2.78) 
(1) 双 x 是 一 个 局 部 算 子 ， 即 
Sob 一 (SG xo)b 《7.2.79) 
(2 ) Se FPC (7.2.80) 
(3) Vw, 0E€EFr, 1€ER、 有 
Se (oO 二 DB) 一 SG va 十 SG vb (7.2.81) 
x (Nm) 一 SO va (7.2.82) 
(4) SG2 (oOA) 一 GO OA 二 OAGSC 0 (7.2.83) 
(5) 如 果 EFCM”™)， 即 /是 用 ”上 的 可 微 函 数 ， 则 
xf = (7.2.84) 
(6 ) 如 果 df 是 一 个 微分 ， 则 
xdf =d xf (7.2.85) 


除 式 〈7.2.79)~ (7.2.85) 之 外 ，Sx 还 有 具有 下 面 一 些 性 
质 ， YX.YEAR (MM"), wvEFIM"), fEF(M"™), AER, 


(1) SP x =ixd+ dix (7.2.86) 
(2) iod~doy, trot=io x (7.2.87) 
(3) z (Ef x, by) = Vexsy) (7.2.88) 
Cx) Hy = Lr) (7.2.89) 


(4) HF yy xt y, x= x (7.2.90) 
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(5 ) 如 果 f 不 是 常 值 函 数 ， 则 
Lx fA x (7.2.91) 
yso= fxw+df Aitxt (7.2.92) 
式 (7.2.86) 称 为 同 伦 恒等式 ， 它 揭示 了 Lie 导数 算 子 到 x 与 
内 积 和 外 微分 算 子 的 关系 。 


7.2.4 Frobenius 定理 


设 w1 ,0w:EFI(M™)， 方 程 组 
w’=0, (t=1, 。**, $8) (7.2.93) 
通常 称 为 Pfaff 方程 组 。 必 须 注 意 的 是 ，o%;= 二 0， 并 不 意味 着 oi 
是 处 处 为 零 的 1- 形式， 而 是 说 ，VYxEM”，o; 在 切 空 间 TM™ 
的 一 个 线性 子 空间 上 等 于 零 。 
frobenius 定理 研究 的 是 Pfaff 方 程 组 的 可 积 性 ， 即 在 什么 
条 件 下 ， 方 程 组 〈7.2.93) 的 解 可 以 用 f;=const. 表述 ， 其 中 
/ ;是 人 "上 的 可 微 硝 数 ， 有 df; 是 M”" 上 处 处 水 为 零 的 1- 形 
式 。 这 个 问题 与 非 完 整 力 学 中 关于 约束 方程 的 研究 ， 即 约束 的 可 
1。. 用 矢量 场 表 述 的 Frobenius 定理 
Mm 上 的 维 分 布 是 一 个 映射 A*:x[|- 一 >Azs， 其 中 Ax 
TM™， 是 TxM"™ 的 一 个 率 维 子 空间 。 若 VYxEM”， 在 % 的 一 个 
邻 域 UU 上 存在 pe 个 处 处 线性 无 关 的 光 渭 矢量 场 太 1,， +， 作 ， 使 得 
VyEU，A? 由 XX1(V), Xe(v) 张 成 , 则 称 A* 是 流 形 M” 
上 的 一 个 光滑 分 布 。 苹 ,,…, XX 称 为 A* 在 上 的 一 个 局 部 基 。 
在 下 面 ， 除 非特 别 指出 ， 所 指 的 分 布 均 是 光滑 分 布 。 
一 个 矢量 场 匀 EH CM"m)， 如 果 VYxEM" 有 X(x) EA?*， 
则 称 X 属于 A*， 记 作 六 EA*。 
定义 10 设 和 N* 是 小” 的 记 维 子 流 形 ， 名 :Nt 一 W™ 是 包含 映 
射 。 如 果 VxEN*， 有 下 式 成 立 
dD TN:)=0PT, Nt = A (7.2.94) 
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或 等 价 地 ， 有 “因为 多 是 包含 映射 ) 
DrTN:— As (7.2.95) 
则 称 CN*, 中) 为 分 布 A* 的 积分 流 形 。 

如 果 VX、YE A*， 均 有 [X,YjE At*， 则 称 分 布 A* 是 对 合 
的 ， 或 完全 可 积 的 。4” 上 的 分 布 并 非 都 是 可 积 的 ， 分 布 的 积分 
子 流 形 也 不 一 定 就 存在 。 

定义 11 设 /EFI(CM")， 即 /是 Mm” 上 的 可 微 消 数 ，U 是 
的 定义 域 ， 如 果 : 

X(f)=0, VxEU 和 VXEA!: (7.2.96) 
则 称 f 是 分 布 A* 的 首次 积分 (第 一 积分 )。 
式 (7.2.96) 也 可 每 价 地 写成 
df (Ax)=0 (7.2.97) 

由 式 (7.2.96) 和 (7.2.97) 可 以 看 出 ， 首 次 积分 三 在 As 
连通 的 积分 流 形 N* 上 等 于 篆 数 。 

我 们 关心 的 是 在 什么 笨 件 下 ， 分 布 伪 的 积分 流 形 可 以 由 首 
次 积分 确定 。 

设 有 1,…， /是 分 布 A* 的 首次 积分 。 如 果 df; 在 YXxEU 处 
线性 无 关 ， 则 称 六 …， 广 在 开 集 忆 上 是 函数 无 关 的 。 对 于 分 布 
A* 来 说 ， 国 数 无 关 的 首次 积分 的 最 大 集合 最 多 是 由 〈 纪 一 2) 个 
首次 积分 构成 。 

设 f1,…， fm-x 是 分 布 A* 的 首次 积分 ， 在 开 集 UCM” 上 
陆 数 无 关 【〔〈 如 果 存 在 的 话 )， 则 局 部 定义 的 子 流 形 

N*={xEU| f(xX) =0, ee, fmr(X)=Cn-xr} (7.2.98) 
是 分 布 A* 的 积分 流 形 。A* 可 以 局 部 地 表 成 
A:*={XER (Mdf (X= =dfn-r(X)=0} 
(7.2.99) 
对 于 [X.YjEA*， 因 : 
dj ([X, YY) =0, (f=1,°,m—%) 
(7.2.100) 
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则 CA，YIE A*， 即 [A*, A*J]CA*。 据 此 有 下 面 的 定理 。 
命题 10 “Frobenius 定理 ) 设 A* 是 M" 上 完全 可 积 的 分 
布 ， 则 VxE€E M”“， 存 在 %* 的 一 个 邻 域 UU 和 定义 在 U 上 的 局 部 坐 
标 系 {xX!,，…, x”"}， 使 得 
C1) [2 ,是 A* 在 UU 上 的 一 个 局 部 基 


(2 ) 分 布 A* 存在 过 % 的 积分 流 形 ， 并 且 它 由 截 口 刀 = 
fi 二 Const。 给 出 ，Z= 二 证 1, ,5M， 其 中 /i 是 分 布 A* 的 时 数 
无 关 的 首次 积分 的 最 大 集合 ， 

( 3) 分 布 A* 的 任何 首次 积分 了 在 坐标 系 {x',…, x”} 中 
可 以 写成 邓 ( 人 一 有 +T Mm》 的 冰 数 。 

须 注 意 的 是 ， 命 题 10 只 是 一 个 局 部 性 定理 。 
2， 用 微分 形式 表示 的 Frobenius 定理 
与 分 布 概念 相对 应 的 是 余 分 布 。M”™ 上 的 一 个 s 维 余 分 布 也 
是 一 个 映射 A :x 一 Azx'， 其 中 As'CTxM" 是 THM"™ 的 一 个 s 
维 子 空间 。 如 果 @1,…, %, 是 Mm 上 线性 无 关 的 1- 形式 ( 即 woi， 
,of 在 每 点 xXEM” 线性 无 关 )， 则 由 ou …, o, 张 成 Mm 上 一 
个 s 维 余 分 布 。 
友 A: 是 必 ”" 上 的 分 布 ，A* 是 M” 上 的 余 分 布 。 如 果 对 任 
音 的 YEMhm， 有 
Ax—={XETAM™” oR)=0, VoEAt} (7.2.101) 
| Ai'={o0ETIM"|w(X)=0, VXEA*} (7.2.102) 
则 称 A* 和 A™ 是 对 应 的 ， 这 时 定 有 + sm。 
4 上 的 每 个 分 布 A 对 应 一 个 余 分 布 A*'"-*%*， 同 样 ， 每 个 
余 分 布 A 对 应 一 个 分 布 A'"™ 7。 
定义 12 设 和 NN 是 M” 的 子 流 形 ，@$:N 一 M” 是 包含 喘 射 。 如 
染 对 任意 x 入， 均 有 
o(B#X)=0, VXETN, VoEASts,= A (7.2.103) 
则 称 入 为 余 分 布 A*’ 的 积分 流 形 。 
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显然 ， 如 果 余 分 布 A*’ 由 1- 形式 @ ,ov 张 成 , 则 A” 的 
积分 流 形 和 NN 就 是 Pfaff 组 @; 二 0，1? 二 1, ,ss， 的 积分 流 形 ， 即 
oilN 一 0。 

“是 余 分 布 A*c 的 积分 流 形 , 当 且 仅 当 它 是 对 应 分 布 人 
的 积分 流 形 ， 因 而 余 分 布 的 积分 流 形 也 不 是 一 定 歼 存 仕 的 。 
定义 13 已 知 一 个 由 下 列 方程 


0; 一 0， ($ 二 亡 十 1]，。*° ,7172) (7.2.101) 
组 成 的 pfaff 组 。 如 果 它 等 价 于 方程 组 
df;=0, (z =- 有 + MT (7.2.105) 


其 中 f;(2 = 有 有 +1,…, 94) 是 这 个 Pfaff 组 的 函数 无 关 的 首 砍 积分 
的 最 大 集合 ， 则 称 该 Pfafi 组 是 完全 可 积 的 。 

在 定义 中 ， 所 说 的 Pfaff 组 的 首次 积分 就 是 其 对 应 分 布 的 首 
次 积分 。 

显而易见 ， 分 布 与 其 对 应 的 余 分 布 的 可 积 性 是 一 致 的 。 

命题 11 (Frobenius 定理 的 对 偶 表 述 ) ”一 个 C"- 余 分 
布 At:Y | 一 >Azm 是 完全 可 积 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 
As*tm 中 的 每 个 Pfaft 形 ，2- 形 式 dao 可 以 局 部 地 表示 成 
A*xn 的 局 部 1- 形 式 基 {to 站 的 线性 组 合 ， 即 

do= > 07 人 awi (7.2.106) z 


1 


7.2.5 ”微分 形式 的 积分 


微分 形式 的 积分 是 Riemann 积 分 的 推广 ， 是 Hamilton 原 
理 和 积分 不 变量 等 理论 几何 化 的 基础 。 
1， 单 位 分 解 定理 
单位 分 解 定理 是 在 流 形 上 定义 积分 运算 的 基础 。 
定义 14 设 /:M" 一 R 是 实 国 数 。 函 数 了 的 支 集 是 指使 / 
取 非 零 值 的 点 集 的 闲 包 ， 记 作 
suppf ={xIxXEM”, f(x)A0} (7.2.107) 
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做 分 形式 。 的 支 集 是 
suppo= {XIxX€E M”, w(x) 0} (7.2.108) 

文集 也 束 是 通 贡 所 说 的 非 堆 点 集 ， 有 的 亦 称 正 则 氮 集 。 

命题 12 (单位 分 解 定理 ) 设 MM” 是 微分 流 形 ，{U。; x 
好 是 MM” 的 一 个 开 复 盖 ， 则 在 M” 上 存 在 一 族 可 微 函 数 {f,|a 
eT}， 满 足下 列 条 件 ， 

( 1) 对 每 个 w，0 乏 广 和 过 1， 支 集 suppj/ 是 双 致 的 ， 并 出 
suUpPPp/ a TU,; 

(2) YXxE-M” 有 一 邻 域 让， 它 只 与 有 有限 多 个 文集 supPp/ 
相交 


(3) > 六 =1。 


函数 族 {f ,1xE7} 称 为 从 属于 开 复 盖 {CU} 的 单位 分 解 。 
2. 定向 流 形 
定义 15 ”微分 流 形 4/1” 的 一 个 体积 形式 是 指 一 个 连续 的 区- 
形式 woEF™M”),， 它 对 任意 xEM”™ 都 有 :了 关 0。 当 且 仅 当 在 
Mw 上 存在 一 个 体积 形式 时 ，M”* 称 为 可 定向 的 。 若 在 ML” 上 给 
定 一 体积 形式 ， 则 称 KM” 是 定向 的 。 如 果 给 出 47” 的 定向 的 两 个 
体积 形式 彼此 只 差 一 个 处 处 为 正 的 限 数 因子 ， 则 它们 规定 了 .37” 
的 同一 个 定 问 。 
连通 的 可 定 问 训 形 惟有 了 两 个 不 同 的 定 问 。 对 于 不 连通 的 流 形 
来 说 ， 如 果 它 的 每 个 连通 分 支 都 是 可 定向 的 ， 则 称 该 流 形 是 可 定 
向 的 ， 其 方向 由 每 个 分 支 的 方向 确定 。 : 
命题 13 设 .M7 是 微分 流 形 ， 则 下 面 的 两 种 说 法 等 价 : 
(1) 并 ”是 可 定 同 的 ， 即 在 3” 上 存在 一 个 体积 形式 ; 
《2 ) 在 六 ”上 有 一 个 图 和 册 人 2 二 {1CU;, 9;)'1ET}， 使 得 在 
U;UjU; 了 关上 有 
dz。 人 dx = Jdx}hAee Adx” (7.2.109) 
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其 中 J = det (Se -) (1, k=1, ,MD (7.2.110) 


{x 和 {x ， x7} 分 别 是 Ui 和 Uj; 的 局 部 坐标 函数 。 
满足 命题 13 中 ( 2 ) 的 图 册 {(7 87)} 称 为 是 和 体积 式 。 
所 确定 方向 相 容 的 。 
3。 可 微 链 
定义 16 由 下 式 定义 的 sp 称 为 Rr? 中 的 标准 2- 单 形 ; 


p 
so={ oo Up) ER?| wil 0<w 1， vi 
i=1 
(7.2.111) 


实际 上 ， 一 个 p- 单 形 so 就 是 由 p+1 个 点 do …， Ab 组 成 
的 闭 凸 包 ， 这 些 点 是 按 确定 的 顺序 排列 的 ， 使 矢量 (41 一 4,)， 
…， (4 一 4) 线性 无 关 。 图 7.2 所 未 是 一 个 标准 2- 单 形 。 


A (0, 1) 


40(00) A,0) x 


2 单 形 sp 的 边 绿 68p 是 一 个 由 下 趟 定义 的 乡 一 二 单 形 的 形 
式 和 ， 


p 
0y， 一 0( 4A, bi A,) 一 > (一 1)704oey dd dy) 
1=0 


Pp 
Di I 《7,2.112) 


这 有 时 SS 1 作为 Sp 的 一 个 面 。 
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例 4 $2= (Ao, 4 A;,), 其 中 46 二 (0， 0), A 二 (1，0)， 


A;=(0, 1 )， 则 
0Ss: 一 8 4 4 ) 
一 (4 A,) — (do, 4,) + (A,, /Ai) (7.2.113) 


由 图 可 见 ，6s; 由 AA46414; 的 三 条 边 组 成 ， 方 向 为 逆 时 针 。 | 
定义 17 设 M"” 是 微分 流 形 ，ss 是 R? 中 的 一 个 标准 Pp- 单 
形 。 如 果 C”- 映射 9:so 一 M” 能够 延 拓 为 从 ss 的 一 个 分 域 UC 
R? 到 MM”™ 的 C”- 映射 则 称 为 村 ”上 的 一 个 可 微 连 续 p- 单 形 
记 作 
sop=(Sp, U, 9) 二 {0:so—>M™} 


M"™ 中 的 可 微 p- 链 cp 是 指 有 限 形式 的 线 狂 组 合 : 


Cp= hcs, AER (7.2.114) 
同样 ，2- 单 形 oj 的 边缘 gc 可 定义 成 如 下 的 p 一 1- 单 形 : 
p 
Bop= > , (一 1)7a3-， (7.2.115) 
1=0 


(由 于 每 个 9[,; ,都 可 延 拓 为 邻 域 U; 上 的 可 微 上映 射 ) 其 中 op 
是 把 映射 ” 限制 在 各 个 s$-: 上 而 得 到 的 可 微 的 连续 p 一 1- 单 形 ， 
oj 一 (Si 9) (7.2.116) 

0 称 为 边缘 算 子 ， 它 可 借助 于 下 述 方法 线性 地 延 拓 到 链 . 


:cy 一 cy =0( BE )= > N00; (7.2.117) 
f 3 


对 于 0- 单 形 ， 令 6 三 0， 则 有 下 述 命 题 。 
命题 14 ( 1) 8 是 线性 的 ; 
(2) O00=0 (7.2.118) 
( 3) 设 M” 和 N" 是 微分 流 形 ，@$:M" 一 N” 是 可 微 映射 
则 | 
中 xcp) 一 0( 员 7 ) (7.2.119) 
其 中 cp 是 Mm 上 的 可 微 p- 链 ，B% 是 将 加 "上 的 2- 链 贞 为 
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"上 的 p- 链 的 诱导 上 映射， 定义 如 下 : 
Drop= {BOso NY}, oo={0:sp—> NI"} (7.2.120) 
如 图 7.3 所 示 。 


M" 


MN 
图 7.3 


4， 链 上 的 积分 
定义 18 设 o9 二 (sp, U, 8) 是 微分 流 形 Mm 上 一 个 纹 - 单 
形 ，o 是 MI”™ 上 一 个 -形式 ，(w',，…, ww”) 是 Rm” 上 的 标准 坐 
标 ， 形 式 
2yw 一 > diwipdwiihe hd? 
fl1 < Ity 
”定义 在 标准 p- 单 形 so 的 某 个 邻 域 U 内 ， 则 定义 
(1o= 区 ada he dee (7.2.121) 
Oy Fi < 
上 式 右 了 边 是 通常 的 人 Riemann 积分 。 
有 了 微分 形式 在 bp- 单 形 上 的 积分 , 就 可 进一步 定义 它 在 p- 
链 上 的 积分 。 


定义 19 Zp- 形式 o 在 链 c*= 21ia8g 上 的 积分 为 


| 6 -Z| (7.2.122) 


Riemann 积分 理论 中 的 Stokes 定 理 可 以 推广 到 流 形 上 来 。 
命题 15 (Stokes 定 理 ) 设 M* 是 微分 流 形 ， 对 任 一 p- 
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链 cp， 力 人 1， 和 可 微 Pp 一 1- 形式 %， 有 
| 0w =| do (7.2.123) 


Ocp cp 

必须 注意 ，p~ 形式 在 一 般 情 况 下 ， 仅 在 可 定 问 的 访 形 上 能 
够 被 积分 。 

5， 定向 流 形 上 的 积分 

微分 流 形 妈 ” 上 所 有 有 具有 紧 支 集 的 p- 形式 记 作 磊 <”)。 

设 〈 2 ,0, WU”) 是 及 ”上 的 茶 一 正 图 ， 即 det Adzbm 人 > 
0，2 是 1"” 上 一 个 mm- 形式 ，suppo 二 L， 并 且 有 局 部 表示 
oo 一 dd 人 dz 其 中 suppac 开 也 是 紧 的 ， 定 义 


| 0 =| 上 =| QZ er Cor™ (7.2.124) 
Mi™ 万 R"™ 


上 式 右 端 就 是 通常 的 Riemann 积分 。 

设 M™ 是 定向 的 流 形 ，w EF?CM"™)。 任 取 一 个 与 给 定 的 方 
向 相 容 的 图 册 人 CD 8;)}， 设 {/;} 是 从 属于 开 复 盖 {Ui} 的 一 个 
单位 分 解 ， 则 有 


o =( 5 fi)o = Dfio (7.2.125) 


由 于 ww 是 紧 的 ， 所 以 上 式 只 是 一 个 有 限 和 式 。 容 易 帮 出 ， 
supp (fi%) 二 suppf;: 二 U;， 定 义 


| ov = | fiw . (7.2.126) 
Af™ 1 


Af™ 
可 以 证 明 ， 定 义 (7.2.126) 与 图 册 的 选取 无 关 ， 并 是 不依 
赖 于 单位 分 解 {f 半 怕 选取 。 
定义 20 设 M" 是 定 问 的 微分 流 形 ，%€ Fe 0， 由 


(7.2.126) 定义 的 数值 | 。 称 为 微分 形式 在 M” 上 的 积分 ， 


Af1™ 
4” 上 的 积分 运算 具有 下 列 性 质 : 


一 635 一 


(1) | (01+02) =| w+| 02 Vow EP MM") 
hf Nd 1 | ) 
1.2.127 


(C2) 20=4) oo ViER, VoE PF?(M") 
Mm M™ z 
(7.2.128) 
6。 流 形 上 的 Stokes 定理 
定义 21 设 M” 是 微分 流 形 、 所 谓 带 边 区 域 忆 是 指 内 ”的 
子 集 ， 其 中 的 点 分 为 两 类 ; 
(1) 内 点 即 在 村 ”中 有 该 点 的 一 个 邻 域 包 含 在 DD 内 ; 
(2 ) 边界 点 ， 其 定义 是 ，% 是 边界 点 ， 则 存在 舍 “# 的 一 张 
图 (U8)，Y? (XxX) 二 (Wl, Ww™) ER"， 使 得 “=0， 并 且 
UND={yIvEU, u™(y)=0} (7.2.129) 
DD 的 边界 点 集 称 为 刀 的 边界 ， 记 作 89D。 
如 果 M” 是 可 定向 的 微分 流 形 ，D 是 其 带 边 区 域 ， 则 9D 是 
M" 的 一 个 (m 一 1) 维 可 定向 的 子 流 形 ， 其 方向 是 由 MM” 的 方 问 
诱导 出 来 的 。 若 M” 的 方向 由 dx'A…Adx”" 汪 0 给 定 ， 则 9D 的 方 
问 由 
w=(—1)™dx'hidx™ ~0 
给 定 。 
命题 17 (Stokes 定理 ) 设 忆 是 定 问 流 形 W= 上 的 带 边 
区 域 ， 呈 是 ”上 有 埃 支 集 的 办 一 1- 形式 ， 则 
人 do =| i*0 (7.2.130) 
D 0D . 
这 里 把 6D 看 作 一 个 带 有 方向 (由 M” 的 方 癌 诱导 〉 的 定 癌 子 流 
形 。i:0D 一 M" 是 标准 的 单 射 。 如 果 9D=5, 则 | de 一 0。 
D 


例 5 设 M"=KR!，D=[5a, 的 是 玉 : 中 的 一 个 财 区 间 ， 则 
有 癌 边 界 68D= {中 一 {4}。 设 f 是 DD 上 的 连续 可 微 销 数 ， 则 有 微 
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积分 中 的 基本 公式 
| df =| f=f(6)— f(a) C7.2.131)1| 
DD 


D 0 


3 1 Hamilton 力 学 的 几何 描述 


本 节 介 绍 洋 流 形 ， 积 分 不 变量 ，Poilsson 括号 ，Noether 定 
理 ,正则 变换 ， 非 定常 力学 ，Hamilton 原理 , Hamilton-J]Jacobi 
方程 的 几何 意义 等 。 


7.3.1 举 流 形 


设 M?” 是 一 偶数 维 的 微分 流 形 。 所 谓 M?”* 上 的 一 个 辛 结构 

是 指 Mm” 上 一 个 非 退 化 的 闭 2- 形式 8: 

d2 二 0，VYX 关 0，j9Y 了 使 得 人 Q(X, YY) 关 0 (7.3.1) 
其 中 YET Mm，xE€ Mm 

(M2”,，8) 称 为 学 流 形 。 

设 几 ” 是 做 分 流 形 ， 则 余 切 从 7T*M” 是 2 m 维 的 微分 流 形 。 
如 果 te 9g" 是 前” 上 的 局 部 坐标 系 ，{g!,*…**,g” 1 …， 
pm? 是 2 了 ”MW 上 对 应 的 局 部 坐标 系 ， 则 余 切 从 7T*M™ 上 存在 一 
个 标准 的 日 然 汶 结构， 其 局 部 表示 为 


0= > ,dpihdg: (7.3.2) 


它 由 7” 上 的 一 个 标准 1- 形式 8 的 外 导数 给 出 。9 具 有 局 部 
表示 

0 = >》 pidg: (7.3.3) 
0 亦 称 为 Cartaa 形式 ， 它 是 内 蕴 而 整体 地 有 定义 。 


可 以 证 明 "“”?， 流 形 M2?” 上 如 果 有 一 个 辛 结构 8， 则 Y xE 
-Mr"， 总 存在 含 * 的 局 部 图 {9' ,pi;}， 使 得 8 取 标 准 形 (7.3.2)。 
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这 个 图 称 为 举 图 亦 称 为 Hamilton 坐标 。 这 就 是 所 谓 的 
Darboux 定理 ， 它 表示 同样 维 数 的 辛 流 形 从 局 部 上 来 说 是 相 

设 M”,N* 是 微分 流 形 ， 在 后 面 的 叙述 中 ， 除 特别 指出 外 ， 
T*Mm 表 记 为 A”,T*N7 表 记 为 NN?7。 

辛 流 形 (Mi",8) 上 的 辛 结构 8 决定 了 一 个 映射 

QT Mm > * Mm XY | 7 x (7.3.4) 

它 是 一 个 从 辣 构 映 射 ， 即 一 个 从 M2” 到 ad2m 的 微分 同 凸 ， 
县 2 了 MM" 一 了 x M2 是 一 个 纤维 的 线性 同 构 上 映射 ，x EM:™。 
由 式 《7.3.2) 和 “《7.3,4)〉 可 得 如 下 命题 “7。 

命题 1 设 {9i,p 是 CM2”*,8) 的 于 amilton 坐标 ， 则 映射 
2 和 2 :有 局 部 表示 


2 (5 (a Bo- tb jr))= Spidfitadg) (7.3.5) 


2 (Tfidpit gidg) )= D(a; G6/ a) (7.3.6) 
1 + 
其 中 a ,0 ,ff 8; EECCAR"), : 
设 吉 EC"(M*")， 由 下 式 定 义 的 矢量 场 XK: 
Xn=— 02"!'dH (7.3.7) 
或 等 价 地 
d 玉 = 一 2xr8 (7.3.8) 
称 为 Hamilton 矢量 场 ， 甩 称 为 它 的 Hamilton 图 数 。 
(8” 8,Xjn) 称 为 一 个 Hamilton 系统 .因此 ,定常 Hami- 
lton 力学 系统 的 数学 模型 由 一 个 辛 流 形 和 一 个 Hamilton 矢量 场 
给 出。 
由 式 〈7.3.6) 知 ，Hamilton 矢量 场 Xs 在 辛 图 {p,qi} 下 
可 局 部 表示 为 
p= > (GF 一 人 《7.3.9》 


; 
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由 式 〈7.2.73) 知 ， 矢 量 场 Ka 的 积分 曲线 7 人 :Ca 的 一 和 7 
1 一 (gi(t) ,pi(i)) 是 Hamilton 微分 方程 组 


六 = 80， p: 二 一 (7.3.10) 
的 解 。 这 样 ， 我 们 得 到 了 一 种 在 辛 流 形 上 建立 Hamilton 方程 的 
不 变 的 方法 。 : 
显然 ，Hamilton 矢量 场 Xs 的 积分 曲线 7Y (六 就 是 系统 的 解 
曲线 ， 因 此 又 称 之 为 系统 的 轨 线 。 
定义 1 如 果 对 任意 xE XM"， 存 在 含 * 的 邹 域 UC Mf”， 
使 得 辛 流 形 C48",.0〉 上 的 和 拓 量 场 了 限制 在 UU 上 是 Hamilton 
的 ， 则 称 久 为 局 部 Hamilton 矢量 场 。 
虽然 ，Hamiltoa 矢量 场 一 定 是 局 部 Hamilton 的 。 但 反之 
则 不 然 。 
对 于 XE.2 (ar)， 风 下 几 种 说 法 是 等 价 的 ; 
(1 ) 和 是 局 部 了 amililton 的 ; 
(2 ) tx8 是 闭 形式 ， 
(3) 终 x8= 二 0， 邑 由 文生 成 的 流 Y, 保 持 信 结构 ，、7Y*8= 二 20， 
[证 明 ] (1) <>(2)， 久 是 局 部 Hamilton 矢量 场 的 必要 充 
分 条 件 是 ix8 是 局 部 恰当 的 。 由 Poincaré 引 理 知 ，tx8 是 局 部 
恰当 的 二 >dix8 = 二 0, 即 ix8 是 闭 的 。 
(2)<->(3): 关 SO=zvd2+dix2 ;而 d0= 二 0, 所 以 引 x08= 
0 < 之 dx2=0， 即 2x8 是 闭 的 。 又 因 
(712— 2) 


ti—>0 


故 纪 x2=0<=>7?8= 二 8， 即 7Y, 保持 辛 结构 2。 | 

命题 2 设 {pi,9 是 六 流 形 CMJ", 2) 上 的 举 图 。 如 果 扎 E 
(HIfm) 是 一 个 局 部 amilton 矢量 场 ， 它 的 局 部 Hamnilton 
函数 是 五 E FU)，U 二 Warm， 则 7: 王 (o， 记 (有 ) 是 磋 的 积 


分 曲线 的 必要 充分 条 件 是 : 对 任何 辛 图 有 
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¢ -8 办 一 一 2 (7.3.11) 
[证 明 ] XX 是 局 部 HHamilton 矢量 场 ， 意 味 着 dH= 一 ix9， 


即 针 二 一 87d 及 ， 从 而 宁 理 结论 得 证 。 | 


7.3.2 积分 不 变 重 


“积分 不 变量 有 绝对 积分 不 变量 、 相 对 积分 不 变量 和 弱 相对 积 
分 不 变量 三 种 。 

1. 绝对 积分 不 变量 

设 Y:M:" M2" 是 可 微 映射 。 

定义 2 设 wEF?(M:")， 如果 对 Mm 上 的 任 一 p- 链 c ,有 


| »= | 0 (7.3.12) 
Yee c 
则 称 oo 是 关于 映射? 的 绝对 积分 不 变量 。 
由 于 
| 0 = | Yo (7.3.13) 
Tp “< z 


所 以 ，7Y*w 一 w 为 。 是 关于 映射 7 的 绝对 积分 不 变量 的 必要 充分 
条 件 。 进 一 步 ， 如 果 ?7, 是 由 矢量 场 和 生成 的 。 由 Lie 导数 的 定 
义 知 ，yro=w 的 必要 充分 条 件 是 忆 x2=0。 
命题 3 设 ,是 由 辛 流 形 〈M2m ,2) 上 矢量 场 X 生 成 的 流 ， 
如 有 w、7 是 基于 7 的 绝对 积分 不 变量 ， 则 
(1 ) ix% 是 关于 7Y, 的 绝对 积分 不 变量 ， 
《2 ) dw 是 天 于 7Y, 的 绝对 积分 不 变量 ; 
《 3) wA 是 关于 7Y; 的 绝对 积分 不 变量 。 
[证 明 ] (1) 经 x(tx20)=ix( xw)=0 
(2) x(do)=d xwm=0 
(3) x (oh)= xoh7t+ oA xy 一 0 
所 以 zxoydo,wA? 是 关于 > 的 绝对 积分 不 变量 。 | 


一 640 一 


如 果 7Y, 是 由 局 部 瓦 amilton 矢 量 场 生 生成 的 汪 , 则 由 7Y7*2 王 如 
而 知 8 是 关于 上 映射 7; 的 绝对 积分 不 变量 于是， 有 下 面 有 的 
命题 。 
命题 4 设 忆 是 辛 流 形 〈(M2m, 2) 上 的 局 部 也 amilton 和 撩 量 
场 ，7Y; 是 由 久生 成 的 流 ， 则 2,8A8 二 82, 环 ,8” 是 关于 7, 的 绝 
对 积分 不 变量 。 

利用 命题 3 即 可 证 明 ， 略 。 


在 辛 图 下 ，8 有 标准 形 8= 2,dpihdg', 而 


Qt=h >) dj 人 Ad hdgrhehdgir (7.3.14) 
floctk 


其 中 及 为 确定 的 非 零 常数 。 记 


ok 一 DD) dprhwhdpihdg hhdgit (7.3.15) 
fi < Ek 
则 ox 也 是 关于 7, 的 绝对 积分 不 变量 。 特 别 是 ， 当 =m 有 时， 有 


es Db 1}) /2 ”个 


"= hh 
=dpil*hdpmhdg' hhdg™ (7.3.16) 
om 称 为 Liouville 形式 ， 它 是 一 个 体积 式 。 命 题 4 包含 了 统计 力 
学 中 浅 名 的 Liouville 定理 。 


2， 相 对 积分 不 变量 * 弱 相对 积分 不 变量 
定义 3 设 7:M:"->M2” 是 可 微 映射 ，oE F?(M2m)， 如 果 
对 M2" 上 的 任何 闭 链 c ， 即 9c 二 0， 有 


| “= (7.3.17) 


则 称 是 关于 映射 的 相对 积分 不 变量 。 
由 定义 2 和 定义 3 可 以 看 出 ， 绝 对 积分 不 变量 一 定 是 相对 积 
分 不 变量 ， 但 反之 ， 则 不 然 。 
命题 5 如果。 是 ?的 相对 积分 不 变量 ， 则 do 是 关于 7 的 
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绝对 积分 不 变量 。 
[证 明 ] 由 >tokes 定理 知 ， 对 任意 大 十 1- 链 c ， 有 


| do= | w (7.3.18) 
e bc 
[而 | o= | : o= | o= | ‘dw (7 .3.19) 
Oe YOc OYxc Vac 
帮 | do=| do (7.3.20) 
ec yue 
由 do 是 关于 7 了 的 绝对 积分 不 变量 。 : | 


瑚 注意 的 是 ， 谷 题 5 的 族 命 题 不 成 立 ， 因 为 并 不 是 任何 闭 
入 - 链 都 能 成 为 某 个 有 +1- 链 的 边界 〈 但 在 欧 氏 空间 中 , 任 一 闭 
链 C 均 是 某 一 链 a 的 边界 )。 

定义 4 如 采 存 在 链 o 使 得 链 c=0z， 则 称 c 为 恰当 链 。 若 
对 .2 上 的 任意 恰当 链 c ， 有 


| “= | 四 (7.3.21) 
“~e Ye 


就 称 为 关于 映射 ”的 弱 相 对 积分 不 变量 。 

显然 ， 如 果 do 是 绝对 积分 不 变量 ， 则 o 一 定 是 关于 7 的 弱 
相对 积分 不 变量 。 

设 {pi,9} 是 辛 图 ， 邻 


oi= 2 pidpiN'eehdpi hhdpr dg hhdgir, 
fi tk 


(k=1 ,N17 RE) (7.3.22) 
式 中 “个 ”号 表示 略 去 该 项 。 则 
do*=(—1)"! >》 dpiheehdpi, dg he hdg;, 
fin : . 
=(—1)" ow (7 .3.23) 
当 7 二 1 时 ， 有 
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一 1 个 

oo=hroN\2h ho 《7.3.24) 

式 中 有: 为 非 零 常数 。 特 别 是 ， 当 名 = 工时，w! 为 标准 Cartan 
形式 

0=0'= > pidg: (7.3.25) 


令 OK 一 girdpr NehdpirhdgnNe ldo 
11 2 ik 
A Adgix (有 =1 ,mm; lr7AR) (7.3.26) 
财 因 
do 一 (一 1)8trrlon (7.3.27) 
而 知 有 如 下 的 命题 。 
命题 6 设 下 是 M2" 上 的 局 部 开 amilton 天 量 场 ，7Y, 是 由 
半生 成 的 流 , 则 oo ，…，om， oil,o7 是 关于 7; 的 弱 相 对 积分 
不 变量 。 


ff 


ce 


称 为 Poincaré 通用 积分 不 变量 。 命 题 6 包含 了 这 一 结 论 。 


7.3.3 Poisson 括号 


定义 5 设 /、g EJ'(M?m)， 限 数 
{f ,8}=ixixsl (7.3.28) 
称 为 和 8&8 的 Poisson 括号 。 
式 《7.3.28) 亦 可 写成 ( 因 zixiy8 = 8(Y,XX)) 


{f/f ,8} =2(Xe, X)) (7.3.29) 

命题 7 (1) {f,8} = 一 xe=5x,f (7.3.30) 
(2 ) {f,8}=(2 df)e=~—(02 de)f 

= —{g,/} (7.3.31) 
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(3 ) X 8) = — [KXy, Xe] | (7.3.32) 
(4) {7,{8,B}}={{f ,8},h}+{e,{f ,8}} (7.3.33) 
[证 明 ] (1) {f/f,8}=ixjix,2=+ixy(—dg) 
=— Xieg= x8 (7.3.34) 
因 ?xzv2 三 一 997x2， 故 
{f/f ,8 二 一人 xzxy2 一 一 (一 Xej)=Sx (7.3.35) 
(2 ) (Qidf)e=—Xe={/, 2} (7.3.36) 
阿 人 78= 一 人 Ar， 改 
(Q'df)e=— Xe= Xf=—(01de)f 


——1{g8,/} (7.3.37) 
(3) 因 
d{f,8}=~—ix ,0 2 (7.3.38) 
而 
d{f,8}=d(— Xig)=—X:(de) 
= X(NX AOKIARIO) (7.3.39) 
CXiy Ke) 1 QO=icxyy x d= [LL x tx, Q / 
= xyix ix EL xyQ 
= ix = XI Xe 1 0) (7.3.40) 
所 以 
d{f,8} =CXy, Ne) J 0=icxysxd (7.3.41) 
如 AX ye 二 一 [Xj 人 gj 二 [Xp XA] (7.3.42) 


(C4) {f/f,{g8,B1}=—X({E, 8B})=—X( CX (h)) 
=—AX (0) (h)+ A XCh)) 
={{/f,8},h} + {g, {/f ,8}} 
Poisson 括号 可 以 用 来 判别 系统 的 首次 积分 。 
命题 8 设 X' 是 局 部 有 amilton 和 拓 量 场 ， 其 局 部 Ham- 
ilton 函数 是 H'，7Ys: 是 X’ 的 轨 线 〈 即 由 生生 成 的 流 )， i 二 1， 
2， 则 
(1) 对 /EFWMAM?")，J 在 轨 线 7Y: 上 等 于 常数 的 充分 必 
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要 条 件 是 {H’',f}==0; 

( 2 ) 五 ;在 轨 线 7Y:(i 了 1j,t、I 二 1,2) 上 等 于 常数 的 充分 必 
要 条 件 是 了’' 在 轨 线 Y; 上 等 于 常数 ; 

(3 ) 瑟 在 轨 线 7》Y; 上 等 于 常数 。 

[证 明 ] (1》/ 在 轨 线 7Y; 上 等 于 常数 ， 意 味 着 (7,)*f = 
7 了， 而 此 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 

xi f=—{Hi,f}=0 (7.3.43) 

(2) 因 {Hi,Hi)}=0<>{Hi，H=0, 由 (1) 知 {2 
五 =0 意味 着 i’ 在 轨 线 7Y: 上 等 于 常数 ， 而 {如 ', 且 二 0 意味 
者 匡 ' 在 轨 线 Y; 上 等 于 常数 。 z 

(3 ) 由 {TVi, 五 必 志 0 即 得 证 。 | 

由 式 《7.3.6)、(7.3.7) 知 ,， 在 斑 图 {fp;,g'} 下 ，Poisson 
括号 可 表示 为 


sf 6g 6/ bg 
{f,8) = 5 (3 dp ~ 6 zg (7.3.44) 


- 
7.3.4 Noether 定理 


命题 9 设 ”是 辛 流 形 (Mm,8) 上 的 单 参数 变换 群 ， 它 
由 矢量 场 了 E2 (M2"”) 生成 HEIICMm)。 如 果 存 在 ffE€ 
2 (M2") ,使 得 久 ;= 二 YY (这 到 味 着 了 是 遇 amilton 矢量 场 ), 并 是 
2 是 一 个 动力 学 对 称 群 ， 即 2?* 妃 = 玖 ， 则 了 在 Xa 的 轨 线 上 等 
于 常数 ， 即 / 是 系统 (M2:”",8, 且 ) 的 运动 守恒 量 。 

[证 明 ] 因 X=Y， 所 以 dj/ = 一 Y-J2。 而 

(Y J0)(XH)=2(Y, Ka)= —0(Xn,Y) 
=(—XpdQ)(Y)=dH(Y) 


=Y(H)=yH (7.3.45) 

z viH=H<>LH=0 (7.3.46) 
所 以 

df(Xn)= xyf =0 《7.3.47) 
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即 /在 Xn 的 轨 线 上 等 于 常数 。 | | 
命题 9 就 是 著名 的 Noether 定理 ， 它 揭示 了 系统 的 运动 守 
重量 和 矢量 场 之 间 的 内 在 联系 ， 即 任何 一 个 守恒 量 均 可 通过 --- 
矢量 场 来 生成 。 
例 1 设 及 = piq!'+ pzg*:， 单 参 变换 群 为 绕 第 3 轴 的 旋转 群 


cost —sint 0 
acd (sin cost 0 | (7.3.48) 
0 0. 1 
它 对 应 的 天 量 场 为 
d /dalt) 0 4 
Y= 0 a(t) )( ) 
=(g,—g ,0,p2,— pi1,0)7 (7.3.49) 
因 Yi0=pdg +qg'idp:— (gdpi+ prdo’,) 
~—df=d(p2g' — p19’) (7.3.50) 
将 式 (7.3.49》 代入 和 五 =?rd 瑟 中， 计算 得 
YY yH=0 
故 旋 转 群 是 系统 (M2:*, 828, 及) 的 对 称 群 ， 从 而 
f=p9 — pg (7.3.51) 
是 系统 的 运动 守恒 量 。 | 


7.3.5 正则 变换 


1， 正 则 变换 
对 于 如 下 的 坐标 变换 
MM", (gq,p) 一 人力) (7.3.52) 
在 一 般 情 遍 下， 运动 方程 的 正则 形式 可 能 丧失 ， 从 而 Hamilton 
方法 失效 。 但 对 于 某 些 特殊 的 变换 ， 正 则 形式 将 得 以 保持 ， 即 使 
得 方程 由 
. 。 H 
2 = Pi = 一 
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六 


这 正 是 我 们 感 兴趣 的 。 

定义 6 设 (M12",81) 和 (Ng2) 是 两 个 全 流 形 ，9: 
gm 一人 是 微分 同 胚 。 如 果 92927022 一 2 ， 则 称 9 是 辛 的 (一 个 
汐 同 构 ) 或 一 个 正则 变换 。 

设 1p;,9 中 和 {Pp; ,9 分 别 是 开刀 和 AN 上 的 局 部 坐标 系 ， 
变换 YM" Nm".(pi,q') 一 (pi,4 ) 是 微分 同 豚 。 令 pi 二 x'， 
0 一 X rm pi=y, gq =y™ 1， 则 

91=Easdrihdx’, 0—= Tbidyihdy; (7.3.53) 
从 而 …? 是 辛 同 构 <>?*8: 一 81<>4J] 二 B， 其 中 
(Da= 3 (A)ij;=a;i;, (B)i;= b;; (7.3.54) 
显然 ， 当 发 下 二 可 ?时 ， 变 换 ?* 
0 Mim dm: {gi, pi} i— {9” ,pp} (7.3.55) 
是 辛 同 构 ， 意 味 着 ?*0==8， 也 就 是 说 8 对 (pfp,g9) 和 (p,qg) 
有 同样 的 表示 式 
20=ydpihdyg 三 工人 Ad (7.3.56) 
这 是 因为 对 任意 站 ,了 :E.R (Mm")， 有 
PEO— E>O(KX, NR) = OPN, PrN2) (7.3.57) 


对 于 正则 变换 9 :M2"->2Mm， 由 式 (7.3.56) 和 (7.2.58) 
可 得 


.429 ) 8; 
; 0O( pi,g*) 人 


(四 2 )》 
2 OC pi;, Pr) 之 0(g',g*) = 1 (7.3.58) 


如 引进 前 述 的 矩阵 7 ， 则 由 正则 可 得 
TrGJ=6G (7.3.59) 


一 647 一 


其 中 c=(_， ) 
是 单位 年 阵 。 


例 2 设 v:MmM2m 是 古 一 个 由 下 式 定义 的 变换 ， 
1o9 一 9 (办 ) 一 一 
gio Y=0*(g)=p, 
因 or (5 dphdg: DO 


= 2 dpihdg: 


故 ”是 正则 变换 。 | 
命题 10 2 设 (M:”,81) 和 (Nim,0,) 是 卒 流 形 , 9 :M2m_， 
”是 微分 同 胚 ， 则 下 述说 法 等 价 ; 
《1) 对 任意 wEF 天 (Vsm)， 有 


Qi (20*o) 一 zl023lo) (7.3.60) 
或 写成 

Pa (QI (GPW)) = .02:10 (7.3.61) 

(2 ) 对 任意 hEFI(Nm)， 有 
VaiXs= 玉 so。， 即 OhX。 一 六 ， (7.3.62) 

(3 ) 对 任意 /、gE Fr'(N2m)， 有 

{fe}={0*f, 9*o} | (7.3.,63) 
(4 ) ?是 辛 同 构 。 


证 略 。 式 (7.3.63) 说 明正 则 变换 保持 Poisson 括号 。 
合 题 11 已 知 变换 9:M2m MM 2m:g! 一 gi (办 I)，p; = 
尹 :(p,9)， 如 果 1 -形式 


”7 (prdg'— pidg") (7 6) 
起 朵 的 ， 则 2 是 一 个 正则 变换 ， 此 外 ， 逆 命题 只 是 局 部 地 成 立 。 
[证 明 ] ( 1) 因为。 是 闭 的， 所 以 
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,dpihdg' =2= > ，d 太 AN 一品 
一 人 ”人 《7.3.65) 


从 而 2 是 正则 的 。 
(2 ) 由 式 (7 3.2)、(7.3.3) 及 pp*0 二 8 可 得 


dp =d9'<—>d(9—6)=0 (7.3 .66) 
于 是 在 某 个 开 邻 域 UU， 存 在 函数 ?€E Fr"(U)， 使 得 
6 一 0 十 d7 (7.3.67)|| 


命题 11 是 分 析 力 学 中 一 个 熟知 的 结论 ， 经 常 被 用 来 判断 变 
换 是 否 是 正则 的 。 
命题 12 ”五 amilton 运动 方程 
j= br= — (7.3.68) 
在 正则 变换 下 变 为 同样 类 型 的 方程 。 
[证 明 ] 因 
Xp= 一 0 1d 克 一 一 人 (280) "dH =—(2) dH 
其 中 4:(8,g9) | 一 (Pp' ,yg ) 是 正则 变换 ， 故 有 局 部 表示 
加 oH 0 oH 0 加 oH”* 0 oH* 1 
X= (38 Gg: Og’ 87 )™ (37 or GaroD ) 
(7.3.69) 
从 而 7Y:(a,5) 一 M™ 是 Xs 的 积分 曲线 的 充 要 条 件 是 对 于 
H*(p;,q )=(¥ HH( p,qg')= HH(p(p' ,gq ), q'(p’,q )), 有 
oH* ，， oaH* 


er - 


dy 006 :00 
命题 12 的 存在 ， 使 我 们 能 够 通过 正则 变换 简化 瓦 的 表 达 式 
(如 使 吾 *( pg )= 二 H(pi(p ,gqg)，g《(p'，g))== 常 数 ), 从 而 使 
方程 (7.3.70〉 变 得 更 简单 、 更 易于 求解 。 这 样 ， 就 将 解 较 复杂 
的 方程 〈7.3.68) 变 为 解 简单 的 方程 (7.3.70)。 
2. 生成 国 数 


(7.3.70)|| 
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证 则 变换 可 以 用 某 些 “生成 函数 ”构造 出 来 。 
命题 13 设 f(g,p') 是 辛 流 形 (2 2) 上 的 一 个 可 微 纯 


数 ， det (sr )A 0 处 外 成立 。 如 果 变 换 v :Mm 一 *"， 
9 EC” 由 下 式 定 义 : 
r r oF A oF 7 - 
dg 一， Pi= gyis 2 -9p pi= Pp (7.3.71) 
则 2 是 一 个 (由 玉生 成 的 ) 正则 变换 。 
[证 明 2 因 
1 i 1 7 / 2 6F 是 
a (pi 7) = Dp + pidg ~ Trdg 


一 起 557 db， (7.3.72) 
将 式 〈7.3.71) 代入 式 (7.3.72)， 得 

a (5 pidg —F)= pidy — Spdy (7.3.73) 
故 

v*Q= >,dpihdyg’ = ,dp:hdg’'=2 (7.3.74) 
从 而 ? 是 正则 变换 。 

由 式 (7.3.71) 定义 的 变换 9:(p,g) 一 (p,qg) 称 为 由 下 

生成 的 ， 瑟 称 为 生成 函数 〈 亦 称 母 函数 )。 


3. 无 限 小 接触 变换 
命题 14 设 生 成 函数 为 


F=ipg t+er(g,p’) (7.3.75) 
其 中 。 为 无 限 小 量 。 则 无 限 小 接触 变换 由 下 式 给 出 ， 
se oF pe oF 
4 9 3p’ ， Pp;= Pie 5 (7.3.76 ) 


[证 明 3 由 式 (7.3,75) 和 (7.3.71) 可 立即 得 到 式 (7.3.76)。|| 
一 650 一 


AT 


显然 ， 当 s=0 时 ,由 生成 函数 天 = > ,p;g’ 生成 的 正则 变换 


(7.3.76) 是 恒 等 变换 。 
令 上 一 2 为 1 中 的 由 矢量 场 冯 生成 的 单 参数 变换 和 烙 ， 友 : 
.1 一 下 是 C- 图 数 。 于 是 ， 当 且 仅 当 


5 og Yet Tap 0 (7.3.77) 
有 时， 大 在 9:- 轨 线 上 等 于 常数 。 其 中 YY;、Y m1; 是 Y 了 的 分 时 
Y= >(Y Bo + Ym Br) (7.3.78) 
在 设 
= 一 Ym 二 5 人 《7.3.79) 


则 式 .《7,.3.77) 恒 成 立 ， 从 而 玉 在 9.- 轨 线 上 等 于 常数 ，Y 称 为 
无 限 小 接触 变换 。 如 果 存 在 下 使 得 式 〈7.3.79) 成立 ， 则 对 应 的 
无 限 小 接触 变换 单 参数 群 是 {e,| -=<<:i<+cy。 生 成 国 数 下 唯一 
地 确定 {9? 小 ， 且 除了 一 个 相 加 常数 外 ，{2 少 唯一 地 确定 下"。 


7.3.6 非 定 常 力学 


定常 Hamilton 力学 是 用 辛 流 形 CM",8) 及 其 上 的 Hami- 
lton 矢量 场 Xs 表征 的 。 非 定常 Hamilton 力 学 用 接触 六 形 
Mm x 民 及 其 上 一 个 与 时 间 有 关 的 矢量 场 来 描述 。 
记 Mm 二 M2m x RTMm Mm XT(p,9,t) 二 (fp,9) 表示 
投影 。 设 光 请 的 非 定 常 Hamilton 图 数 为 
H: Mm sR, (p,q,t) I—»H(p,g,t) (7.3.80) 
令 
Qn= xr*0 dHAdt=d(x*0— Hdt) (7.3.81) 
则 对 任意 1ER，28n 在 子 流 形 识 ;w= (Mb 上 的 限制 定义 了 
一 个 与 CM",8) 微分 同 胚 的 辛 流 形 (Mi™,8g/M?”)， 而 六 数 
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I,(p,9) 三 H(p,g,t) :Mm RA 给 出 一 个 好 各 上 的 再 amilton 矢 
量 场 人 Xs,， 仍 记 作 Xa。 于 是 ，Xa 诱导 出 Mz” 上 的 一 个 矢量 声 
六 zn， 它 在 (p,q,t) 处 等 于 (Xn,0)。 

命题 15 在 Mi” 上 存在 一 个 矢量 场 Ar 它 满 足 zag2u 一 0， 
由 由 下 式 给 出 : 


< 0 0 of 0 0 5 
tn + Rn To + 90g: Og 0p:; 
f 
(7.3.82) 


矢量 场 Xz 除 一 个 标量 因子 外 是 唯一 的 。 
证明] 和 rou=( + Xa) CT 一 QTAdb) 
~—dH,+ Xj nA*0—XNXnrJ (dHAdt) 
~—dH,—dH,— Xn -J (dH.,MAdt) 
一 (xp2xp8)d 一 0 (7.3.83) 
其 中 H.(p,g9) 二 H (p,q,t) | 
命题 16 (1) 设 7:[a, 一 和 M2?" 是 一 条 C” -~ 路径， 则 7Y(2) 
足 矢 量 场 Xa 的 一 条 积分 曲线 的 充分 必要 条 件 是 : 7(2) 是 Hami- 
lton 方程 


的 一 个 解 。 
(2 ) 函数 三 订 ?" 一 尺 在 总 se 的 轨 线 上 守 臣 的 充分 几 娶 条 


件 是 
Xnf = 2 +{f,H}=0 (7.3.84) 
[证 明 ] (1》 由 X# 的 表达 式 (7.3.83) 及 矢量 场 的 积分 


曲线 的 定义 即 知 ，7 (四 是 Xa 的 积分 曲线 的 充分 必要 条 件 是 
1 一 1 (7.3.85) 


及 $= pe’ pi;= ——-r 
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显然 ， 式 (7.3.85) 恒 成 立 。 
(2 ) 函数 了 在 Xna 的 轨 线 上 等 于 常 数 拓 > 红 xzrj 一 0， 而 


Sisf =KXuf = + Xnf 
= + | 
命题 17 (Poincaré-Cartan 定理 ) 设 7, 是 由 Xa 生成 的 
入， 则 
( 1) 2a2nA8a 一 0628 是 关于 YY 的 绝对 积分 不 变量 ; 
(2) i 记 wan= 7*0— Hdi, Rowan aA OHACE 是 关于 
7, 的 罚 相 对 积分 不 变量 ; 
( 3) dfA8F 二 diA8™ 是 关于 Yi 的 绝对 积分 不 变量 。 
[证 明 ] (1) 由 红 xwpQ2n 一 0 及 Lie 导数 的 性 质 即 可 得 证 。 
(2) 由 don 一 91，d(CorA2a) 王 Canp=28，…， 及 7.3.2 
中 的 内 容 即 得 结论 。 
(3) 显然 有 
dtAQn = dt\Q™ 
因 xn (dAQE) = rpgdth Qn 
=d( xnt)\2n=0 
故 得 证 。 | 
命题 17 中 的 (2 ) 包含 了 经 典 力 学 中 的 Poincaré-Cartan 
通用 积分 不 变量 
} (5 .pid -Hd ) = 中 (5 prdg'—Hat) 


式 中 ，c 和 cz 是 增 广 相 空 间 中 环线 同一 流 管 的 任意 两 条 闭 曲 线 。 
7.3.7 Hamiiton 原理 


设 ‘yo: Ca,0— MM" 是 一 条 可 微 曲 线 ， 芒 Yo(a) = Xi, yop) 一 
29 则 | 称 Yo 是 由 多 1 到 | N2 的 一 条 路 径 。 提 升 Yo 3 得 Yo: La, 0) 
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取 泛 后 


S(7)=|_ (pidg'— Hd) 
Yo 


=| yt (pidg:— Hdt) (7.3.86) 
Ca,b) 
命题 18 (Hamilton 原 理 ) 与 有 同样 端点 的 邻近 运动 相 比 ， 
作用 量 S 对 真实 运动 取 驻 定 值 。 
[ 王 明 ] 设 :5a ,的 是 一 条 曲线 ， 它 是 系统 的 真实 运 动 路 
径 。 取 路 径 族 如 下 ， 
$ :Leo=0, 6) x a, DM", (e,1) (S$(e,1) 


$l(E,a) 一 0， $lE,D) 一 (7.3.87) 
$ (0,6) =7Y0(0), $e,t)=7.(t), ECLA,D) 
5g, )] 
显然 ， 当 且 仅 当 一 二 0 有 时 ，5S 在 7Y。 处 太 定 。 
ge=0 
遂 过 对 每 条 路 径 的 提升 @， 得 8 :Ce60,e1] x Ca, 中 并 2m 
ds op: 0(dg’) 
de -| (a tp; De 
of Dj of .09 
pr Be WY 0g’ Oe ) 


-| 5 er 本 1 ) 
-2 , 


Os Wo 
Oe J 


ir 


因 在 =4 和 t= 二 5 处 gi 国定 ， 襄 


og | Lo - 
Oe 60e =0 


站 一 区 = 了 


自 于 了 信和 0- 的 任意 性 知 ，- 富 (6)=0 即 S 在 yo 处 取 驻 定 
值 的 充分 必要 条 件 是 ， 在 了 ,上 满足 Hamilton 方程 
oF 
Og’ | 
利用 再 amiton 原理 ， 命题 12 可 以 改 述 如 下 。 
命题 19 已 知 一 个 正则 变换 v :Mim 一 M2m， 于 amilton 函数 
HE FMm)，M:m 中 的 一 条 曲线 y ， 使 得 y 的 像 包 含 在 Jo 
的 某 个 单 连 通 开 子 集中 。 与 和 YY 有 相同 端点 的 路 径 相 比 ， 如 果 


;0H A 
1 Op: ’ Pi= 


作用 量 | ( 豆 praz 一 ga 对 sy 取 驻 定 值 , 则 | ( 2 2dd 一 
v*Fdi) 对 Y 取 驻 定 值 
证明] 由 ”的 正则 性 和 忌 的 连通 性 假设 知 存在 函数 
1GEt(CD， 使 得 
o*( 5 pidg' )— 3 pdg" =d] 
故 | (5 pidg" —o* Hd )=| 0 (5 pidg'—af 
: Y 1 


? 
—o*Hat | 


= 0* (Dpidy' Hat) Cf (7(0)) — /67 (8) 
Y 1 


=| (5 pag Hat) -cf Ya)) f(D))) 
oy i 


因 | 《于 zag; 一 Ba 人 关于 路 径 we y 是 驻 定 的 , 且 C/(Y(4)) 


(a,b) f 
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一 7(7( 芒 ) 是 常数 , 故 | ( 导 p1dg" 一 oHdi ) 关 于 路 径 7 
Ca,p) 了 


驻 定 。 从 而 结论 得 证 ， | 
7.3.8 Hamilton-Jacobi 方程 的 几何 喜 义 


Hamilton-Jacobi 方程 
OS | OS 
+H(g’, = (7.3.88) 
是 通过 化 零 接 触 变 换 得 到 的 ， 它 和 且 amilton 正则 方程 之 同 存 在 
一 种 “对 偶 ” 关 系 。 瑞 amilton-Jacobi 理论 可 以 看 成 是 对 那些 
构成 2 -形式 
Qa= dphdg' 一 4 人 di 
的 积分 流 形 的 特征 线 的 研究 。 
命题 20 设 5=5S(g',t) 是 一 个 定义 在 UxT 上 的 作用 量 
场 ， 其 中 UCM" 是 开 子 集 ，1J 和 RR。 如果 5S 是 Hamilton- 
Jacobi 方程 
OS fs: DSN 
+ He, rt)= 
. , 一 ， ,OS 
的 解 ， 则 存在 一 个 可 微 映射 0:N 一 禾 ",? (gi,) 一 (gq'， -ort )， 
它 定 义 了 Hamilton 2- 形 式 84 的 一 个 积分 子 流 形 ， 其 中 入 是 由 
S=const 定义 的 流 形 。 反 之 ， 令 ?*8n 二 0， 则 存在 一 个 作 用量 


场 S， 它 满足 Hamilton-Jacobi 方程, 使得?* ( 3 prdg' 一 Hdt 
=dS 成 立 。 
下 其 参阅 文献 [3]。 
$7.4 Lagrange 力学 的 几何 描述 


Hamilton 力学 是 在 位 形 空间 的 余 切 从 (动量 相 空 间 ) 上 措 
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述 的 ， 而 工 agraage 力学 则 是 在 切 从 《速度 相 空 间 ) 上 描述 的 。 
一 个 Lagrange 力学 系统 由 一 个 流 形 〈 即 位 形 空 间 )、 切 从 (或 
接触 流 形 ) 上 的 一 个 图 数 (Lagrange 国 数 ) 给 出 。 通 过 Legendre 
变换 ， 一 个 Lagrange 力学 系统 与 一 个 Hamilton 系统 相对 应 。 

本 节 讨 论 Legendre 变换 、 非 定常 力学 、Legendre 道 变换 和 
Hamilton 原理 。 
7.4.1 Legendre 变换 


1. Legendre 变换 : 
定义 1 设 M"” 是 微分 流 形 ，LEF'(TM”*)。 由 工 定 义 的 映 


土 FL:TM" >T*M": (g,0) 王 (4， b=- 0 末 称 为 Legendre 恋 
换 ， 亦 称 为 工 的 纤维 导数 。 
设 2= 2,dpiNdg’ 为 了 TM™ 上 的 标准 辛 结构 ， 则 
— (FL)*Q (7.4.1) 
称 为 Lagrange 2- 形式。 在 局 部 坐标 下 
9 
9, = > [agg dgihdgi + ny ] (7,4.2) 


容易 证 明太 


6, = (FL)*0 (7.4.3) 
其 中 ，6 是 二 ”4 上 的 标准 1 -形式 ， 有 局 部 表示 
0 一 > pidg’ (7.4.4) 
f 
而 OL 是 TM” 上 的 1- 形式 ， 有 表达 式 
aL _.， 
G4= 2 67; dg’ (7.4.5) 
由 式 〈7.4.1)~(7.4.5)》 可 以 看 出 
Qr=d0r (7.4.6) 
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定义 2 设 Lagrange 国 数 工 E ?CTM™)。 如 果 FL 是 一 个 
局 部 微分 同 胚 ,， 则 称 世 是 正则 Lagrange 孙 数 。 

当 且 仅 当 Lagrange 2- 形 式 01 是 TM” 上 的 辛 结构 时 ， 工 是 
正则 Lagrange 图 数 。 于 是 有 下 述 合 题 “…。 

命题 1 对 于 正则 Lagrange 国 数 秘 ，Legendre 变换 

FL:TM"m— >T* NM" 

是 一 个 从 辛 流 形 (TM”™, 8) 到 辛 流 形 (T*M™,28)〉 的 辛 同 构 。 

设 {g1,9} 是 TM” 上 的 局 部 坐标 系 。 对 于 工 :TMr 一 R， 
图 数 4:747m 一 民 ， 有 


.: OL 
4= 2 Do (7.4.7) 
称 为 关于 工 的 作用 量 。 函 数 E:TM” 一 RR， 有 
££=A—L (7.4.8) 


称 为 关于 工 的 能 量 。TM” 上 满足 下 列 条 件 的 矢量 场 Xrs (如 果 
存在 ): 
—ixsQL=dE (7.4.9) 
称 为 工 的 Lagrange 矢量 场 。 
天 量 场 Xs 并 不 是 对 任意 的 Lagrange 函数 工 都 存在 ， 但 对 
于 正则 的 工 ，Xz 存在 。 
定义 3 设 和 ETAM)。 当 且 仅 当 对 六 的 所 有 积分 曲线 
7Y :7 一 7 了 1m， 有 
(ToOY) 一 YY (7.4.10) 
成 立时 ， 称 下 为 Mm” 上 的 一 个 二 阶 方 程 其 中 zx:TM”™>M”: 
(g,0) | 一 (gq) 是 自然 投影 。 
Hamilton 体系 和 Lagrange 体系 的 主要 区 别 之 一 在 于 : 在 
TM” 上 可 能 存在 二 阶 方程 ， 而 在 T*M” 上 则 不 可 能 。 
对 于 正则 的 工 agrange 国 数 工 来 说 ，Xr 必然 是 二 阶 的 。 
2，Lagrange 方程 
命题 2 设 S 是 关于 工 :TMm 一 尽 的 Lagrange 和 矢量 场 ， 
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{91,601} 是 TM” 上 的 局 部 坐标 系 。 设 Xs 是 二 阶 的 ， 如 果 7Y :I 一 
TM":i >(g(t),G()) 是 Xs 的 积分 曲线 ， 那 么 它 满 足 经 典 的 
Euter-Lagrange 方程 


dad aL 6L 
di 00 一 09; 二 0 (7.4.11) 
[证 明 ] 由 式 (7.4.9) 知 
OL .， 
(和 
1 ， 
展开 得 
DLL OL 0L 
(Lg GG: 0g’ 9 9 一 ( 红 xag “dd = " 
(7.4.12) 


因为 了 Xs 是 二 阶 的 ， 所 以 若 7Y:i 一 (gi(),9( 引 ) 是 Xs 的 积分 曲 
线 ， 则 必 有 
dd ，, 
A xg9? = 14 二 人 
从 而 式 《7.4.12) 成 为 
aL 607、 
(4 *s G0 69 jg = 


6r 9 _, 
"60 860 
由 于 y :I TM" 是 Xs 的 积分 曲线 当 且 仅 当 


Yu (号 )= XE|, 
故 当 且 仅 当 沿 7 满 超 : 
Gp, .413) 
7Y 是 Xs 的 积分 曲线 。 


虽然， 当 ?y:R-TMm 是 ?0:R->Mr:i->yoGB) 的 提升 7 : 
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RTM":t (yo 人 719) 时， 瑟 0 一 多 自然 满足 ， | 


3， 有 相同 Lagrange 矢量 场 的 Lagrange 函数 

与 Hamilton 力学 中 五 和 瓦 = 志 +const, 导出 同样 的 
Hamilton 矢量 场 类 似 (因而 导出 同样 的 运动 方程 ), 在 Lagrange 
力学 中 有 下 述 命题 。 

命题 3 设 工 和 工 是 TM”_ 上 的 正则 Lagrange 函数 ，Xs 和 
Xi 是 对 应 的 Lagrange 矢量 场 ， 则 下 述说 法 等 价 : 


(1) L=L+a+const, (7.4.14) 
其 中 c:7TM™->R 有 局 部 表示 
Of .， _ 
a ig (7.4.15) 
而 /EPF(NL™)., 
(2) Xs=Xz EH 0,=0r (7.4.167 
证明] 因 
OL  ， OL  ，， 
所 以 
Ox . 
Qu=07<> > d Gor hdg'= 0 
02a 02a O20 


00'007 9», a0007 ™ O00g 
由 于 Xp~— QL.'dE, X¥=Q7r dk, 故 震 人 一 YF, 出 XE 一 
Xz< 坟 dE 二 dE， 由 式 (7.4.7) 和 (7.4.8) 知 
六 02X 。 
dB > or ~a=0 
即 是 9' 的 一 次 齐 式 ，。 
综 上 所 述 ，( 2 ) 成 立 的 必要 充分 条 件 是 
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Oo Oa 0“ 


Da «pF oo 二 从 Om 0 - 
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而 上 式 成 立 < 之 存 在 /EP'(M"),， 使 得 < 二 可 lr， 即 (1 
成 立 。 故 (1) 与 (2 ) 等 价 。 | 
式 (7.4.12) 表明 ，Xz 和 Xz 具有 相同 的 积分 曲线 ， 亦 即 
它们 的 积分 曲线 满足 相同 的 Lagrange 方程 。 
定义 4 如 果 7:I~>TM™ 是 TM" 上 矢量 场 和 的 积分 曲 线 ， 
则 称 Xm oY:7—>M"™ 为 和 的 基本 积分 曲线 。 若 Y:7 一 (KMK” 是 
TZT*M™ 上 矢量 场 Y 的 积分 曲线 ， 那么 就 称 Tro7:I->M” 为 Y 
的 基本 积分 曲线 。 
显然 ， 当 且 仅 当 矢 量 场 生 的 任 一 积分 曲线 Y 是 它 的 基本 积分 
曲线 7 的 微 丙 时， 即 
/ y=7, 70)) = (70(7) ,7 (1)) (7.4.17) 
义 是 二 阶 的 。 
4， 起 正则 Lagrange 函数 
TM™ 上 的 Lagrange 系统 和 7T*M”™ 上 的 amilton 系统 具 
有 某 种 对 应 关系 ， 在 一 定 条 件 下 ， 它 们 等 价 , 并 且 通 过 Legendre 
变换 可 以 将 前 者 变 为 后 者 。 
定义 5 设 LIEFI(TM”™)。 如 果 FL:TM" 7T*M™ 是 一 个 
微分 同 且 ， 则 称 工 为 超 正则 的 Lagrange 函数 。 
显然 ， 超 正则 的 Lagrange 靖 数 必定 是 正则 的 。 
命题 4 设 志 ERFICAMM2) 是 超 正 则 Lagrange 纹 数 ， 五 = 
厂 o LT 一 民 ， 其 中 歼 是 关于 工 的 能 量 ， 则 有 
(FL)«XE= Xp (7.4.18) 
即 映 射 FL 把 Xs 的 积分 曲线 71: 本 > 了 TM” 映 为 XXg 的 积分 曲线 
FLoY 二 7Y2:1>T*M”。 进 一 步 说 ， 也 就 是 Xn 入 g 有 相同 的 
基本 积分 曲线 。 
[证 明 ) ”由 于 工 超 正则 ， 故 FL 是 微分 同 胚 ， 且 
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AP 一 一 2rIdz 
从 而 (FL)#sXs= (FL)4(— 0Q7'dE) 
=(— (FL OQ) (PL)*dE 
=— QId((PI)*E)=—0QdH= Xp 
命题 后 半 部 的 证 明 可 以 根据 下 面 的 结论 得 到 设 M”"、N?” 
是 微分 流 形 ，?:M” 一 N” 是 微分 同 胚 ， XE 如 R(M"),，7Y 是 XX 
的 积分 曲线 ， 则 Yo 9 是 ?xX 的 积分 曲线 。 | 
由 命题 4 可 以 看 出 ， 对 于 超 正 则 的 ，Legendre 变换 FL 


将 Lagrange EE 数 工 恋 汶 Hamilton 铺 数 五 一 >》 pi6' 一 LL， 将 


Lagrange 方程 变 为 再 amilton 方程 。 
命题 5 设 工 是 超 正则 Lagrange 图 数 ， 瓦 = 五 oFZL 1， 其 
中 五 是 关于 工 的 能 量 ， 则 
6(XD) 一 4o (FFL)! (7.4.19) 
其 中 4 是 关于 工 的 作用 量 ，9 是 T*M” 上 的 标准 1- 形 式 。 
[证 明 ] 设 {9',fi} 是 T*M"” 上 的 局 部 坐标 系 ，1{49i ,9 是 
TM™ 上 的 局 部 坐标 系 。 由 式 (7.4.4) 和 (7.3.9) 知 


0 二 
由 Legendre 变 换 : 入 一 三 ， 庆 加 一 Pp 知 
6L 
E= 2 a9 —L=9 pi—L 
6F 60’ OL 60° 


Op +b op a opr 
义 因 为 作为 9 、p; 的 函数 正 是 Hamilton 铺 数 且 ， 于 是 


推论 。 设 工 是 超 正则 Lagrange 函数 ，04 二 FL*09， 则 
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4 一 0r(AXp) (7.4,.20) 
其 中 五 和 4 分 别 是 关于 工 的 能 量 和 作用 量 。 


7.4.2 非 定 常 力学 


设 LERFIATIM* x R)， 则 关于 工 的 Legendre 变换 由 下 式 
定义 : 
FL:TM™ x R->T*M" x R:g' I-—0’, 
j p= 7 1 | >} (7.4.21) 
定义 6 如 果 匡 工 是 一 个 局 部 微分 同 胚 ， 则 称 工 是 正则 的 ; 
如 果 FL 是 一 个 微分 同 胚 ， 则 称 工 是 超 正则 的 。 
显然 ， 超 正则 的 一 定 是 正则 的 。 
基本 积分 曲线 的 定义 也 可 以 推广 到 非 定 常 的 情况 ， 这 只 需 将 
定义 4 中 的 T*M” 换 成 T*YM™ x 民 , 了 Mr"™ 换 成 TM"x RR 即 可 ， 
4、 五 的 定义 同样 推广 。 
设 工 EFo(TMx 民 ) 是 正则 的 ， 记 
人 一 2 一 GEAd; (7.4.22) 
则 在 TM”™ x R 上 存在 唯一 的 矢量 场 Xz:， 使 得 下 列 各 式 满 足 〈 因 
为 2r 的 秩 是 2 Ma )， 
Xp di=1, Xj 0;=0 (7.4.23) 
命题 6 7:I 一 TM”™x R:ij 一 (gi,0',t) 是 Xp 的 积分 曲线 
的 充分 必要 条 件 是 ， 沿 7 满足 Lagrange 方程 
d aL 07 


dt 60: 0 ~ 
时 9 一 人 
证明] 由 Xs Jd 二 1， 知 
0 
t 


Xp 二 十 站台 
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其 中 XX 中 不 合 名 项 页 。 展 开 〈7.4.23》 的 第 二 式 ， 得 


i( x 一 (dr 一 wd 


OL 0L 
ia 00 Og’ 


j (xag --0') \=0 


， L L 
因为 工 是 正则 和 的， 所 以 (dy' 一 9'di)、 (a i GF) 线性 无 
关 。 即 上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


6L 0L 
a0 ~ 0 0 ig = 


由 于 当 且 仅 当 
(号 )= Xal， 
时 ，YY 是 Xs 的 积分 曲线 ， 而 有 结论 : 

7 是 XX 的 积分 曲线 的 充分 必要 条 件 是 沿 7 满足 
,gp | 
dt 009" Og dt 

命题 7 设 LIERFI(TM"™x R) 是 超 正 则 的 ，H=EoFL-i: 

T*NMm x R->R， 则 有 
(FI)aXE=Xa (7.4.24) 
如 果 7 了 :J 一 7T*M™ x 民 是 Xs 的 积分 曲线 ， 则 FLo7Y:I 一 T*M” 
x 尺 是 Xs 的 积分 曲线 。 即 苹 s 和 六 sn 有 相同 的 基本 积分 曲线 。 
[证 明 ] 这 是 命题 4 向 非 定 常情 形 的 推广 。 因 sz 使 式 (7. 
4.23) 成 立 ， 故 
(PL- OO*(XE di)= (FL) Xs (ED)*dt 
= (FL)s XE Jdi=(FL-)*1=1 . 
(FL-O)*(XE N07)=(FIL)y XE J (FL I)*O* 
= (FL)yXsE -Qn=0 
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由 于 Xan 是 7T*M”x 尺 上 唯一 满足 下 式 的 矢量 场 (因为 84 

的 秩 为 2 Mm): 
. XpJdt=1, Xp Qn=)0 

所 以 有 

(FL)#XE= XX 

命题 的 后 半 部 亦 可 根据 命题 4 的 证 明 中 所 列举 的 依据 得 到 .| 

上 述 命题 表明 ， 在 超 正则 的 情况 下 , TM™xR 上 的 Lagra- 
nge 体系 与 了 7*NM”x 民 上 的 Hamilton 体系 是 等 价 的 。 


7.4.3 Legendre 逆 变 换 


工 的 纤维 导数 定义 3 一 个 从 TM"xR (或 TM”) 到 
7T*M™ xRR (或 7T*M"m) 的 Legendre 变 换 ， 与 之 相应 ， 玖 的 纤 
维 寻 数 也 可 以 定义 一 个 从 了 T+4x 民 到 Thmx 民 的 变换 
Legendre 六 了 巧 换 。 

定义 7 设 瑟 EFIT*Mmx RR)， 有 映射 


PH:T*M™ x R—>TM" x R:(g', pi,t) —(g' GF ! ) 


~ (g',0',1) (7.4.25) 
称 为 及 的 纤维 号 数 ， 亦 称 为 Legendre 逆 变 换 。 
关于 Lagrange 函数 LEF'ITM™ x R) 的 正则 性 及 超 正则 性 
定义 可 以 推广 到 五 amilton 函数 及 上 来 。 
定义 8 如 果 上 映射 到 瓦 是 一 个 局 部 微分 同 私 ， 则 称 Hami- 
lton 国 数 瓦 是 正则 的 ; 若 Z 瑟 是 一 个 微分 同 胚 ， 则 称 Hamilton 
国 数 互 是 超 正 则 的 。 
今 
E=Ho (FH)-!, A=0(Xy)o (FH)-', L=A-E 
| (7.4.26) 
命题 8 设 瑟 EF'IT*M”mx R) 是 超 正则 的 ，LEF'TM” 
x 丸 ) 由 式 《7.4.26) 定义 ， 则 工 是 超 正则 的 ， 且 由 工 定义 的 


— 665 一 


Legendre 变换 (7.4.21) 是 由 及 定义 的 Legendre 道 变换 人 (7.4.25) 
的 道 ， 即 PL= (FH)-!。 

[证 明 ] 设 {9i,pis 让 是 了 T*M”x 尺 上 的 局 部 坐标 系 ， {49'， 
9 ,t} 是 TM™ x RR 上 的 局 部 坐标 系 。 由 式 (7.4.25) 和 (7.4.26)， 
有 

(LoFH) gp) = 0 XD) -HH= 5 8 biH 


= 2 p10'—H 


00 Op Qo; | 
亦 即 变换 F 及 和 FL 满足 
FLo FH=id ( 恒 等 变 换 ) 
由 于 FH 是 微分 周 胚 ， 而 有 
FL=FLoO(FHo(FH) I)=(FLOoOFH)o (FH)! 
(FH)-! : | 
经 与 命题 8 类 似 的 推导 ， 可 得 如 下 命题 。 
命题 9 设 Lagrange 函数 工 EF(TMmx 民 ) 是 超 正 则 的 ， 
H=Eo (FI)-IEFoGT*Mmx 民 )， 歼 由 式 (7.4.7) 和 (7.4.8) 
定义 。 则 及 是 超 正 则 的 Hamilton 困 数 , 且 由 五 定义 的 Legendre 
逆 变 换 (7.4.25) 是 由 工 定义 的 Legendre 变 换 (7.4.21) 的 
逆 ,， 即 FH=(FL)-!。 
由 命 明 8 、 命 题 9 ， 我 们 可 以 得 出 与 命题 7 相对 应 的 结论 。 
命题 10 设 Hamilton 函数 且 EF'IAT*M” x 民 ) 是 超 正则 ， 
工 由 式 (7.4.26〉 定 义 ， 则 
(FH)y Xa= Xp / (7,4.27) 
证 明 与 命题 7 的 类 似 ， 在 此 不 再 歼 述 。 
对 于 超 正 则 的 工 来 说 ， 由 工 所 确定 的 Ta4mx 民 上 的 一 个 
Lagrange 系统 唯一 地 对 应 7T*M”xRR 上 一 个 超 正 则 的 Hami- 
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lton 系统 同样， 对 于 超 正则 的 五 来 说 ， 7T*M=xRR 上 由 五 所 
确定 的 一 个 了 Hamilton 系统 唯一 地 对 应 着 TM”xR 上 的 一 个 
Lagrange 系统 。 更 确切 地 ， 有 下 述 命 题 。 
命题 11 超 正 则 的 Lagrange 函数 工 与 超 正则 的 Hamilton 
国 数 一 一 对 应 : 工 可 以 由 瓦 通过 式 〈7.4.26) 构造 出 来 ; 刀 可 以 
由 工 通过 式 (7.4.7)、(7,4.8) 及 瑟 =Eo (FL)-! 构 造 出 来 。 
[证 明 ] 《1) 设 工 是 给 定 的 超 正 则 工 agrange 国 数 ， 五 是 
通过 式 (7.4.7)、(7.4.8) 及 且 =Eo (FL)-! 构造 出 来 的 。 则 
H=Eo (FL) =(A—L)o FH=0(Xn)—LoFnH 
假设 由 玖 通过 式 〈7.4.26) 构造 出 来 的 Lagrange 函数 是 二， 则 
L—=0(Xn) o (FH) I— (0(Xn)—LoFH)o (FH)-! 
一 了 
(2 ) 设 甩 是 给 定 的 超 正 则 开 amilton 函数 ， 艺 是 瓦 通过 去 
(7.4.26) 构造 出 来 的 Lagrange 函数 ， 则 
L =0(Xa) o (FH)-!—Ho (FH)-! 

—(0(Xn) —H)o (FH)-!=(0(Xs) —H)oFL 
假设 由 工 通过 式 (7.4.7)、(7.4.8) 及 五 =Eo(CFZ) :构造 出 
来 的 吾 amiiton 图 数 ， 则 

H=Eo (FL)-!=(A—L1) o (FL) 
—(A—0(Xn) oFL+-HoFL)orL)! 
—AoFL-!—0(XH) +H=H ”中 


7.4.4 Hamilton 原理 
设 ， TM”xR 一 R 是 0- 函数 ，7Y :1 >M" 是 M" 上 的 


一 条 可 微 曲线。 将 7 提升 为 TMmxRR 中 的 一 条 路 径 7 :I 一 
TM"™xR: YY (DD)=(7(2)，7Y'(2),t)。 取 泛 消 


#1 11 
7 >S(7)=| (LoF)at =| L(Y dE (7.4.28) 
fo 
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命题 12 如果 Yoi:[ho,b1y>UCM” 是 局 中 的 一 条 可 微 曲 
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线 ， 则 Yo 满足 由 工 表示 的 Lagrange 方程 的 充分 必要 条 件 是 对 
应 的 泛 函 在 7 二 Yo 处 取 驻 定 值 〈 与 有 相同 端点 的 路 径 相 比 )。 
[证 明 ] 取 路 和 他 族 如 下 : 
biteo=0,e] x Cho tj >U:(e ,1) >9(e,t) 
$le,to) =aEU, $le,ti)=bEU (7.4.29) 
$0,E) =Yt), ble,tb)=Y,.0) 
这 是 一 族 有 相同 端点 的 路 径 。 当 
dS 07.) 


i =0 (7.4.30) 


上 二 站 
时 ， 9 在 Yo 处 驻 定 。 
将 路 径 族 中 的 每 条 路 径 提升 ， 得 $ :Ceo,e1]x [io,fJ>7TU Xx 
(t0,t1j]。 由 式 (7.4.28) 和 (7.4.29)， 得 


dS(Y.) rr!'8 ~ 
| 3e 9 8)d 


i1 ， 
加 DLL 00 OL 800: 
-| 二 85 pe Ge )a 
ri 。 。 
加 qd 0. \0g 60- | 
= >[-(& ph ) Ge 一 Oa: Oe di 
aL 0g: 1 
ta be 
1 no 
因 路 径 族 Y. 有 相同 的 端点 ， 故 


Og’ 0g’ 
OE 加 


DeE 


二 80 一 下 


dS(7.) (fr d Lr aL 
四 2 本 


从 而 


由 于 -人 Y- 是 相互 独立 的 住 意 函 数 ， 故 当 且 仅 当 由 工 表示 的 


Lagrange 方程 沿 7 满足 时 ， 式 (7.4.30) 成 立 ， 即 S 在 7 处 
驻 定 。 | 
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命题 12 就 是 Hamilton 原理 ， 它 是 $47.3 中 命题 〈 余 切 从 上 
的 Hamilton 原理 ) 的 对 偶 表 述 。 
取 
0 一 》 pidg:— Hdt (7.4.31) 


其 中 如 一 2 力作 一 也 


0 称 为 由 Lagrange 函数 工 确 定 的 Cartan 1- 形 式 。 
命题 13 设 YI[5 玉 一 1 是 一 条 可 微 曲 线 ， 则 究 图 S (7) 
有 如 下 的 形式 : 
{1 本 
y SOD) = 人 (Fo3)d = 38。 (7.4.32) 
0 i0 
其 中 y=FLoY, 7 是 7 的 提升 ， FL 是 由 工 生 成 的 Legendre 
变换 ， 由 式 (7.4.21) 定义 。 
[证 明 ] 由 式 (7.4,21) 及 YY 的 定义 知 


¢1 


| 
| y*6=| (FL oT)* (5 pidg'— Hadi) 
to f 


io 
-| Y* (FL)*( 5 pidg' —Hadi)) / 


fo f 


t1 ‘1 


=| y*(Ldt) =| (LoY)dt z | 


命题 13 表明 ， 如 果 Lagrange 方 程 沿 7 成 立 ,那么 PLoY 
就 是 Hamilton 方程 的 解 ， 这 与 由 命题 7 得 出 的 结论 相同 。 
命题 14 设 泛 函 SG) = 人 3?*5 是 一 驻 定 值 ， 即 


dS(Y,) 
de 


二 0，7Yo 三 7 
EO 。 


则 下 面 的 说 法 等 价 : 
(1 ) Lagrange 方程 沿 7 洲 足 ; 
(2) XJId0|,=0, 
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其 中 和 是 与 驻 值 曲 线 7 相 切 的 Lagrange 矢量 场 ， 即 
有 -jd 一 1， 有 -JJd0=0 
[证 明 ] 设 (0 天 ,分 是 微分 流 形 TMmx 民 上 的 局 部 坐标 
系 ， 则 7M" x RR 上 1- 形式 有 局 部 基 {dgi,dy', dt} 。 由 工 所 确定 
的 Cartan1- 形 式 9 有 局 部 表示 


aL ,, 
(5 B07 4 一 工 )d 
~=Ldit+ 5 -dr 一 rd 
8 
- 6L ， 
因此 db =dLNdt + > d gar (dg 一 和 di) 
-1 Gg Adt 


: 0L i? 
一 a Gg: ) 一 oa 一 8 dr) 
因 久 起 与 六 值 曲线 7 相 切 的 Lagrange 天 量 场 ， 而 有 


-fd OL OL 
X-d5= 守 [局 7 一 Go Go Cag 0di) 


所 以 ， 当 且 仅 当 锐 ?7 满足 Lagrange 方程 
d 0- 6 


人 


di D5 Gg’ 
时 ， 三 JJdp|,= 0 成 立 。 | 


$7.5 ” 非 完整 力学 系统 的 微分 几何 理论 


在 $7.3 和 87.4 中 讨论 的 是 完整 力学 系统 ， 其 中 主要 是 完 
整 保守 的 自由 和 系统。 迄今 为 止 ， 大量 的 研究 也 只 局 限于 这 类 系 
统 。 对 于 一 般 的 力学 系统 ， 特 别 是 非 完 整 力 学 系统 的 “几何 化 ” 
则 做 得 很 少 。 一 些 作者 虽然 给 出 非 完 整 力学 系统 的 几何 描述 ， 但 
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仍 属 于 尝试 性 的 初步 结果 。 
本 节 介 绍 Lagrange 矢量 场 ， 广 义 Noether 定理 , Hamilton | 
原理 ， 以 及 高 阶 非 完 整 系统 的 几何 描述 。 


7.5.1 Lagrange 矢量 场 


1. 射流 形 

设 4(R,M”) 是 由 可 微 曲线 7Y:R-—>M” 构 成 的 空间 ,在 

Rx A(R,M") 上 5 引入 一 个 等 价 关 系 : (,7Y) 与 (,Y ) 等 价 的 必要 
充分 条 件 是 

f=t, Y=Y(), Do 


(7.5.1) 


并 记 作 (#1,7) 和 ~(1 ,7 )。 

定义 1 空间 Rx 4(R，M™) 关 于 以 上 等 价 关 系 “~ ”的 
商 空 间 J "CR,M™) 二 Rx ACR，M”™)/ 和 ~ 称 为 7- 射 流 形 。7'(Y): 
R 一 J"(R，M"™) 称 为 7 的 + 阶 延 伸 或 7- 射 。 

射流 形 理论 ， 最 初 由 C. Ehresmann 在 1951 年 提出 ,后 由 
R. Hermann 加 以 发 展 。 它 的 出 现 为 研究 非 完 整 非 保守 力学 系统 
提供 了 理论 工具 。 

对 于 一 阶 非 完整 系统 ， 只 需 用 到 1- 射流 形 .请 (及 ,AM 了 ) 。 由 
于 请 (RM 和 接触 流 形 RxTM" 同 胚 ，(R,M") 便 是 系统 
的 状态 时 间 空 间 ， 也 就 是 说 ， 我 们 也 可 只 在 尽 xTM” 上 考虑 问 
题 。 

2. Poincaré 基 

设 di，ol …，o 关 是 民 xM= 上 线性 无 关 的 1- 形 式 ， 即 
td %'} 构成 Re 的 一 因而 


dwi 一 一 忆 > Ch as 人 ao 一 CdIAo: (7.5.2) 
其 中 Ci， Ci,ERPIRx M"™), 日 有 ” 
Cis=—Cix (7.5.3) 
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利用 自然 投影 ro: J1(R，M") 一 RxM" 将 。 提升 到 
(Rx M") 上 ， 得 到 几 (R，M"™) 上 m% 个 1- 形式 wx%w*， 仍 
将 wo”” 记 作 o* | 

设 7Y:R 一 M™ 是 可 微 曲线 ，7'(7Y) 是 其 1 阶 延 伸 ，Xji 6 一 
(7)s 生 EF (TCR,M")) 是 了 (7) 的 切 舌 量 场 。 引 进 ?，…， 
7"7EPAT'(R,M™))， 它 们 由 下 式 定 义 

YINY w(K,)) (7.5.4) 
则 {dit, wi,d7?} 构成 和 * 几 (R，M")) 的 一 个 基 , 称 为 Poincaré 
基 。 取 凶 JCR,M")) 上 {dt,w1,d7!} 的 对 偶 基 | ， Xe 让 ， 
称 为 孚 (万 ( 民 ,NM )) 的 PoincarE 基 。 由 对 偶 性 和 式 (7.5.2)， 
得 到 关系 
CXi, X=CY, Xt, 区 =C 和 5 (7.5.5) 
3. Lagrange 力学 系统 的 表达 
定义 2 (RR,M”") 上 的 1- 形式 


0 ~ wi—7'dt (7.5.6) 
称 为 接触 形式 ， 它 们 请 足 接 触 条 件 
71(7Y)*0'=0 (7.5.7) 


由 {9'} 张 成 的 Pfaff 系统 委 =span4p 称 为 接触 系统 。 

定义 3 在 位 形 空间 ”上 的 一 个 一 阶 非 完整 非 保 守 
Lagrange 力学 系统 由 ( 工 , %, 多 ) 唯一 地 给 出 ， 其 中 EF 
(R，M")) 是 Lagrange 国 数 : 7 是 力 形式 ， 它 是 侯 (R，M”) 
上 的 1- 形式， 一 00620900E 天 CC 太 ( 民 MI DER *(TR, 
MM")) 是 一 个 ? 维 非 完整 Pfaff 约束 组 ,7 过 mm。 

一 阶 非 完整 非 保守 Lagrange 力学 系统 ， 通 党 记 作 (MM"， 
L,r,%), 

下 面 研 究 约 束 组 。 与 式 (7.4.32) 类 似 ， 对 任何 FEFCT 
(R,M"))， 关 于 玉 的 Cartan 1- 形 式 定 义 为 
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oF 


9 (F) =Fdt+ oo 0 (7.5.8) 
它 是 (R&R,jM”") 上 满足 
0(F)—FdiEE=spant{o’} (7.5.9) 
和 四 
do0(P)ER CTR, Im ) 人 号 《7.5,10) 


的 唯一 的 1- 形式。 
命题 1 设 /ERICOF( 民 Mo)，w=1，…，7z， 相 互 独 

立 ， 即 满足 / 
d AAAd 天 0 (7.5.11) 

那么 有 

0( fA A0(f') 0 (7.5.12) 
[证 明 2 假设 式 《7.5.12) 不 成 立 ， 即 6( 广 ) 线性 相关 ， 则 
存在 A ERP'(CTIR,M"™))，:= 二 2,*…,r+， 使 得 
Of 


OW 


站 本 问 二 可 四 
(AD 一 16( 广 ) 一 入 dt 十 1 gi = fdt + 00 


oheee NomA0 (fy =a /iath0 heee ho™ + A O07 NO hae ho™ 


1 
= /+diho hee ho™ + 07 070 hoe No™ 


因 qiA0IA…A0” 天 0， 有 
f= 

显然 ， 这 与 {f 间 独立 的 假设 相 予 盾 。 | 

一 般 说 来 ， 命 题 1 的 逆 命 题 不 成 立 。 但 对 于 ”个 一 阶 线性 图 
数 ， 即 当 z 

f=Ai0'+A’ (7.5.13) 

时 ， 由 式 (7.5.12) 可 以 推 得 式 《7.5.11)， 即 这 时 两 式 等 价 。 

对 于 fi1，…，f "EROA(J*(R,M"™))， 如 果 它 们 沙 足 
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C1) 二 人 人 人 d 太 天 0 
(2) 在 系统 (Mrm 工 ,4 上) 的 轨 线 Y， 民 一 mm 上 上 ， 有 
(CY) f=0 (7.5.14) 
则 称 f“ 是 系统 QU = (Mr ,AN) 的 阶 约束 组 , 其 中 天 (>) : 
R 一 不 (R,M"™) 是 7 的 阶 延 伸 。 
显然 ， 当 大 =1 时 ,， 若 六 中 不 包含 入 xM 上 国 数 的 提 
升 ， 则 它 是 非 完整 约 束 组 :当头 =0 时 ，/ 帮 是 完整 约束 组 ， 此 
时 关 ( 居 ,Im) 一 民 x M™, 
定义 4 设 e" 是 完整 约束 组 ， 即 g*EF?(RxM”™)， 记 
/三 Tw8”， 则 称 
Zn=span{df|a=1,.,7} (7.5.15) 
为 由 完整 约束 组 生成 的 + 维 Heraes 型 Pfaff 约束 系统 。 
定义 5 设 人 NU==CWM"™, 工 ,HA, 祖 )， 如 果 有 
DB=span{o(f)|a=1,., +} (7.5.16) 
则 称 和 是 由 一 阶 约束 组 f/f“ 生成 的 ?+ 维 Heraes 型 Pfaff 约束 
需要 注意 的 是 ， 定 义 5 中 的 f° 都 不 是 尽 xM” 上 函数 的 提 
升 ， 即 不 存在 eg" SP"(R x iM")， 焦 得 
f°"=rwe’ (7.5.17) 
在 Frobenius 意义 下 ， 如 果 到 是 完全 可 积 的 ， 则 eraea 
型 Pfaff 约束 系统 .到 是 完整 的 ， 此 时 称 (M”, 工 , 4, 多 ) 为 完整 力 
学 系统 ;如 果 多 不 完全 可 积 ， 则 雹 是 非 完 整 Pfaff 约束 系统 ， 
此 时 (M”", 工 , x, 儿 ) 是 一 个 非 完整 力学 系统 。 
例 1 设 约束 组 为 
f°"=A’iYV+A’"=0 (g=1, ,7y) 《7.5.18) 
其 中 4;，A“EF"(RxM"*)， 则 由 f° 生成 的 Pfaff 约束 系统 为 
D=span{r’ ye} (7.5.19) 
其 中 
De=span{tAiw+Adila=1, ,7} (7.5。20) 
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设 (xi,… ,x5) 是 方程 组 


Axi+A’=0 “(7.5.21) 
的 一 组 特 解 ，{Cx: ,X32) 1a 二 14,..,?} 是 方程 组 
A’x:’:=0 (7.5.22) 
的 基本 解 组 。 从 而 满足 式 〈7.5.18) 的 基 有 表达 式 
池 一 %T A Xi (7.5.23) 
其 中 EFI(R x M™) 彼 此 独立 。 取 
Ko st Ni, Keo=xiX: (7.5.24) 


则 《有 oo 从 小 是 线性 无 关 的 区 请 天 量 场 ， 它 是 一 个 7+1 维 分 
布 。 因 
Xo HH=R, J HD (7.5.25) 
故 分 布 {Xo, 久 。} 与 余 分 布 {0(J")} 是 对 应 的 ， 从 而 它们 的 可 积 
性 一 致 。 由 $7.2 知 ， 当 
CXo, Xa)—=ads Xotasa Ke, (Xa, Kal=alsg Rot aaX, 
(7.5.26) 
时 ， 余 分 布 {9(f“)} 完全 可 积 ， 即 约束 (7.5.18) 是 完整 的 。 
4， 基 本 2-- 形 式 ， Lagrange-Poincare 恒等式 
定义 6 设 系统 2ir= (Mn,IL,A2)，7( 民 Mo) 上 的 2- 形 
式 为 8( 工 , 4, 久 )， 如 果 存 在 1- 形 式 (到 )E 咏 ， 使 得 
(L2H)— QL, 2)=2(P)Ndt (7.5.27) 
其 中 z 
QL, 2)—=do(L)+ ahdt (7.5.28) 
则 2( 志 ,4 22) 称 为 系统 的 基本 2- 形 式 。 
显然 ， 对 于 完整 系统 2 = (Mnm,L,w)， 基 本 2- 形 式 就 是 
Q(L,/), 


设 系统 是 正则 的 ， 即 (257 ) 处 处 非 异 ， 若 矢量 场 X, 满足 
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Rr idi=1l, XLII 2)=0, XL HH=0 (7,5.29) 
则 称 Xz 为 系统 的 Lagrange 矢量 场 ，。 
定义 7 如 果 说 (7) 是 系统 的 Lagrange 矢 量 场 的 积分 曲 
线 ， 且 
ji(7)*P =0 
则 曲线 7 :一 Mr 称 为 系统 2U==(M"™, 工 ,4, 儿 ) 的 轨 线 。 
展开 《7.5.29) 中 的 第 二 式 ， 易 得 
Xr -1 0:=0 (7.5.30) 
即 
XL-iG=0 (7.5.31) 
上 式 说 明 ，Xi 是 一 个 二 阶 微分 方程 。 据 此 ， 有 下 述 命题 。 
”命题 2 矢量 场 XLE. 人 2 (CJI(R,M")) 是 系统 2 的 Lagr- 


ange 矢量 场 的 必要 元 分 条 件 是 
DAO 
Xr=ait?X +A sy (7.5.32) 
其 中 - 
Ai = x (7.5.33) 
并 且 
or x bE i OL 2 1). 0 三 
Cen Fo ) 一 (CC 和 十 C 和 7 ) Bt 一 太 'L 一 Ci 十 Ma gor (7,5.34) 
xif ”= (7.5.35) 


等 式 (7.5.34) 称 为 Lagrange-Poincaré 人 恒 等 式 。 它 实际 
上 就 是 非 完 整 系统 用 Poincaré-Heraes 变量 表示 的 带 乘 子 的 


Lagramge 方程 。 
由 定义 7 知 ， 系 统 红 的 轨 线 7Y: 民 一 1 是 Xx 的 积分 曲 
线 。 因 此 ，71(7Y): 人 ->M™ 应 满足 的 方程 是 (1 ) 将 (7.5.34) 


中 的 2 xz 改 为 名 所 得 到 的 方程 ; (2 ) 将 (7.5.35) 中 的 2 xu 


改 为 后 所 得 到 的 方程 ， 即 /=const. 这 一 点 由 $7.2 中 积分 昌 
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线 的 定义 可 得 到 。 
如 果 系 统 2v 是 完整 的 ， 当 且 仅 当 沿 ji(Y) 满 足下 述 方程 
oL 0oL 


d / z 
T(r) CI CI) XL=0: 


则 7:R 一 MM™ 是 系统 的 轨 线 。 特别 地 ， 者 取 w EE *(M")， 
则 由 式 《7.5.2)〉 知 Cie; 二 0， 即 


do Coho 
此 时 ， 和 (7) 应 满足 的 方程 是 
ED -EL 
这 就 是 文献 [21] 所 说 的 .Boltzmann- 有 Hamel 方程 。 
5。 约束 馈 人 人 
定义 8 如 下 定义 的 子 流 形 入 称 为 系统 2 的 约束 嵌入 
N={7'(Y)ET'I(R,M"™)YELT (Rx M"), ji(7)*F=0} 


(7.5.36) 
显然 ， 六 是 ,三 ( 慌 ，MWm) 的 一 个 24 一 *+1 维 子 流 形 。 如 果 
22 是 由 一 阶 约束 组 {/} 生成 的 ， 则 入 可 定义 为 
N={x|xET'(R,M"™), fi(x)=e= f(x)=0} (7.5.37) 
由 式 (7.5.35) 和 (7.5.37) 可 以 看 出 ，Xz 与 N 相 切 。 
定义 9 如 下 定义 的 矢量 场 称 为 系统 的 约束 能 入 Lagrange 
天 量 场 
XL=i*XL= XL|y (7.5.38) 
其 中 XLiw 表示 Xi 在 N 上 的 限制 。 
设 1N 一 J(R,M™) 为 包含 上 映射， 由 式 (7.5.29)， 有 
2* XL i =0, i*X, di=1 (7.5,39) 
有 目 坟 XL 由 式 (7.5.39) 唯一 确定 。 
系统 2U 的 轨 线 就 是 XL 落 在 N 上 的 积分 曲线 ， 这 些 曲 线 也 
是 计 Xi 的 积分 曲线 。 z : 
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定义 10 设 2: 广 (条 m) 一 三民 ，M) 是 微分 同 胚 ， 对 
任意 五 和 已:( 三 (R，Mo))， 定 义 亏 ， 喜 :，2 如 下 
L=i*L=[(9-1)*L)|y 
XL = (PeXL) |y 
2(L, ,F200L ,4B)= 0)*0(L, 1, FB)|y 
要 和 注意 的 是 ，?0(Z AN) 天 8( 人 了 Ap， 但 存在 和 ， 使 
得 2*0(L, 4 2) 一 0 1)。 z 
命题 3 设 人 UU= CM”™, 工 , 4， 多 )， 上 映射 8: 了 (R, M") 一 
(RR,M”"):(t,g’,7) | 一 (1,g9',Y') 满 足 
(C1) dy 人 …A 人 dy 天 0， 


(2 ) 秆 阵 ( -32-)= (Cai) 处 处 非 异 ， 
(3) yy"*= f°, (GQ=1,% 7; 一 Mi 一 7) 


则 
01 0 人 ft TY ni :At 0_ 和 
及 [一 一 让 +( 3 + AX'Yy tafA') gy + x: (7.5.40) 
且 
一 ol i 多 i oL {ViT 
Li) Ch tO) a bXL 
oL ’ 2 f 
-i ) Ld DX) 00 (7.5.41) 


其 中 好 EF (7( 民 ，Mr)) 由 bia? 一 6* 定义 ，s 二 1，**，e; 
i9 1» R=1, ,I 
方程 (7.5.41) 可 称 为 礁 坐 标 下 和 的 Lagrange-Poincaré 
方程 。 
推论 1 若 命 题 3 中 的 了 》 取 为 
j=7i, ytom7to Pe(f,g, 7 ) 
Gl a em C154) 
其 中 Fr EF"(J1(R,M”)) 这 样 选取 ,使 得 硝 数 组 {77" 一 严 *} 生 成 
的 Pfaff 系统 span{0(7:1° 一 F")} 与 重合， 则 
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XL=YotYiY; + A (7.5.43) 


OF 
且 
0 L — 
A is 入 — (Ks; 十 KY ,97) —Y;L 
,OC\7oL 
— (GSi+GYi7I+A O71 )( O77’ )=P:; (7.5.44) 
其 中 
OF ， 
Ci= G7 Pi~Q:+C70, 
(7.5.45) 
yoit (FC NX, Yi=Xi+CIX 
而 K's;, 天 证 Croi， (r ; ; 由 下 式 确 定 
[YY 一 天 eiYx 十 CC; 及 
(7.5.46) 


CY Y= RYetG XN 
1 7» R=1, Es CO—1, 7 E=Mm—7。 
方程 (7.5.,44) 就 是 不 带 乘 子 的 Lagrange-Poincaré 恒等式 。 
由 式 (7.5.44) 可 导出 Nielsen 形式 的 Lagrange-Poincaré 
恒等式 


,or ， - 
- (0 二) 一 (民生 十 玉生 77) Te 2YiL 
a wp A OCIN OL NY 
— (Gi+OF V+ A 7 )( D7 )=P: 
(7.5.47) 
推论 2 设 命 题 3 中 的 一 阶 约 束 组 为 {f° 二 7"}，y’ 二 7， 则 
2 8 ~, .6 
Tt Xt A a (7.5.48) 
且 
0 dL , 
La gp (Co + CY 9) 地 一 天 :二 
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/LL 
-Cet CI)( 7 )=0; (7.5.49) 


特别 地 ， 当 多 二 span{9(7*)} 是 完整 的 Heraes 型 Pfaff 约束 系 
统 时 ， 有 


Ci ;一 CC ;一 0 (7.5.50) 
因而 PolincareE-qeTaeB 恒等式 
0/ 、 OL > 
Lon (Ct) XL (7,5.51) 


满足 ， 其 中 ?、7、 有 =1，，， 上 5 S=]y ,MM; QA=1, ,Ys 

E 一 34 一。 | 
命题 2 的 证 明 容 易 由 式 (7.5.27)~(7.5.29) 得 到 ; 命题 3 

的 证 明 可 由 定义 10 和 式 〈7.5.36)~(7.5.39) 得 到 ; 而 推论 1 

和 推 化 2 只 需 分 别 将 入 的 取 法 代入 命题 3 即 得 证 ,在 此 不 再 
7.5.2 广义 Noethar 定理 


Noether 定理 揭示 出 系统 的 守恒 量 〈 首 次 积分 ) 与 内 在 的 动 
”力学 对 称 性 之 间 的 潜在 关系 ， 它 的 出 现 给 近代 力学 和 理论 物理 的 
研究 以 极 大 的 推动 。 本 小 节 讨 论 Nosther 定理 对 非 完整 系统 的 
推广 一 一 广义 Noether 定理 。 

定义 11 设 有 完整 力学 系统 = (Mm, 工 ,4》 以 及 非 完 
力学 系统 2 = (CM”, 上 ,wD)。 如 果 满 足 

uhdt=(4u+2.0( f°)) hdt (7.5.52) 

则 称 Qi 为 2 的 约 化 系统 。 

显然 ， 约 化 系统 和 是 将 2 的 上 个 一 阶 非 完 整 约束 当 作 它 
的 y 个 特殊 的 首次 积分 。 这 样 做 ， 使 得 我 们 可 以 通过 用 完整 系统 
的 Noether 定理 求 系统 -2 的 首次 积分 来 寻找 2 的 首次 积分 。 

命题 4 (Noether 定理 ) 设 约 化 系统 WU =(M",L, x), 
其 基本 2- 形 式 为 8( 工 , 1: )。 定 义 
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B={YER TR,M" IdY Io(L, 4)) =0} (7.5.53) 
则 ， 当 且 仅 当 存在 YE@r， 使 得 
六 JJB(ZL 4) 一 dC (7.5.54) 
有 时，GEAA(JI(R,M"m)) 是 系统 2 的 一 个 首次 积分 。 
【证明 ] 呐 数 GERF"IA((R，M"™)) 是 人 的 首次 积分 ， 当 匡 
仅 当 
cx 一 And 一 10 
因 对 1(R，M”*) 上 的 任何 1- 形 式 。， 仅 在 存在 舌 量 场 YE 缀 
(J1(R,M"))， 使 得 : 
w=Y .JQ(L,4) 
时 ， 才 有 
z Xrjiw=0 
所 以 6G 是 首次 积分 的 充分 必要 条 件 是 ， 存在 YE 纪 , 合 得 式 
(7.5.54) 成 立 。 | 
和 $7.3 中 命题 9 一样， 命题 4 也 说 明 系 统 的 运动 守恒 量 
《首次 积分 ) 可 以 通过 一 个 矢量 场 来 生成 。 由 式 (7.5.54) 易 知 ， 
Y 和 YY+hXi 生成 同一 个 首次 积分 ， 其 中 矿 为 (R，M"〉 上 的 
任意 函数 。 


设 YE2， 即 
d(¥Y J Q(L,4))=0 (7.5.55 ) 
上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
LyQ(L, 1H) =iyd( /Adi) 
展开 上 式 ， 有 
Lyd9(L)+d(Y (pAdi)) =0 (7.5.56) 
由 Poincaré 5| 理 知 ， 至 少 在 局 部 上 存在 一 个 光 清 函数 8 ， 使 得 
yOL)+tY J (HA) =dg (7.5.57) 
设 : 
yo0C exite 0 (7.5.58) 
os O07’ 
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将 式 〈7.5.58) 及 (7.5.52)、(7.5.8》 代入 式 〈7.5.57) 中 ,得 
00 了 7 (一 00 ;) Og 
G7 07 Ov: Ovi 


0L yy OL OXIL) 
LX + (Xt (KNOY) + i +t 
pL 07 
+ gn 0 O00 gr (Ct d+ CIO) = Xig (7.5.59) 


96 _ (0 06 人 OL 


Loar or a or?” J arot(XL) 
aL PL 
+ Br CYS + Oi — A 
aA(XIL) .,, FL 6g 
G7 St to = dt 


因此 ， 对 于 莫 个 函数 gE 2 用 ( 民 ,MM"))， 如 果 方 程 (7.5 


99) 有 解 (8, 人 ,5 )， 则 系统 有 对 应 于 由 式 (7.5.58〉 定义 的 矢量 
场 Y 的 首次 积分 


G=2—Y -J0(L) 


OL ia, | 
= 8 [16+ 77 (és 一 ?0) | (7.5.60) 


区 之 ， 设 G 是 系统 的 首次 积分 ， 我 们 来 寻求 生成 G 的 矢量 
场 Y。 
由 了 和 Xi 的 表达 式 ， 有 
[Y, XL)=(C6t— XLEL—COR, (Ei— Oy) +CY ,Eini) Nt 


0 1 f 0 
一 (Xd Jazt+ (YA 一 全 7 和) Fa (7.5.61) 


因 bcyy x QL 1) = yixsQ—ix, LrQ 
—— Xj(YJj(dudt)) (7,.5.62) 


将 式 (7.5.61) 代入 式 (7.5.62) 中 ， 并 考虑 到 式 (7.5.34)， 
得 关系 式 
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C= RLEL—TXLOTCE (EE 07) — Ci 


— pti (E70) 2 (7.5.63) 
， OL 
KJ 一 一 -一 一 - 可 有 
式 中 ， (& ) 是 矩阵 ( 31357 ) 的 逆 ， 即 
ss . 1] ,k=2 
gH Or =| (7.5.64) 
0 ， kv? 
, aL 
1 yor 


式 (7.5.63) 说 明 对 任何 YE2，t* 由 6 和 从 完全 确定 。 
正 因 如 此 ， 首 次 积分 的 构成 式 (7.5.60〉 中 不 含 人 。 

展开 (7.5.54)， 考 虑 到 XiCG)=0， 取 dz 一 Ad 的 系数 相 
等 ， 得 关系 式 

f 0C 
一 各 D77 

由 于 Y 了 和 有 %X4+Y 生成 同样 的 首次 积分 ， 因 此 系数 6 是 可 以 
任意 选取 的 。 这 样 ， 对 于 一 个 给 定 的 首次 积分 G， 式 《7.5.63) 
和 (7.5.65) 完全 确定 了 生成 G 的 矢量 场 Y。 

命题 5 设 YE.3r07F(R, M")), gEF (TR, M")), 


Ei— 7'6 = (7.5.65) 


则 当 且 仅 当 
(1) mr I (LyOL) dg) 0 (7.5.66) 
(C2) XiJsd(g—Y10(L)) =0 (7.5.67) 


《3 ) 由 式 (7.5.58) 定 义 的 函数 6,5,L' 满足 式 (7， 5.63); 
时 ， 式 〈7.5.57) 满足 。 
“ [证 明 2 将 式 (7.5.66) 和 (7.5.67) 展开 ， 得 


7 00 ,6L (35 - 00 小 - Og 
Ov Ovi\O7 Ov /or 
了 
7 (Bid) ote 9 (De 
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HN Nid ) + (Ct (7.5.68) 


+CY 79) (Ey0) +0;(e: — 6) 


03 1 WI 
一 1 十 7 矿 具 0 


显然 ， 方 程 组 (7.5.68)、(7.5.57) 与 方程 组 (7.5.59) 是 完全 
等 价 的 ， 即 命题 得 证 。 式 (7.5.59〉 就 是 所 谓 的 Killing 方 程 ， 
式 《7.5.68) 称 为 广义 Killing 方程 。 | 


命题 6 如果 ZE 名 (CCR，M")) 关于 8(L, 4) 是 准 对 

称 的 ， 妈 存在 常数 c ， 使 得 
LsQ(L, 1) =c0(L, 7) (7.5.69) 

则 对 任意 的 YE 均 有 [Z,YjE 名 ,并且 若 G 是 由 Y 生 成 的 
首次 积分 ， 则 人 :CC 一 cG 是 由 [52,Y] 生成 的 首次 积分 。 

证明] 因为 对 关于 2 准 对 称 的 Z, 有 

d([Z,YI IO)=d( iy —iy 72) 
-daiyQ) —diy(cQ)) = zdiy2) —cdiyd 
一 
此 即 【2 ,YE 纪 。 进一步 ， 在 局 部 上 有 
zy = zy ly zh 
~ sd cy dG—cG) 

亦 即 乡 zG 一 cG 是 由 [Z,Y 了 J 生成 的 首次 积分 。 | 

命题 6 给 出 用 已 知 的 站 次 积分 求 男 外 的 首次 积分 的 一 种 方 
法 。 它 的 构思 和 文献 [35] 的 思想 一 致 ， 

2. 钢 人 子 流 形 上 的 表述 

命题 4 ~ 命题 5 只 有 在 得 到 约 化 系统 后 才能 用 ， 而 约 化 系统 
的 构 霹 往往 又 很 麻烦 。 如 果 5| 入 租 入 子 流 形 ， 将 广义 Noether 
定理 在 全 入 子 六 形 上 表述 ， 就 可 人 洲 免 这 种 麻烦 。 

命题 7520 设 人 UH=(M”, 工 ,4, 儿 )， 定义 
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2B, {YE i*(Y HF)=0} (7.5.70) 
式 中 性 NN 一 1(R,M”™) 是 从 和 册 入 子 流 形 入 到 几 (K,M"”) 的 包含 
映射 。 则 当 且 仅 当 存在 一 个 矢量 场 YE 台 ,， 使 得 


YL,, FHF)=dG (7.5.71) 
上 时， 函数 GERCN) 是 的 首次 积分 ， 即 
xiG=0 
同样 ， 我 们 亦 可 得 到 约束 风 入 子 流 形 和 N 上 的 Killing 方程 
L | 0 L \aC 
0 0% 1 0 T 00 oF 1 7 _ yi 
Ov’ ( D7 一 ”7 )-Z O71 +( 5 ) Gps ?0) 
0g 
= 7 (7.5.724 ) 
~/00 ， ， 7 ~ OL /OF vy, 
7 (Fit Yi)+ Ot (YT)é | +s 


68 、6Z ， 
7 YD )+ (Kt KRY) + (Gs, 


L 
,.、/0 . . , ， 
+G3 Ti) (7))(F’ — 70) + P(t —70) 
Og a ，. 
二 二 Dt YYiP 2，7， 尼 一 1 E; C= ,er; E -4 一 入 


(7.5.725) 
如 果 对 于 某 个 BEIICN), 式 (7.5.72) 有 和 解 5，E:， 则 在 
在 由 矢量 场 


- ， 0 .D0 
二 一， 来 —— hu FW i 一 _-. 


， . 0 
=0Yot SYite Bpr z (7.5.73) 


生成 的 首次 积分 
G=i*(g—Y J0(L)) 
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《ee _ _ a , 
=g&—Y J0(L)=g8—L0— oF (F—Y0) (7.5.74) 


式 中 s 二 1" i 二 1 一 MW 一 y; Yo、Y; 由 式 (7.5.45) 定 
义 ; 函数 人 由 6 和 &’ 完全 确定 。 经 与 得 到 式 〈7.5.63) 相似 的 
推导 ， 得 所 应 注 足 的 关系 式 


Tp _ 
0D27 aL NC 、，/ 627 37 Ce , 
(gi (5 0O7 ) 09! = (gd 一 07 ) O77 ) (Ree 


TABIKS (Si:—07)— Kt, E77) 


0 37 a ? : 立 7 ! 
+ 37 ( GF ) GF 7) — GY 67) 
9P， | 
二 (一 (Oh (6 7i8) (7.5.75) 


例 1 Appell-Hamel 例 
Lagrange 函数 为 


L =—5Tm(t ty +t) mg (7.5.76) 


非 完 整 约 束 为 

f=2—a(X + yf (7.5.77 ) 
取 

| 一 区 ， 72 一 沁 ， 73 一 2 
则 相应 的 Poincaré 基 为 


0 yi_o __0 3_0 
Qt XX =ax 人 = Oy ’ ~ 02 

由 式 (7.5.46)、(7.5.45) 和 “(7.5.72) 得 Killing 方程 
Os 
”0D7， 


WIA VFI HIE) 107 一 71 ) 十 HT 十 0 ) (7 


0€s\ O08 
207， )= 87; 


O61 


Mma’ v7 十 ?22) WE m9.) tm(l+ a) Ce DY, 
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十 3 5 )=- 汪 (7.5.78) 
2 2 、 一 1/ 2 — Og 7 7 
meaea(71+ 7,) (V1E1T 7.62) 二 一 91 — IY2—72.Y28 
对 于 8 二 71721， 式 (7.5,76) 有 解 | 
$1 二 一 7,， :一 ?22 
于 是 有 第 一 积分 C 为 
C 一 区 一 (716 十 72 人 2) 一 71731 (7.5.79) | 


7.5.3 Hamiiton 原理 

考虑 一 个 有 人 妈 个 自由 度 的 力学 系统 ， 其 位 形 空间 为 微分 波形 
Mm， 则 人 (R,M") 是 其 状态 时 间 空 间 。 设 (RKR,MM") 上 的 局 部 
坐标 为 {0 ,6 碳 ， 车 取 前 述 的 wi 为 


wo'—=dg (7.5.80) 
出 | pi : 
并 且 Cii=Cii=0 
接触 形式 为 
0 =dg'— 60'dt 
Cartan 形式 为 


0(7)=Ldtt+ Sr (dg' $d) 


显然 7:ti|->(gi,f) 是 系统 的 轨 线 的 充 要 条 件 是 沿 
7 (7 ) 法 | 人 (到 人 b， 三 (下 ) 一 人 ， i ) 满 足 : 


A Qt+2 B07 (7.5.81) 


f°=0 z (7.5.82) 
设 有 , 是 71(7) 的 切 舌 量 场 ， 则 沿 1(7Y) 福 足 式 (7 .5.81) 
的 充 要 条 件 是 
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X, AQ(L, Ap) 一 0 (7.5.83) 
式 中 ，Q(L，4 ,区 ) 是 系统 =(M 2) 的 基本 2- 形 
却 ， 且 


,DO0L 0 Of” : 
BC/ ,2)=( 9 Gr dt Qid A di )h 
(7.5.84) 
将 式 (7.5.83) 在 (7Y):[Ca,0] 一 J1(R,M"™) 上 上 积分， 得 
| X, 10(L,4,F)=0 (7.5.85) 
ji(Y) 
Le 
I(Y)=|  X,J0 (7.5.86) 


ji(Yy) 

命题 7a 若 7Y:[4,0) 一 M” 是 系统 过 的 轨 线 则 泛 消 
1(Y)=0。 

上 述 命 题 就 是 非 完 整 非 保 守 系 统 的 Hamilton 原理 ,与 $7.4 

中 完整 保守 系统 的 再 amilton 原理 不 同 ， 它 已 不 再 是 稳定 作用 量 


7.5.4 高 阶 非 完 整 力学 系统 的 微分 几何 结构 

1. n 次 速度 空间 

设 Yi:R 一 M” 和 72: 民 一 Mm 是 两 条 可 微 曲线 ，(71,E1) 和 
《72 大) 称 为 是 等 价 的 ， 如 果 对 M” 上 的 任意 可 微 沼 数 上 ， 下 式 
成 立 : 


d* d* 
x (fo YF) — ef 0 7,) (1,) 


R=0,1,2,°, (7.5.87) 

上 述 等 价 类 的 集合 记 作 T*CM*)， 它 是 一 个 微分 流 形 。 特 别 

是 ，7°(M™) 就 是 MM” 本身， 而 TiI(M"”)=TM”m。(7Y,f) 在 上 述 

意义 下 的 等 价 类 记 作 人 民 7Y,if?7YET*(M”) 称 为 7 在 1 处 的 nn 速度 。 
定义 12 对 每 一 个 2 委 4， 了 映射 
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co: Ta MT) >T™ (CNM) (7.5,88) 


ra” (7)=ir Y (7.5.89) 
显而易见 ，r "与 由 下 式 定 义 的 上 映射 w:T”"(M"™ MM” 


rr (ty)=Y() (7.5.90) 
特别 是 ， 当 Xn =1 时 ， 芒 就 是 切 从 投影 
rd MT (7.5.91) 


8 积 流 形 RxT*:(M"m) 即 是 8- 射 流 形 (RK， 
。 若 记 7Y:R->M”" 在 处 的 阶 延 伸 为 7:(Y)， 则 
(VY):H -2b 1tY) (7.5.92) 
即 
1*(Y) RETR,M") :i (iy) (7.5.93) 

显然 ， 流 形 T*(M”™) 的 维 数 是 (RX 二 1)m， 而 J*( 民 ,Mm) 的 
维 数 是 (Rk 十 1)m+1。 

设 {Z ?二 1,*… ,Mm} 是 VC 上 的 局 部 坐标 系 。 则 如 下 定 
义 的 国 数 {gj 1z 王 113 7 二 0, 呈 ,RR} 是 (755) CC 上 的 
局 部 坐标 函数 ; 


gi (47) = (g: oY) CH) (7.5.94) 


其 中 gi=g', gi=0, gi=¥ 
2. 上 -射流 形 J“( RR,M"™) 上 的 高 阶 非 完 整 力 学 系统 
定义 13 (CR,M"™) 上 的 1- 形式 
Gi=dgi—givdt, (t=1,",m; [=0,°,k—1) (7.5.95) 
称 为 接触 形式 ， 它 满足 接触 条 件 : 
Jt(Y)*0;=0 (7.5.96) 
其 中 7:R 一 M” 是 可 微 曲 线 。 记 
GF =span{oi|i=1,%,m; l=0,%,R—1} (7.5.97) 
Z 称 为 接触 系统 。 记 和 的 子 空间 
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CEspan{0 li=1,.,m} (7.5.98) 


ZZ* 称 为 基本 接触 系统 。 
对 于 任意 尔 数 LEFRFoAJ(R, Mr )， 如 果 它 不 是 . 厂 ( 民 ， 


L 
Mm) 上 的 函数 的 提 升 ，Y < 之， 即 -5 ;二 1 至 少 有 一 


个 不 为 零 。 则 定义 该 国 数 的 Cartan 1- 形 式 为 
6(ZD) 一 Fat+ gro: (y=0,%,8) (7.5.99) 
设 {F"} 是 系统 2 的 阶 约束 组 ， 且 其 中 不 包含 J*(R， 
到”) 上 图 数 的 提升 ， 站 <&， 称 
HF=span{o(F’)|a=1,.,0} (7.5.100) 
为 系统 代 的 由 {2"} 生成 的 广义 deraea 型 Pfaff 约束 系统 。 
命题 9 设 疡 CJCGR,M*™) 彼 此 独立 ， 即 
QFIIA…A 人 dz 天 0 (7.5.101) 
则 
0 )A 人 人 6) 天 0 (7.5.102) 
证 明 与 命题 1 的 类 似 。 / 
由 命题 9 可 以 看 出 ， 忆 阶 约束 组 {Fla=1,*…,g} 生 成 的 
Pfaff 系 统 22 是 8& 维 的 。 
定义 14 一 个 Lagrange 国 数 工 是 三 ( 尽 , AM ) 上 的 一 个 光 
滑 邱 数 ， 力 形式 是 .7( 民 ,NMm) 上 的 一 个 1- 形式，4==0:4， 其 中 
Oi:E An 庆 ( 民 Mr))3 2=spanfbg(F)1xc 一 1,p 是 由 避 阶 约 
束 组 {fF*|a==1,*…,g} 生成 的 广义 qeraeBe 型 Pfaff 约束 系 统 。 
UY 二 (M™,， 工 ， 1, 妇 ) 称 为 , 广 ( 和 ,7)》 上 的 一 个 不 阶 非 完 整 力 
学 系统 。 
当 忆 二 1 时， 人 2 即 为 前 述 的 一 阶 非 完 整 力学 系统 。 
定义 15 如 果 .2 歼 在 Frobenius 意义 下 在 F( 民 ，Mm) 上 
完全 可 积 ， 则 称 名 为 k 阶 7 次 ((1= 二 一 如 ) 可 积 的 非 完整 Pfaff 
约束 系统 。 
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二 


对 于 次 可 积 的 Pfaff 约束 系统 寡 ， 一 定 存 在 一 组 函数 
FER(JIYCR, M")),， ud=18g， 使 得 2 由 六 阶 约 束 组 生 
成 。 特 别 是 ， 当 :? = 二 时 ， 多 可 以 一 个 零 阶 约束 组 ， 即 完整 约 
束 组 生成 ， 此 时 称 222 为 完整 的 。 

系统 YU 的 基本 2- 形 式 为 

20(L,2, FB)=0L, +A(P)IN (7.5.103) 

其 中 DB( 工 ,Ap) 一 db( 工 ) + rhdi (7.5.104) 
(HEE* (7.5.105) 

定义 16 设 撩 量 场 XLE 巡 (JT(RR,，M™))。 如 果 人 是 正 


规 的 ， 即 矩阵 ( 375 ) 处 处 非 异 ， 且 


XL 1df=1 (7.5.106) 

XL C0 C=span{oi|ll=1,%,k—1} (7.5.107) 
XLJLx,D=) (7.5.108) 

Xj QL,t, DB)=0 (7.5.109) 


则 称 和 7 为 系统 A (MD) 的 直 agrange 矢量 场 。 
如 果 ?7 :天 一 1Mm 的 天 阶 延伸 7*(7Y) 是 文 的 积分 曲线 ， 且 


(7)*HB=0 (7.5.110) 
则 称 Y 为 系统 2 的 轨 线 。 
展开 (7.5.109)， 可 知 
NX, JG*=0 z (7.5.111) 
命题 10 矢量 场 和 E.2 (Tt(R,M™))。 当 有 昌 仪 当 
0 人 0 ,0 : 
及 一 3 j++ qi sr po: 十 so* 十 一 一 一 Boi . -+ 人 A do (7.5.112) 
且 满 足 
: OL 6L aFs 
po D7 ; Ogi ;十 4, Ogi (7.5.113) 
ce :gf 一 Ai，S2 Fe 一 0 (7.5,114) 


其 中 2,.E POCA(R,M"m)) 是 Lagrange 彝 子 。 
证 明 只 需 将 式 (7.5.106) 一 (7.5.109》 展开 即 可 得 到 ， 详 见 
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mp ,Rf tr 的 ” 


文献 (32]。 
命题 11 7Y:R 一 M"™:i | 一 (1,g(1)) 是 系统 2 的 轨 线 的 充 
要 条 件 是 : 沿 7*(7Y) 满 足 


-人 去 一 去 本 一 (十 1 (7.5.115) 
0 大 


利 | FF’ =0 
式 《7.5.115) 就 是 经 典 力 学 中 带 乘 子 的 Lagrange 方 程 。 
命题 11 的 证 明 由 积分 曲线 的 定义 即 可 得 到 。 


$7.6 历史 资料 


7.6.1 名 家 介绍 


FE. Cartan (1869~1951) 法 国 数学 家 。1941 年 当 计 为 英国 
皇家 协会 会 员 ， 是 法 国 科 学 院 院士 ， 并 于 1946 年 任 该 院 院 长 。 主 
要 贡献 在 连续 群 论 ， 完 整 系统 ， 相 对 论 和 旋 量 论 等 ,他 的 著作 4 积 
分 不 变量 讲义 》(Lecons sur les invarilants intégraux, Paris, 
1921) 是 该 领域 内 的 经 典 获 作 ， 是 近代 微分 几何 的 疯 菇 性 工作 。 
他 给 出 Cartan 形式 ，Poincaré-Cartan 积 分 不 变量 等 。 


7.6.2 年 事 介 绍 


1901 年 Poincaré 提出 了 力学 方程 的 新 形式 一 一 Poincaré 
方程 。 

1922 和 人 年 EE. Cartan 所 浅 Lecons sur les invariants 
intégraux》 出 版 ， 开 创 了 微分 形式 在 力学 方面 的 应 用 。 

1926 年 了 . 工 . Synge 写 出 了 第 一 篇 涉及 Riemann 流 形 上 
的 力学 的 系统 性 论文 。 

1951~1952 年 、, hresmann 提出 了 射 - 六 形 理论 。 

1952 年 G.Reeb， 首 次 对 Hamilton 系统 和 辛 流 形 进行 了 
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现代 摘 述 。 

1962 年 了 . Klein， 用 特殊 外 微分 法 建立 了 开 Iein 体系 的 
Tagrange 方程 。 

1970 年 ”及 . Hermana 发 展 了 Cartan 的 微分 形式 理论 和 
EE. Ehresmann 的 射 - 流 形 理论 。 

1973 年 ”0Q.K.Ghori 等 给 出 了 非 完 整 力 学 系统 的 Poincare 
方程 。R. Hermann 研究 了 一 类 具有 特殊 Pfaff 约束 系统 的 力学 
系统 的 微分 儿 何 结构 。 

1974 年 OO. K. Ghori 等 推广 了 familiton-Jacobi 理 论 ,并 
得 到 了 变质 量 非 完整 力学 系统 的 Poincaré 方 程 。W. M. 【ulc- 
zyiew 讨论 了 Hamilton 系统 、Lagrange 系统 及 Legendre 变换 ， 
对 两 个 系统 之 间 的 等 价 性 作 了 探讨 。 

1977 年 、G. B. Edelen 研究 了 完整 非 保守 和 非 完 整 非 保守 
系统 的 Lagrange 力学 。 

1978 年 ” 射 - 流 形 的 一 个 推广 由 W. M, Tulczyjew 作出 。 

1982 年 ”及 . Hermann 从 Lagrange 的 观点 探讨 了 一 般 力学 
系统 的 微分 几何 结构 。S. Benenti 讨论 了 分 析 力 学 中 的 华 关 系 。 
FF. Cantrijin 得 到 了 完整 非 保守 力学 系统 的 Noether 型 定理 。 

1984 年 ”FF. Cantrijin 进一步 研究 完整 非 保 守 力 学 系统 的 华 
结构 。]. 下 . Werth 推广 了 Legendre 变换 ， 讨 论 了 非 保 守 的 
Hamilton 力学 和 Lagrange 力学 的 等 价 问题 。 

1985 年 M. DE. Le6n 等 用 拟 柱 结构 得 到 了 经 典 完 整 高 阶 
力学 系统 的 广义 Klein 形式 的 运动 万 程 。 


7.6.3 关于 近代 分 析 力 学 


所 谓 “ 近 代 分 析 力 学 ”是 指 用 和 近代 数学 ， 特 别 是 用 近代 微分 
几何 (包括 流 形 ， 张 量 欠 ， 微 分 流 形 ， 六 流 形 守 来 描述 有 的 分 析 
力学 。 微 分 几何 与 力学 大 有 “ 媚 绿 ， 这 种 “姻缘 不 仅 从 数学 观 
所 上 提供 了 更 严格 的 表达 ， 面 且 可 以 使 我 们 更 好 地 了 解 其 物理 内 
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容 。 在 近代 分 析 力 学 方面 ， 被 称 之 为 “圣经 ”的 有 三 本 著作 ， 即 
Abraham and Marsden (1978, 1980), Apgonpr(1974)')», 
以 及 Godbillon (1969)46 的 书 。 

这 代 分 析 力 学 的 主要 内 容 有 以 下 三 个 方面 : (1) 流 形 和 La- 
grange 力学 ; (2) 邓 流 形 和 下 amilton 力学 (3) KAM 定理 。 
在 这 一 章 里 ， 我 们 涉及 到 前 两 个 方面 ， 当 然 ， 也 涉及 到 非 完整 系 
统 动 力学 的 几何 描述 ， 至 于 第 三 个 方面 的 有 关 问 题 将 在 下 一 章 讨 
论 。 

过 年 来 ， 国 际 上 十 分 重视 对 近代 分 析 力 学 的 研究 。1982 年 6 
月 在 意大利 都 灵 名 开 的 国际 分 析 力 学 近代 发 展 讨论 会 上 ， 许 多 力 
学 家 、 数 学 家 和 物理 学 家 介绍 了 他 们 在 近代 分 析 力 学 方面 的 研究 
成 果 … 。 加 拿 大 学 者 W. M. Tulczyjew 介绍 了 “Lagrange 力学 
的 几何 基础 ， 意 大 利 学 者 S. Benenti 介绍 了 “分 析 力学 中 的 辛 
关系 ， 法 国学 者 J 了 . M. Souriau 介绍 了 “二 体 问 题 的 整体 几何 ”， 
美国 科学 家 J. 上. Marsden 等 介绍 了 “有 对 称 性 的 了 Hamilton 系 
统 ， 法 国学 者 C,. M. Marle 介绍 了 “分 析 力 学 中 的 接触 流 形 , 正 
则 深 形 和 Hamilton-Jacobi 方法 ”等 。 

从 80 年 代 初 ， 我 国力 学 工作 者 也 开始 在 近代 分 析 力 学 方面 
作出 了 一 些 贡 献 “-”)。 不 过 总 的 说 来 , 显得 还 很 薄弱 , 尚 需 努 力 。 


习 次 


1 . 设 中 :M"N? 是 映射 ,M"、N "是 微分 流 形 。 试 证 ， 车 (U ,9)、 
(VU,9') 是 M"” 上 的 图 ，(V ,Vy)、(V ,WwW1) 是 ”上 的 图 ， 且 中 (7)CT， 
由 | 

中 =Wo 斩 op-: 
是 cr 的 充分 必要 条 件 是 更 1= 凡 ic 四 o(90-: 是 的 。 

2。 设 中 :1 一 NM 是 微分 间 胚 ,XE 2 (Mm)，7Y:IUCM" 是 在 
x € Mm" 的 积分 曲线 ，F, 是 其 流 。 试 证 : B07Y 是 四: 于 在 中 (x) E Na 的 积 
分 曲线 ， 且 其 流 是 外 0 Fo 中。 
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3 . 设 P.=e'* 是 EE 中 线性 矢量 场 六 的 流 ， 试 证 ， 方 各 


% 二 X(X) + f(x) 
的 市 有 初始 条 件 x。 的 解 满足 如 下 积分 方程 


£—s) 


f 
X(t) 一 Be wo +| e\ p(X(s)) ds 


4 。 如 果 对 M” 上 的 每 一 点 * 都 存在 一 个 邻 域 0， 使 得 f€ 个 ()， 
Zxf=Yyf， 试 证 =Y。 
5 。 设 侍 .YE2(M”)，Ft 和 cc 分 别 是 其 流 ， 试 证 下 述说 法 等 价 : 
(C1) [X,YI)=0; 2) DY =Y (3) FOG=G.OR 
6。 设 a 是 2- 形 式 ,B 是 1- 形式， 证 
(GAB) (XI, TK, Rs) = (RI, Xe) BR) — OXI, X3) P(X,) 
z +a(Xs, XK) (XX)) 
其 中 1 六 2, XE 多 (am) 。 
7. 设 @ 是 MM" 上 的 一 个 形式 ,fE FI(CM"m)， 且 对 任意 的 *€ M"， 
1xz) 天 0。 者 Jo 是 恰当 的 ， 试 证 存在 1- 形 式 86， 使 得 
dw = AwW, dwAw=0 
8 六 (M3"”,， 2) 是 广 流 形 ，f :Mm M3” 是 局 部 微分 同 胚 , 则 当 且 公 
当 对 任意 两 个 定向 的 、 紧 的 流 形 B 和 6B， 有 
| 0-| 4 
他 了 LoB,) 


时 ，f 是 学 的 。 其 中 BCM?" 是 子 流 形 。 

9。 设 XE 80M"M), 定 义 Px:T*+M">R:IPx(Qx) =Qr(X(Y)) YE MM", 
Qar € TM"m。 斌 证 如 果 X.YE (Mm")， 那 么 在 自然 窑 结 构 上 {Px, Py} = 
— Pexyyyo 

10。 设 (M2?m, 8) 是 辛 流 形 ， 区 是 一 个 局 部 Hamilton 矢量 场 ，o 是 
M2?m 上 的 2m- 形 式 ， 且 

W= fwn, om 一 CA 
mm 个 

试 证 @ 是 关于 六 的 一 个 不 变形 式 当 且 仅 当 三 是 一 个 不 变 国 数 。 

11。 设 工 ;TM"->R 是 Laperange 函数 ， 其 Lagrange 矢量 场 为 Xp。 设 
D;M">N" 是 微分 同 胚 ，7@ :TM"m>TN" 是 中 诱导 出 来 的 映射 。 那 么 关 
于 工 =LOTO@ !' 的 Lagrange 矢量 场 是 (TD)yXE。 
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12。 
数 定 丈 ， 


13. 


其 中 


14。 


设 吓 pr 是 华 流 形 《〈7172 42) 上 和 的 Hamiliton 和 天 量 场 ，Hamilton 时 
其 流 是 已 。 则 对 任意 的 /6E 已 (2 )， 有 


- d mt 
7 Cf OFs) = {foOF,, HH} 


设 CM2m, 8) 是 辛 流 形 ，f .gE€FPFICM?2m), 则 a{f, ge} = {df, de}。 


{df, dg} = ~- Pxyde + Zxdf td(ixptx,ed) 
设 CM2m, 8) 是 注 流 形 ，(0 ,98) 是 Wm" 上 的 一 张 图 ，9? (2) = 


{I (1) 9 g™(w) 》 Pi(1), ”0 pm(w)}, 则 | (UO) 是 六 图 ， 即 


Q= >》 dpihdg', 当 且 仅 当 


15 。 


{gq', 9 人 =0，{95 py} =61 
{pi, 内/ 三 了 
设 工 :TAMU" 3R 是 一 个 Lagrange 图 数 〈 可 能 是 退化 的 ) ,更 :7 一 > 


M" 是 一 个 微分 同 胚 ，7Y@:TMH"m TM” 是 诱导 映射 , 且 中 满足 起 = 记 
试 证 (Tg@)*04= 604， 并 且 TG@ 是 辛 的 。 
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第 八 章 ”Hamilton 系统 的 混沌 初步 


“牛顿 力学 认为 ， 凡 是 初始 条 件 已 知 ， 所 受 的 作用 的 规律 已 
知 ， 则 以 后 的 运动 或 动态 全 是 确定 性 的 。 但 是 研究 发 现 ， 由 牛顿 
运动 定律 所 得 的 微分 方程 组 的 解 也 会 出 现 随机 运动 ， 用 任何 可 实 
现 的 办 法 对 初始 条 件 进 行 精确 的 测量 和 对 轨道 作出 的 精确 计算 都 
不 能 准确 预言 运动 物体 在 长 时 间 后 的 位 置 和 速度 。 确 定性 的 系统 
在 长 时 间 内 就 成 为 不 可 预测 的 ， 所 得 的 结果 好 象 是 随机 的 ， 我 们 
把 这 种 随机 性 称 为 动力 系统 的 内 在 随机 性 ， 或 称 作 混 沌 "'’。 

力学 系统 可 以 分 为 可 积 系 统 和 不 可 积 系 统 。 可 积 系 统 只 存在 
平移 运动 ， 周 期 运动 和 准 周 期 运动 。 而 不 可 积 系 统 还 存在 着 混沌 
运动 。 现实 世界 中 大 部 分 运动 都 是 不 可 积 的 ， 因此 混 池 运动 是 一 
种 普遍 的 运动 形式 '。 

本 章 将 考虑 具有 较 少 自由 度 (主要 是 二 自由 度 ) 的 简单 
Hamilton 系统 ， 并 显示 在 大 多 数 情况 下 ， 它 们 在 相 空 间 的 运动 
部 是 十 分 复杂 的 ， 既 不 是 规则 运动 ， 也 不 是 简单 的 各 态 历 经 的 ， 
而 是 规则 运动 与 混 油 运动 共存 的 。 因 此 使 我 们 了 解 到 经 典 分 析 力 
学 中 大 多 数 教科 书 中 讨论 的 规则 运动 仅仅 是 一 种 例 外 的 特殊 情 
形 。 

本 章 主 要 介绍 研究 保守 及 amilton 近 可 积 系 统 运动 所 需 的 基 
础 知识 和 基本 方法 ， 即 一 些 基本 概念 ; 作用 - 角 变 量 ， 经 典 摄 动 
理论 ; 慷 渐 不 变量 ， 长 期 摄 动 理 论 ， Hamilton 系统 和 正则 上映 
射 。 此 外 还 给 出 近 可 积 Hamilton 系统 运动 的 整体 描述 ， 妈 著名 
的 KAM 定理 ， 以 及 Poincaré-.Birkhoff 定理 和 Arnold 扩散 的 
概念 。 
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8.1.1 相 空 间 中 的 运动 


考虑 名 个 自由 度 系 统 的 有 amiiton 正则 方程 

oN ,_0H 
0g’ Ope? 
相应 这 些 方程 存在 2 个 运动 常数 ， 它 们 是 初始 广义 坐标 和 广义 
动量 。 这 些 常数 唯一 地 决定 了 系统 其 后 的 运动 。 此 运动 可 以 孝 虑 
为 太 在 系统 的 2% 维 相 空间 中 的 运动 ， 基 运动 轨迹 有 如 下 的 特 
FT 


hb 必 


(t=1], eH) (8.1.1) 


( 1 ) 相 空 间 的 轨迹 在 一 个 给 定时 刻 是 不 相交 的 ， 这 可 以 由 
锣 始 条 件 唯 一 地 决定 其 后 的 运动 这 一 事实 得 出 。 显 然 ， 如 果 两 条 
轨迹 相交 ， 那 么 它们 在 那 一 时 刻 具 有 相同 的 p 和 4 值 ， 因 此 其 后 
的 运动 便 是 相同 的 。 假 如 Hamilton 函数 不 显 含 时 间 ， 则 相 空 间 
的 轨迹 便 独 立 于 时 间 ， 并 在 相 空间 不 可 能 交叉 。 很 明显 ， 对 于 增 
加 一 维 时 间 坐 标的 扩充 相 空间 来 说 ， 即 使 Hamilton 函数 是 时 间 
的 周期 函数 ， 相 轨迹 也 不 会 交叉 。 

( 2 ) 相 空间 中 在 时 刻 所 由 边界 C1 包围 的 一 组 初 始 条 件 将 


人 L (f= 1 ) 


图 8,1 相 空 间 的 轨迹 


一 700 一 


变换 到 肝 刻 ft 由 边界 CC; 包 用 的 为 一 组 初始 条 件 。 这 两 组 彻 始 条 
件 在 ?> 决定 间 样 的 运动 。 这 是 第 一 个 特性 的 直接 推论 , 关 为 由 
边界 内 的 初始 条 件 决定 的 运动 轨迹 当 灾 过 边界 上 时， 其 随后 的 运动 
- 边 宽 其 有 同样 的 初始 条 件 ， 因 而 这 些 彻 始 条 件 将 和 其 边界 间 样 
移动 。 此 特性 使 是 传递 性 ; 决定 系统 运动 的 一 大 组 初始 条 件 可 以 
出 相 比 之 下 小 得 多 的 一 组 初始 条 件 替 代 。 

(3) 考虑 表示 系统 一 种 可 能 状态 的 所 有 初始 条 件 的 总 体 。 记 一 - 
修 给 定 总 体 的 概率 或 系统 的 点 在 相 空 间 的 密度 分 布 为 

=7+(p,q,71) (8.1.2) 

如 玉 将 7 归 一 化 使 得 


| ri aps.dg,=1 (8.1.3) 
所 有 空间 + 


那么 4d 多 =r 和 TT dpidg; 是 时 刻 t 点 的 概率 ， 其 总 体 具有 与 第 对 
正则 坐标 在 和 和 9:+dgi 以 及 p:+dp; 之 间 位 置 相应 的 初始 条 
件 。 相 点 4 及” 在 无 穷 小 相 空间 体积 
| aprqy， 
中 数量 的 变化 速度 可 以 由 连续 方程 
+ 六 (qd Ap) + 2 (dh) |= 0 (8.1,4) 


来 获得 。 对 上 址 除 以 体积 可 以 得 到 在 相 空 间 中 一 固定 位 置 的 密度 
变化 速率 


D br 1 Dr 04; 
下 
考虑 到 Hamilton 方程 (8,1.1)， 有 
; OT  , Or OT 
(6 jp + go )+ bt (8.1.6) 
这 就 是 相 空 间 中 波 的 不 可 压缩 性 。 此 结果 便 是 著 名 的 Liouville 
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定理 。c 


8.1.2 扩充 相 空间 


考虑 显 含 时 间 1 的 于 amilton 函数 五 ,根据 了 amilton 原理 ， 
有 . 


"| (Ep g, ) jd |=0 (8.1.7) 
引进 参数 <， 可 将 上 式 写成 形式 


中 (pl 和 一 玉生 )ac=0 (8.1.8) 
A 
p; = fp:, d:;= gi 三 1, 
Pi Pe giTg 0 0 8.1.9) 
put+1=—H, ga+1=t+ 
可 以 得 到 五 amilton 原理 的 新 形式 
《2 办 十 dr 
ol > Bde= 0 (8.1.10) 
¢1 1=1 


这 里 我 们 将 一 如 和 志 与 新 的 224+2 维 扩充 相 空间 的 其 它 广 闵 动 
车 和 三 义 坐标 一 样 看 待 ， 并 且 相 流 以 “时 间 ”< 为 参数 。 

对 新 的 坐标 《pp， 一 且 , gq, 了 ) 的 新 的 HHamilton 函数 可 以 由 
苹 困 数 


下 0 (8.1.11) 
1 = 1 
导出 。 根 据 式 (5.3.25)， 有 
万 (p, gq9)=H(p, 9,i1)—H (8.1,12) 
新 的 Hamilton 正则 方程 为 
dp;: 88 dq; 0 万 有 
de -一 Og; 3 de 和 Op; ， (ts 二 1， > 如 十 ]) (8.1.13) 


在 扩充 相 空 间 生 成 相 流 的 新 的 Hamilton 函数 是 不 显 含 “ 时 
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间 ”“ 的。 由 (8.1.13) 中 宇 王 2+1 的 方程 ， 可 以 得 到 
fc) 一 5 和 .HH=const,. 
因此 我 们 有 如 下 的 命题 。 

命题 有 具 有 显 含 时 间 的 五 amilton 户 数 的 系统 的 运动 等 价 于 
在 不 显 含 时 间 的 Hamilton 图 数 上 附加 一 个 自由 度 的 运动 。 

逆 命 题 也 成 立 。 给 定 一 个 不 显 含 时 间 的 Hamilton 函数 互 ， 
其 有 zt 个 自由 度 ，2 2 维 相 空间 。 选 择 任 一 广义 坐标 为 新 的 “时 
间 ”<。 与 此 广义 坐标 共 罗 的 广义 坐标 便 代 表 一 个 显 含 “时 间 ” 的 
自 由 度 为 4 一 1 的 新 且 amilton 图 数 ， 它 生成 2% 一 1 维 缩减 相 和 所 
间 中 的 运动 。 例 如 ， 给 定 

Hl(p, 9)=Ho (8.1.14) 
今 
pb;= p;, 9;= 0g;, (2Z=]1, ", %—1) (8.1.15) 
由 式 (8.1.14) 解 出 ps 二 ps(P，9,9s)， 然 后 令 玉 =p 和 <= 
q+， 我 们 可 以 获得 缩减 相 空 间 (P，9) 中 的 新 Hamilton 方程 具 
有 形式 (8.1.13)， 这 里 新 的 了 amilton 函数 显 仿 “时间 ”6¢。 

通过 这 种 方法 ， 对 不 显 含 时 间 的 %* 个 自由 度 的 及 amilton 后 
数 系统 建立 的 理论 可 以 应 用 于 显 含 时 间 的 mn 一 1 个 自由 度 的 Ha- 
milton 消 数 系统 中。 特别 是 ， 一 个 二 自由 上 度 的 不 显 含 时 间 的 
有 amijton 国 数 与 一 个 单 自 由 度 的 显 含 时 间 的 五 amilton 国 数 是 
动力 学 等 价 的 。 


8.1.3 作用 积分 


现在 过 论 在 固定 时 刻 寺 计算 的 Poiacaré 相对 积分 不 变量 和 
由 不 显 含 时 间 的 卫 amilton 国 数 描述 的 一 维 振动 系统 的 作用 积分 
之 则 的 关系 。 定 义 作 用 积分 为 


7 = 中 pdg (8.1.16) 
这 里 是 相对 振动 在 时 间 上 的 一 个 循环 而 积分 的 。 
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在 扩充 的 相 空 间 中 ， 对 于 单 自由 度 的 振动 系统 ，Poincarg 
相对 积分 不 变量 可 以 写成 
$F (Bag —Hat) =const. (8.1.17) 
这 里 ， 积 分 路 径 在 4 二 const.,。 但 是 因为 4 可 以 任意 选 择 ， 新 的 
路 和 伦 ， 现 在 已 包含 时 间 的 变 分 ， 可 以 这 样 选 择 使 得 它 的 一 部 分 涪 
着 相 空 间 中 系统 的 实际 轨道 上 。 对 于 瓦 =const. 这 种 特殊 情况 ， 
坏 统 任 何 封 闲 路 符 ， 上 式 第 二 项 都 是 零 。 因 此 有 
Pp pag =const. (8.1.18) 
现在 ， 我 们 环绕 轨道 管 积 分 ， 如 贸 8.2 所 示 ， 积 分 由 两 部 分 
组 成 
pay= | pag+ | pdag C8.1.19) 
C1 : C; 
其 中 Ci 是 沿 着 一 个 整 循 环 的 路 人 径 。 对 于 周期 系统 ，Ci 的 端点 有 
相同 的 8 值 。 因 此 ， 路 径 C: 可 以 这 样 选择 ， 使 得 8 =const.。 


图 8,2 作用 积分 的 计算 路 径 


于 是 
zae= | pdg (8.1.20) 
与 式 (8.1.17) 比较 ,有 
| pdq=const.=2 工 / (8.1.21) 
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这 表明 了 作用 积分 与 这 种 情况 下 的 相对 积分 不 变量 的 等 价 性 。 作 
用 积分 十 分 重要 ， 因 为 它 组 成 了 作用 -和 角 坐 标 中 的 正则 动量 。 此 

外 ， 它 是 系统 运动 的 一 个 浸 渐 (adiabatic)〉 不 变量 , 即 与 上 述 振 
动 周期 在 时 间 上 相 比 较 变化 缓慢 的 Hamilton 函数 的 近似 常数 。 


8.1.4 截面 


Hamilton 流 的 中 心 是 关于 Poincaré 截面 的 定义 。 对 于 一 -个 
二 自由 度 的 自治 系统 ， 相 空间 是 四 维 的 。 我 们 在 相 空间 选择 一 个 
二 维 面 六 «并 标记 其 两 面 ( 例 如 左 和 右 );。 然 后 ， 研 究 一 条 轨迹 
与 此 曲面 的 逐次 相交 。 这 些 交 点 是 由 轨迹 每 次 在 特定 意义 下 (如 
从 左 到 右 ) 穿 过 此 截面 而 产生 的 。 

一 种 特别 方便 的 选择 截面 江 x 的 方法 如 下 。 首 先 注意 到 在 四 
维 相 空间 里 ,. 轨迹 是 在 三 维 等 能 面 HP, pz, 91,92)=, 上。 这 
个 方程 定义 了 一 个 关系 ， 使 得 两 个 变量 中 任 一 个 ， 例 如 ps 可 以 
表示 成 其 它 三 个 变量 的 函数 

P:= pi(p1, II2) (8.1.22) 

因此 ， 我 们 考虑 轨迹 问 三 维 体积 (Pi,91,9:) 上 的 投影 。 如 果 运 
动 是 有 界 的 ， 那 么 这 个 体积 中 的 平面 9; = const .将 被 轨迹 重复 地 
罕 过 。 这 个 平面 由 坐标 9: 和 其 共 物 动量 p 组 成 ， 便 可 选 为 Poi- 
ncaré 截面 。 如 果 我 们 画 出 运动 轨迹 与 截面 逐次 相交 的 交点 ， 它 
们 一 般 来 说 会 出 现在 平面 上 一 类 有 寞 区 域 的 任何 部 分 。 如 果 返 动 
除了 能 量 积分 外 还 存在 首次 积分 


Il(p, ps, 好 1 gq2) = 二 Const. (8.1.23) 
山 联 合式 〈8.1.22) 和 (8.1.23) 可 以 得 到 
Pi1= Pi(gi1, 9;) (83.1.24) 


因此 运动 轨迹 逐次 穿 过 截面 必然 在 vs =const. 的 一 条 唯一 的 曲线 
上 。 所 以 ， 通 过 检验 轨迹 与 截面 交点 这 种 方式 ， 可 以 确定 运动 不 
变量 的 存在 性 。 一 旦 确定 了 其 存在 ， 则 光滑 曲线 可 用 来 检验 局 部 
稳定 性 和 其 它 有 趣 的 东西 。 
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图 8.3 Poincaré 截面 


必须 福 意 ， 特 殊 的 截面 《Zp1, 41) 恰恰 是 原先 豆 amilton 系 

统 的 缩减 相 空间 。 逐 次 的 军 过 一 个 个 都 是 通过 由 Hamilton 方程 

决定 的 正则 变换 来 获得 的 。 因 此 截面 上 由 封闭 曲线 作为 边界 的 区 

域 的 面积 在 逐次 罕 过 截面 时 是 不 变 的 。 这 个 重要 特性 可 以 直接 证 
明 如 下 : 人 关于 

di 一 人 dg+ 5 dy, dp— bdg+ of dx (8.1.25) 

这 里 2 和 7 被 认为 是 在 截面 上 取 的 初始 位 置 和 动量 。 代 入 母 销 数 

2.(4,， Pp) 的 偏 导 数 ， 并 把 dp 和 dg 解 出 为 d4 和 d% 的 图 数 ， 那 


么 


本 Pi F 
dg= (Fis — te )d + Ftd 


六 (8.1.26) 
dp =— EF qd/+ 元 


1 1 
Fy 


这 里 为 了 紧凑 起 见 , 记 人 5 一 FP;。 上 式 的 系数 行列 式 等 于 从 (7 


54) 到 (g, 8) 的 变换 的 Jacobi 行 列 式 ， 可 以 看 到 是 等 于 1 的 
因此 变换 是 保 面 积 的 。 

截面 的 概念 可 以 推广 到 2>>2 的 系统 ， 即 两 个 以 上 自 由 度 系 
统 。 对 于 4 个 自由 着 的 不 显 含 时 间 的 有 amilton 函数 ， 相 空间 的 
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等 能 面 是 2 “一 1 维 的 。 和 前 面 一 样 ， 我 们 把 某 一 个 广义 坐标 , 例 
如 ps 解 为 其 它 广义 坐标 的 函数 ， 并 考虑 轨迹 与 2 一 2 维 截面 
gs 二 Const. 的 逐次 相交 。 此 截面 县 有 华 标 pis pr-i1, 41 ， 
g。:， 它 也 是 缩减 的 相 空间 ， 其 中 保 体 积 性 质 成 立 。 如 果 运动 存 
在 一 个 或 多 个 不 变量 ， 那 么 轨迹 与 截面 的 交点 将 在 维 数 小 于 
2 % 一 2 的 一 个 唯一 的 曲面 上 。 否 则 交点 将 充满 截面 内 22% 一 2 维 
的 体积 。 

对 于 多 维系 统 ， 如 果 运 动 的 每 一 个 自由 度 都 是 近似 可 分 离 
的 ， 那 么 将 截面 向 (fp;, 9;) 平面 的 % 一 1 次 投影 是 一 种 显现 运动 
轨迹 点 的 有 效 方式 。 对 于 那些 对 《〈 畏 ,gj) 坐标 完全 可 分 离 的 规 
则 轨迹 来 说 ， 运 动 在 每 个 (pi, 9;) 平面 是 保 面积 的 , 在 第 + 个 自 
由 度 存 在 一 个 运动 不 变量 ， 轨 迹 交 点 在 (pi, 9;) 平面 上 的 一 光滑 
曲线 上 。 然 而 ， 对 于 一 个 大 于 两 个 自由 度 的 系统 ， 它 是 近似 可 分 
离 的 ， 即 使 对 规则 轨迹 ， 其 与 截面 的 交点 投影 到 任 一 个 (万 ，2;) 
平面 ， 也 不 一 定 在 光滑 曲线 上 ， 而 是 充满 具有 有 限 面积 的 圆 环 区 
域 。 此 圆 环 的 厚度 与 在 (pi, 9;) 的 接近 完全 可 分 离 的 程度 有 关 。 
在 这 种 情况 下 ， 与 截面 的 交点 在 一 个 n 一 1 维 的 曲面 ， 它 向 (i;， 
4;) 平面 的 投影 是 一 个 有 限 区 域 。 


8.1.5 可 积 系 统 和 近 可 积 系统 


1. 可 积 系 统 

考虑 一 nw 个 自由 度 的 耳 amilton 系统 ， 如 果 我 们 总 可 以 找到 
一 组 广义 坐标 ， 使 得 在 这 组 广义 坐标 下 其 Hamilton-Jacobi 方 
程 可 以 分 离 成 % 个 独立 的 方程 ， 每 一 个 方程 对 应 一 个 自由 度 ， 那 
么 我 们 称 此 系统 为 可 积 系 统 ， 有 时 也 称 作 完全 可 积 或 完全 可 分 离 
系统 。 分 离 常 数 ci 便 是 隔离 积分 或 运动 的 完全 不 变量 ， 因为 每 


一 个 不 变量 通过 在 某 正 则 坐标 下 的 特性 22- = (9;) 隔离 一 个 自 
由 度 ， 一 个 郊 自 由 诬 的 Hamilton 各 数 可 积 的 必要 充分 条 件 就 是 
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存在 % 个 独立 的 隔离 积分 。 

这 即 个 独立 的 积分 必须 是 内 旋 的 ， 即 它们 相互 之 间 的 了 Poi- 
sson 括号 必须 为 零 " ， 也 就 是 说 (ai, 2;) 二 0。 这 保证 了 2 是 变 
换 后 坐标 系统 新 的 动量 的 完全 集合 。 任 何 & 的 %* 个 函数 的 完全 
集合 ， 例 如 后 面 将 要 讲 到 的 作用 角 变 量 J; 便 是 一 组 隔离 积分 。 这 
些 国 数 的 Poisson 括号 目 动 为 零 。 

可 积 系 统 的 典型 行为 是 周期 和 谁 周期 运动 。 所 请 准 周期 运动 
发 生 在 各 种 频率 之 比 为 无 理 数 时 。 

2， 近 可 积 系 统 

我 们 将 这 样 的 五 amilton 系统 ， 其 可 以 当 作 可 积 系 统 的 摄 
动 ， 称 作 近 可 积 系 统 。 

近 可 积 系 统 的 突出 特点 是 ， 规 则 运动 轨迹 与 混沌 区 域 同 时 出 
现 ， 紧 密 地 混和 在 一 起 。 对 于 二 自由 度 自治 系统 来 说 ， 规 则 轨 线 
分 隐 看 意 沪 区域。 这 些 混 沌 轨迹 是 由 确定 性 的 ， 不 含 任何 附加 的 
特点 “随机 力 ” 的 Hamilton 方程 导出 的 运动 的 自发 结果 。 对 于 
两 个 以 上 自由 度 的 自治 系统 ， 规 则 轨迹 不 再 能 分 隔 混沌 区 域 ， 这 
些 疮 沌 区 域 联 成 一 个 网 络 ， 这 便 是 Arnold 扩散 现象 。 所 有 这 些 
都 是 我 们 在 本 章 要 研究 的 内 容 。 


8.1.6 转动 和 援 动 

周期 性 运动 可 以 根据 其 运动 过 程 中 速度 的 符号 是 否 改 变 而 分 
成 两 种 类 型 。 

对 于 单 日 由 度 系 统 ， 如 果 系 统 的 运动 是 周期 性 的 ， 其 坐标 4 
可 以 表示 成 时 间 的 国 数 ， 那 么 如 果 在 运动 的 一 个 周期 中 

(1 ) 5 总 是 具有 同样 的 符号 ， 则 运动 被 称 为 转动 。 

(2) 9 改变 了 符号 ， 则 称 其 为 摆动 。 

于 然 ， 振 动 是 摆动 。 如 宁 相 空间 是 整个 实 线 ， 那 么 转动 是 不 
可 能 的 ， 因 为 8 的 过 续 增 加 或 减少 不 会 是 周期 运动 。 但 是 ， 如 果 
位 形 空 间 是 圆 ， 那 么 转动 和 摆动 都 可 能 发 生 。 因 此 周期 性 运动 的 
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类 型 依赖 于 位 形 空 间 的 拓 扩 结构 。 如 有 果 位 形 空间 是 一 个 平面 ， 于 
么 在 贺 或 任何 封闭 曲线 上 的 运动 相应 于 摆动 。 转 动 只 有 在 相 空 间 | 
汐 图 十 9 的 周期 滑 数 时 才 出 现 。 : 
对 于 多 自由 度 系统 ， 我 们 可 以 如 下 定义 摆动 和 转动 : 
如 来 对 于 每 一 个 日 由 度 
( 1) pp; 和 9; 都 是 时 间 的 同样 周期 的 负数 ， 这 便 是 摆动 。 
(2) pp; 是 9; 的 周期 议 数 ， 这 就 是 转动 。 
每 一 个 自由 度 的 周期 可 以 不 相同 。 如 果 周 期 之 比 不 是 有理 
数 ， 那 么 运动 证 称 为 拟 周 期 性 或 准 周 期 性 。 


$8.2 作用 - 角 变 量 


” 


8.2.1 作用 - 角 变 量 


用 来 建立 一 个 问题 的 表达 式 的 变量 ， 并 不 总 是 求解 问题 的 最 
容易 的 变量 。 一 般 来 说 ， 我 们 当 第 希望 用 一 个 相对 简单 的 系统 的 
解 做 为 复杂 问题 求解 的 出 发 点 。 因 此 ， 我 们 希望 能 选择 这 样 的 变 
量 ， 使 得 比较 简单 的 问题 的 解 能 以 最 简洁 的 方式 表示 出 来 。 对 于 
保守 自治 的 Hamilton 可 积 系 统 来 说 ， 这 些 变量 便 是 作用 -和 角 变 
最 。 

对 于 独立 于 时 间 的 一 维 了 amilton 系统 ， 系 统 存在 着 一 个 不 
恋 量 ， 即 能 量 积分 。 对 于 独立 于 时 间 的 % 个 自由 度 系统 ， 如 果 
HHamilton-Jacobi 方程 对 基 组 坐标 完全 可 分 离 ， 即 是 可 积 系统 ， 
那么 也 可 以 找到 4 个 不 变量 。 我 们 用 S$ 这 个 通用 的 符号 来 代替 第 
一 类 母国 数 了 ;,。 假 设 存在 一 分 离 解 

S = > ,Si(gi, ai an) (8.2.1) 


其 中 a; 是 相应 于 运动 的 %* 个 不 变量 的 新 的 广义 动量 。 如 果 Ha 
milton 国 数 可 以 与 成 分 离 形式 
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人 由 


H= 7; (0 g: (8.2.2) 


则 了 amilton-Jacobi 方程 可 以 分 离 为 nn 个 方程 
7 一 Qi (8.2.3) 
我 们 可 以 将 5S; 解 为 9; 的 函数 。 新 的 动量 ci 于 是 便 成 为 Hami- 
iton-Jacobi 方程 的 分 离 常数 ， 并 且 满 足 

> ol 一 五 。 (8.2.4) 


新 旧 广 闵 坐 标 间 的 关系 满足 式 (5.3.25)。 新 的 了 Hamilton 函数 
互 仅 是 动量 w; 的 函数 ， 并 且 Hamilton 运动 方程 很 易 求解 。 

选择 分 离 第 数 w; 作为 新 的 动量 是 任意 的 。 我 们 同样 可 以 选择 
作为 a; 的 独立 函数 的 % 个 J; 


[i= i(Q) (8.2.5) 
作为 新 的 广义 动量 。 由 这 % 个 方程 反 解 出 a; 
Qj;= Qi() (8.2.6) 
将 它 代 入 式 (8.2.1)， 则 变换 到 新 动量 六 的 母国 数 可 以 表示 为 
S(g, J)=S(g, a(J)) (8.2.7) 
新 的 了 amilton 因数 为 
H(J)= >ai()) (8.2.8) 


同样 ， 瑞 amilton 方程 可 以 被 容易 地 解 出 。 
对 于 完全 可 分 离 的 周期 性 系统 ， 一 种 选择 J ;作为 a; 的 函数 
的 特殊 方法 是 非常 有 用 的 。 为 了 定义 作用 量 J'; 作为 ws 的 函数 ， 
我 们 先 做 作用 积分 ， 并 且 利用 (5.3.25) 第 一 式 来 代替 p;， 则 
] OS (gq;, &) 


1 
7=- 计 中 pdayg = bo dq: (8.2.9) 


其 中 fi， “0, fs 是 新 的 广义 动量 。 反 解 上 式 可 以 得 到 新 的 母 图 数 
S(9，J ) 。 
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根据 式 (8.2.8), 显然 1 ;二 一 B30 = 因此 J = const ， 
8 ee (8.2.10) 
因此 共 力 坐标 给 出 为 
0; = wt+ p, (8.2.11) 


其 中 w; 和 Bi 是 常数 。 相 对 于 一 个 完整 的 振动 周期 了 ， 积 分 9;， 
得 到 


A0:=| ap, 一 ai (8.2.12) 
但 由 (5.3.25) 第 二 式 ， 有 
8 85S 
d0:; = 5 Bj dg (8.2.13) 
将 式 (8.2.13) 代入 式 (8.2.12)， 人 有 


85 
4A0= 7 中 的 dg = 57 7 bidg:= 27 (8.2.14) 


比较 式 (8.2.12) 与 (8.2.14)， 有 
人 ;及 一 2 Xx 《8.2.15) 
这 表明 常数 。 恰恰 是 振动 的 圆 频率 。 因 此 ，、 作 用 - 角 变 量 公式 给 
我 们 提供 了 一 种 不 需要 求解 运动 方程 而 得 到 振动 频 率 的 简便 方 
法 。 如 果 我 们 研究 的 系统 是 近 可 积 系统 ， 那 么 几 平 总 可 以 预先 作 
一 个 给 定 系统 可 积 部 分 到 作用 - 角 变量 的 变换 ， 以 便于 系 统 进 一 
步 用 报 动 理论 或 其 它 方法 来 进行 研究 。 


8.2.2 作用 - 角 变 量 的 应 用 


下 面 过 论 作 用 - 角 变 量 对 单 自由 度 的 Hamilton 系统 的 具体 
应 用 。 
对 于 单 日 由 度 豆 amilton 系统 来 说 ， 相 当 一 部 分 运动 是 时 间 
的 周期 国 数 ， 即 是 摆动 或 者 转动 。 作 用 - 角 变 量 对 这 两 种 情况 都 
适用 ， 只 存在 微小 的 区 别 。 我 们 先 考 虑 摆动 ，、 它 要 求 相 曲 线 是 闭 
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的 ， 但 不 是 一 个 分 界线 。 为 此 我 们 选择 如 下 形式 的 Hamilton 国 
数 
Ht(y, Dp) 一 -人 
其 典型 的 势能 和 相 曲 线 如 图 8.4 所 示 。 
在 (gq, PP) 坐标 表示 中 ， 能 量 厂 的 相 曲 线 由 下 面 的 双 值 函数 


+V(g) (8.2.16) 


plg, E)=+I2m(E VI (8.2.17) 
这 种 多 值 性 是 难以 令 人 满意 的 。 因 此 ， 我 们 转 而 寻求 一 种 新 的 共 
弧 变 量 ， 即 作用 -有 角 变 量 (8, J)， 它 们 县 有 这 样 的 特性 : (1) 每 
一 条 相 曲 线 唯 一 则 由 /了 确定， 并 且 / 沿 每 条 相 曲 线 均 是 笛 数 。 


图 8.4 势能 和 相 曲 线 峰 8.6 作用 - 角 溪 标 
(2 ) 相 上 曲线 上 每 个 点 由 49 的 单 值 国 数 确 定 。 
任 〈《6, /) 坐标 表示 中 ， 较 廓 线 是 常量 了 的 直线 。 角 变 量 4 
是 时 间 的 线性 函数 ， 在 每 个 周期 增加 2 Y， 在 作用 - 角 描 述 中 ， 相 
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曲线 是 平行 于 6 轴 的 直线 。 
此 外 ， 因 为 吉 (9, 7) 和 (6+2 Tz, 了) 表示 同样 的 相 点 ， 所 
以 (6, 坐标 可 以 在 一 个 半 无 限 圆 往 上 表示 ， 其 中 9 是 环绕 圆 
柱 的 角度 ， 是 沿 阅 柱 轴 同 的 坐标 。 
在 这 个 圆柱 上 ，9 和 了 少 均 是 9 的 以 2 为 周期 的 周期 的 数 
gqg (86+27, J)=q909, J), PO+2T, 1)=p(0, 7) 
(8.2.17) 
一 条 分 界线 将 相 空 间 划 分 为 包含 不 同 特 性 的 不 变 区 域 。 在 每 
个 不 变 区 域内 ， 抽 有 的 运动 或 是 周期 性 和 的， 或 者 都 不 是 周 期 性 
的 。 当 运动 是 周期 性 的 ， 可 以 定义 作用 - 角 变 量 , 但 是 它们 在 分 界 
线 上 无 定义 ， 并 且 作 用 -和 角 变 量 在 不 同 的 区 域 是 不 相关 的 。 
注 虑 到 式 《8.2.9) 和 (8.2.16)， 有 


dq 


JP = 元 人 doc2m(E—V (9g) (8.2.18) 
了 1 
而 由 式 (8.2,13)， 可 以 推导 出 
dj 
: 9(g) = | daqgp (go, J) (8.2.19) 
0 


通过 反 解 式 (8.2.18)， 可 以 把 能 量 表示 成 作用 量 的 函数 
E(])。 但 是 我 们 通常 标记 这 个 函数 为 瑟 (J ) 或 (J), 因为 通常 
用 无 这 个 符号 表示 能 量 的 某 一 确定 值 。 

在 应 用 式 〈8.2.19) 计算 0949) 时 应 注意 到 p(g, 7) 是 2 的 
多 和 值 图 数 。 例 如 在 图 8.4 中 ， 当 ?9 增加 时 尹 是 正 的 ， 反 之 则 是 负 
的 。 因 此 ， 当 相 点 沿 整个 相 曲 线 顺 时 针 转 动 时 6(z) 单 值 连续 地 
增加 ， 并 且 在 一 个 周期 内 增加 2 Xt。 

作用 变量 和 动量 矩 具 有 同样 的 量 纲 ， 即 能 量 x 时 间 。 和 而 角 变 
量 则 是 无 量 纲 的 ， 而 且 经 常 就 是 相 空 间 的 一 个 角 ， 当 然 并 不 总 是 

对 于 图 8.4 这 种 类 型 的 势能 ,有 一 个 极 小 值 Eo。。 也 就 是 说 ， 
当 小 于 这 个 能 量 时 ， 运 动 是 不 可 能 的 。 对 于 图 8.4 来 说 五 =0。 
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在 这 个 能 量 下 ，(g, BP) 描述 中 的 相 曲 线 缩 减 为 一 个 点 ， 并 且 
/7(Eo)=0， 即 作用 量 有 一 个 卓然 边 究 ] 三 0。 
例 1 一 运动 质点 具有 势能 


V(g)=Utg’ eg (a) 
其 中 和 a 是 正 的 常数 。 试 求 其 作 用 -角度 量 和 amilton 铺 
数 。 
由 式 (8.2.18) 有 
1c" 
| d9[27z( 五 一 Utgzcg) 7 (b) 
of! 
其 中 tg:&gq: = 二 £/U， 91 二 一 92。 积 分 这 个 饥 数 得 
aJ= [2m(E+UOD— C2mU) 王 1 (2 ) 


考虑 到 .7 人 0， 并 且 仅 当 歼 =0 时 等 式 才 能 成 立 ， 由 此 关系 反 解 出 
有 Hamilton 图 数 


HC, J) =7 ,=a la] +2(2mU)1/2)/2m (a ) 
癌 频 率 为 


z “= = aLa] + (2mU ) 112] /mm 


~a[l2(E+U)/m)'? (2) 
根据 式 (8.2.19)， 有 


好 


9 (0) -37| dgt2m(E(J) — Utgiag)) 
. 0 


将 上 式 先 在 积分 号 里 求 导 ， 然 后 将 (4) 代入 得 


、 .9 
0(g) -m7| dgC2m(E—Utg’ag)) 
“0 
i112 
=acsin| (二) sinag / (f) 
当然 ， 我 们 也 可 以 得 到 其 族 陨 数 
11 2 

g (0) = arcsin ( i ) sing | (&) 
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i mr ah 


8.7 势能 tg*aq 以 及 相 曲 线 在 (q, p) 和 “(69, 了) 的 表示 
考虑 到 9 二 wi+ 8B， 可 以 将 4 表示 为 1 的 函数 。 | 
现在 我 们 来 看 一 看 由 相 空 间 描述 (g, p) 到 作用 -和 角 变 最 找 述 
(6, 7) 的 正则 变换 的 母国 数 有 什么 特点 。 亚 然 ， 第 二 类 由 国 数 
5S; 在 一 个 运动 周期 的 变化 为 


S 
AS;( 记 一 ar ee 


= agp=27] (8.2.20) 


而 母国 数 >: 为 


SS 
S$1(0, 9) = S$:(],g)—0J, 9= oF (8.2.21) 


它 在 一 周期 的 变化 为 / 
ASi=AS,.—A(J9)=AS.— JA0=0 (8.2.22) 
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因此 ， 在 一 周期 Si1(0, gq ) 又 退回 原 值 ， 而 Sa.(],， g) 则 增加 2 7T。 
所 以 S1(9, 9) 是 9 的 周期 图 数 ， 但 S:(J ,9)〉 则 不 是 。 
例 2 试 求 出 线性 振子 
Hlg, p) -+ Tmog: (a) 
的 作用 - 角 变 量 和 母国 数 S1(9, 9g) 以 及 $S.( 9)。 
由 式 〈8.2.18) 知 


] ?1 r 1 ， 1 /2 
了 = 二 | dg 2m(E 一 三 MO 9 ) 


_ 
=FE/w (bv) 
其 中 mw?g? =2E。 因 此 Hamilton 了 峭 数 在 作用 - 角 变 量 描述 下 为 
Hf)=oJ (CC ) 
由 式 (4) 和 (5 )， 可 以 求 出 / 
P=C2meof — (mowg) dt (ad) 
利用 式 (8.2.19)， 我 们 可 以 得 到 角 变 量 
d 1 12 1 /2 
| a a =arc sin | 9 (2 ) (2 ) 
或 ] /2 
q =- (2 ) sinb (Cf) 


所 以 S,(J,g) 可 以 由 与 式 (8.2.20) 类 似 的 公式 求 出 


da 
22(/ ,9) = | dqg(2mow ff —m og) 
- 1 


i/2™~ 
= /arc sn | dy | 27 ) | 十 2(2.J1po —m og’)! 12 
(&) 


利用 式 (8.2.21)， 得 到 
S51(0,g) = mg’ Ctg0 (hh) 
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昌 〈《2)， 我 们 还 可 求 出 
办 一 ctg 0=(2]mw)!/’cos 0 


下 面 讨论 转动 情形 下 的 作用 - 角 变量 。 对 于 转动 来 说 ， 相 曲 
线 在 平面 内 不 是 封闭 的 ， 我 们 用 铺 来 代替 广义 坐标 9 ， 则 (2) 
随 着 时 间或 无 限 增加 ， 或 无 限 减 小 。Hamilton 函数 是 % 的 周期 
函数 ， 假 设 周 期 为 2 

Hgt+2r,p)=H(Y ,Sp) (8.2.23) 
与 摆动 一 样 ， 也 可 以 通过 向 作用 - 角 变 量 的 变换 把 相 曲 线 变 成 直 
线 


太 J 


| | 
2 27 1 


图 8.8 转动 情形 的 相 曲 线 在 (4,，pP》 和 9,J) 坐标 系 中 的 表示 


作用 量 可 以 作为 能 量 的 钞 数 。 我 们 可 以 通过 令 (%w，p) 和 
(6，J) 两 种 描述 下 的 相 星 线 与 水 平 轴 间 所 夹 的 面积 相等 来 求 
出 ， 即 | 

2 


] 一 


T(E)=-57) dz0o， 厂 ) (8.2.24) 


0 

其 中 p(y,E) 可 以 利用 能 量 方 程 

: H(y ,pb)=FE (8.2.25) 
解 出 。 通 常 这 不 止 一 个 解 。 当 Hamilton 函数 具有 式 (8.2.16) 
这 种 类 型 时 ， 有 两 个 解 ， 相 应 于 平方 根 的 正 负 号 ， 表 示 不 同 的 转 
和 中。 因此 ， 对 每 一 个 能 量 ， 由 式 (8.2.25) 可 以 解 出 两 个 了 ， 相 
应 于 两 个 运动 方向 。 选 择 不 同 的 水 平 轴 ， 由 方程 (8.2.24) 给 出 
只 有 不 同 的 附加 常数 的 作用 了。 所 以 。 不 同 于 摆动 ， 对 于 转动 ， 
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作用 量 没有 自然 边界 ， 因 此 其 上 可 以 附加 一 个 任意 常数 。 
例 3 试 求 一 个 物体 在 下 述 周期 性 势能 场 中 转 动 的 作用 - 角 
变量 
~Uyg/r (—x<Y<0) 


Vl(y -| 《5Z) 
UV AT (0 所 过关 ) 


Vv)=V(y +27n) 


V (¥) 


图 8,9 
系统 的 Hamilton 果 数 是 


-2 
H(V,p)=- +V(Y) (五 ) 


其 中 G 是 惯性 矩 。 显 然 瓦 必须 大 于 辽 ， 玖 是 总 能 量 。 
由 式 〈8 ,2.24) 求 出 
0 
(2G)!/2 Ug \Y? 
7 dv E+) 
TT 


cc) Uw 1: 
ti | df( E— | 


(2G)22 0 Uy V2 
-Se we(e- 吕 ) 
IT 0 天 
= CE (EU) 


对 五 求 导 ， 可 得 到 频率 


(2C) 2 


FEi2_(F— 1 /2 
7 [ (EE—U)'/) 


dd 
=- -全 = 


1 
0 


Fii?2+ (E—U)if 
(= 
(2G)1F 


角 变量 则 由 式 (8.2.19) 给 出 
p 


4 
0O0 _ 09p 
20 ay 六 = 中 ay -8 


多 


=- "(§) | 


上 式 给 出 
T+ UT rg) 
0(8) = 1 (0) 
|) xr{1—Ci— (Uy /nx) 2} 
a CS 和 rr) 


这 里 万 =U/E。 图 8.10 便 是 6() 对 不 同 所 的 一 个 意图 。 | 


0 
和 


0 Kp 


和 图 8.10 9 和 的 关系 图 


$ 8.3 经 典 摄 动 理论 


大 多 数 多 维和 驱动 系统 是 不 可 积 的 。 也 就 是 说 ， 找 不 到 五 a- 
milton-Jacobi 方程 的 解 。 然 而 对 于 那些 与 可 积 系统 差别 不 太 大 
的 系统 ， 我 们 可 以 符 试 通过 将 母 函 数 展开 成 为 小 参数 的 震级 数 的 
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形式 ， 然 后 相应 各 次 索 依 次 求解 Hamilton-Jacobi 方 程 来 获得 
所 需 精 度 的 解 。 尽 管 小 分 母 的 出 现 会 破坏 这 种 级 数 的 收敛 性 ， 但 
是 以 这 种 方法 获得 的 结果 在 相 空 则 的 某 些 区 域 还 是 能 很 好 地 描述 
系统 的 行为 的 。 而 有 全， 这 种 方法 对 获得 那些 很 难得 到 封 财 形式 积 
分 的 单 和 目 由 度 问 题 的 近似 解 ， 以 及 获得 多 目 站 度 系 哎 名 作用 - 角 
变量 的 预备 变换 都 是 非常 有 用 的 。 


8.3.1 单 自 由 度 系 统 


1。 一 阶 展 开 
考虑 如 下 形式 的 匡 amilton 消 数 
H=Ho(]J)+eHi(J,0)+e HJ,0) +t" (8.3.1) 
其 中 五 。 仅 是 作用 量 ,7 的 负数 ， 因 此 它 的 解 为 
/=J0o, 0=wi+i+B, 0 = (8.3.2) 


这 里 J,，，%，8B 都 是 常数 。 根 据 Poincaré'" 和 Von Zeipel'81 的 
方法 ， 我 们 寻求 一 个 向 新 变量 7，98 的 变换 ， 这 个 变换 使 得 新 的 
开 amilton 函数 仅 是 作用 量 7 的 函数 ， 利 用 母 函 数 S(7 ,0)， 我 
们 将 3$ 和 互 展 为 < 的 寡 级 数 
SS 一 1p8+eSi 十 oa (8.3.3) 
H=H,+eHti" (8.3.4) 
这 里 S 的 最 低 阶 项 可 以 生成 恒 等 变 换 J = 和 9 二 06。 
旧 的 作用 量 和 新 的 角 变 量 可 以 由 式 〈5.3.25) 的 前 两 式 分 别 
求 出 为 的 第 级 数 


2 十 ee， 0=0+e 051() ,0) 十 


J=J/+e 

(8.3.5) 

新 的 五 amilton 国 数 可 以 由 (5.3.25) 第 三 式 求 出 。 为 了 得 到 新 

的 Hamilton 挟 数 。 我 们 必须 由 式 (8.3.5) 反 解 旧 恋 量 为 新 变 
量 的 尔 数 。 对 于 阶 ， 这 是 很 容易 做 到 的 
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了 0.951(./ ,0) 二 031(/ ,0) 
J= 7 
(8.3.6) 
于 是 ， 根 据 (5.3.25) 第 三 式 ， 有 
H(J,0)=H(J(J, 0),0(/, 0)) (8.3.7) 
展开 这 个 方程 的 右 端 为 的 寡 级 数 ， 并 利用 式 〈8.3.6)， 得 


-一 = OHn 0>1 
Ho(J](J,0))=Ho(/)+e oF 65 


eHi(J(J, 0),0(7,0)) =eHi(J ,0 + 
将 这 些 式 子 代 回 式 (8.3.7)， 相 应 于 。 的 零 阶 ， 得 
Ho,= Ho(]) (8.3.9) 


一 一 十。 (8.3.8) 


相应 于 的 一 阶 ， 有 
五 :一 2 (7 ) 


我 们 的 目的 是 使 新 的 也 amilton 函数 仅 是 /的 函数 ， 因 此 
必须 这 样 选择 式 (8.3.10〉 中 的 S1， 以 使 五 依赖 于 0 的 部 分 被 
消去 。 引 入 Hi 的 平 均 部 分 


S17 0) _ .+ Hi(7,0) (8.3.10) 


oT 
HD= 训 | d65 Hi(7, 9) (8.3.11) 
和 振动 部 分 
{H,}=H,— (HH!) (8.3.12) 
由 式 (8.3.10〉 可 以 得 到 以 下 两 个 方程 : 
所 ,= (H) (8.3.13) 
4 = 一 {HI} | (8.3.14) 


联 立 式 (8.3.9) 和 (8.3.13)， 我 们 得 到 精确 到 e 一 次 项 的 变换 
后 的 互 amilton 国 数 
H=H(J)+te(H(J, 0 + (8.3.15) 


它 有 具有 新 的 频率 5- 37 。 式 (8.3.14) 可 以 用 来 求 S1。 可 以 
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re H 束 mnt ra 汪汪。 上 5， 本 


看 到 ， 精 确 到 一 阶 小 量 ， 新 的 有 amilton 函数 是 对 上 日 Hamilton 
函数 的 相 角 取 平 均 。 
为 了 求 出 S:， 我们 做 {及 !} 和 Si 的 Fourier 级 数 


{Hi}= 5 Hoje ， Si= So(7)eing 


zx0 
(8.3.16) 
根据 式 (8.3.14)， 立 即 可 以 得 到 .Sio=const, , 并且 
Su=— ro Hi 0 (8.3.17) 
PH Nw 


当 w() 关 0 时 得 到 一 个 收敛 的 Fourier 级 数 。 将 式 (8.3.17) 代 
入 式 〈8.3.16) 中 便 可 以 很 容易 求 出 坐标 变换 (8.3.6)。 

2。， 高 阶 展开 

由 于 一 阶 修正 项 为 等 或 所 需 精 度 的 增加 ， 有 了 时 必须 展开 到 。 
的 商 阶 项 。 Poincaré 一 Von Zeipel 方法 可 以 用 到 6 的 任意 阶 。 
但 是 ， 从 式 (8.3.5) 到 (8.3.8) 求解 新 旧 变 量 的 关系 的 代数 式 
会 十 分 繁琐 。 如 果 变 量 的 反 演 是 不 需要 的 ， 那 么 计算 新 的 也 ami- 
lton 函数 ， 以 及 摄 动 后 的 频率 的 步骤 就 相对 直 接 多 了 。 下 面 我 
们 给 出 计算 相对 :的 二 阶 精度 的 新 的 Hamilton 函数 所 需 的 公 
式 。 更 高 阶 的 请 参阅 文献 [ 99。 当 S 和 及 象 式 (8.3.3) 和 (8.3.4) 
那样 写成 e 的 千 级 数 时 ， 则 式 〈8.3.8) 的 两 式 可 以 相应 表示 如 下 
(假设 及 。 和 及 不 为 零 ) 


Bo(T(7,6)) = 有 CC7)+S， 5 人 
eH,( Fa _ 1 O™ Hi 
1 1(7,0),0) =e[ Hi(7,0)+ 5 mT OFm 
. 0S, 1 
ec) (8.3.18) 


假设 吴仪 是 7 了 的 函数 ， 将 庙 写成 。 的 军 级 数 ， 并 使 及 = 瓦 ， 象 
式 〈8.3.9) 和 8.3,10) 一 样 得 到 精确 到 。 的 零 阶 和 一 阶 时 的 
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公式 。 不 反 解 6， 可 以 得 到 精确 到 s: 项 的 公式 
7 _aHo 0S: ,1 OH (1) + 0S， 


Le Ce 
-ph 


: 687 0600 2 07: \ 80 87 90 
(8.3.194) 
因为 五 : 仅 是 / 的 彰 数 ， 有 
7 1 OOH, /8S,\* HH: 8S， 
一 (二 -一 一 一 | 二 -上 L | 十 一 二 一 
名 (3 07’ (8 0J 90/ 
(8.3.195) 


此 外 ，5S; 是 9 的 周期 函数 ， 由 下 式 给 出 

Ho 0S, __{1 OH (0S) 0H 6S， 

87 00 | 3 a7’ (3 ) - G7] 80 ) 
(8.3.19c) 

这 里 ( ) 和 { |} 分 别 代表 平均 和 振动 部 分 。 象 前 面 一 样 ， 振 


动 的 频率 5 一 -三 。 对 于 精确 到 。 的 更 高 阶 的 频率 的 近似 值 也 可 


a] 
通过 类 似 的 方法 不 用 变换 的 反 演 而 求 得 。 

例 1 精确 到 一 阶 精 度 ,计算 操 的 非 线 性 摆动 ,其 Hamilton 
疯 数 为 


Hs,= 5Gp’— Fcoss =E (C4) 


假设 五, 代表 二 次 项 ， 它 生成 一 线性 振动 。 把 其 余 项 沽 民 为 扰 
动 。 将 有 展 为 Taylor 级 数 并 略 去 苦 数 项 ， 则 


,= 地 Gp*+ 3 Fg — PG Pe 
这 里 前 两 项 组 成 五 。。 引入 小 参数 。 是 为 了 方便 地 鉴别 摄 动 项 ， 
并 且 为 了 以 后 的 用 途 ， 还 保留 了 。? 项 。 实 际 上 展 开 参数 是 摆动 
和 分 界线 能 量 的 比率 ， 因 此 在 计算 的 最 后 我 们 可 令 。=1。 
为 了 摄 动 理论 做 准备 ， 我 们 将 未 扰动 的 系统 先 变 到 作 用 - 角 
变量 来 获得 新 的 Hamilton 国 数 ， 瑟 一下 十 刁 
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E2 . 
万 = oo7 一 寺 GJ2sin4+ -0 sIn 0 一 光 (Lb) 


其 中 wo 二 (2G)!f? 是 未 受 扰 的 摆动 频率 。 将 sin0 的 害 展开 为 
Fourier 级 数 ， 得 到 


G7 
Wo 


一 Oo7 (C ) 
《CC ) 


Gf 
Hi 二 48 


G273 


CT 【10 一 15cos20 十 6cosd40 一 Cos60 ) 


H,= 

(2 ) 
应 用 展开 技巧 ， 并 就 (4 ) 对 6 取 平 均 ， 根 据 式 (8.3.15) 我 们 
立即 得 到 精确 到 。 一 阶 的 新 的 了 amilton 图 数 


— 。。 后 > 
到 一 oo7 -1G (Cf) 
和 新 频率 
一 8 Ee -= 
"07 a/ 
母国 数 可 以 通过 积分 式 (8.3.14) 获得 
Gn 、 
9 ,一 1 -一 (8sin26 -一 Sing) (&) 


应 用 此 表达 式 可 以 很 容易 求 出 新 老 变量 的 变换 公式 (8.3.6)。| 


8.3.2 两 个 和 两 个 以 上 目 由 度 


如 朱 受 扰 的 豆 amilton 函数 是 高 于 一 个 自由 度 的 目 治 系统 或 
是 明显 依赖 于 时 间 的 一 个 或 一 个 以 上 自由 度 的 系统 ， 那 么 前 面 的 
展开 步 又 便 不 会 收敛 。 为 了 看 出 这 一 点 ， 我 们 将 Poincaré-Von 
Zeipel 方法 推广 到 有 个 自由 度 的 目 治 系统 ,对 时 间 的 明显 依赖 性 
则 可 以 通过 引进 扩充 相 空间 来 讨论 。 
演 虑 如 下 的 amilton 人 消 数 
HH (J,0)=H(J) + eH(J,0) (8.3.20) 
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其 中 J 和 0 是 及, 的 和 4 维 作 用 - 角 变 量 ,五 ; 是 角 变 量 的 多 重 周期 
函数 / 


Hi= Him (J )e™® (8.3.21) 
mm 
其 中 
m0 =m0rt et Had (8.3.22) 


这 里 mi 是 整数 ， 求 和 是 关于 mi 的 w 重 和 ,我 们 还 是 来 寻找 一 种 
向 新 矢量 J，98 的 变换 ， 以 使 新 的 了 amilton 函数 仅 是 JJ 的 函 
数 。 我 们 引进 一 个 近 恒 等 母 函 数 ， 它 的 一 阶 项 也 是 一 个 % 重 和 ， 
是 关于 08 的 多 重 周期 函数 

S=J°0 + Sim (J) em™) + (8.3.23) 


就 象 一 维 情 况 ， 我 们 将 旧 的 变量 用 母 函 数 写成 新 变量 的 函数 ， 并 
且 将 它们 代入 (5.3.25〉 第 三 式 ， 使 。 的 各 阶 寡 相等 ， 我 们 得 到 
零 阶 近似 

万 ,(J ) =H,(Y) (8.3.24) 


和 一 阶 近 似 
i= (TD) +H, (了 ,7 ) (8.3.25) 
这 里 
“(=— (8.3.26) 
是 未 受 扰 运动 的 频率 矢量 。 
象 一 维 一 样 ， 对 式 (8.3.25〉 相 对 所 有 的 角 变 量 取 平均 ， 得 
B=H(J)+e(H(J ,0 )) (8.3.27) 
于 外 
6S， 
一 一 人 (8.3.28) 


S; 的 解 包括 了 系统 的 零 阶 轨道 上 的 积分 ， 因 为 


dS! _ 68S， 063 d0 63， d7 
dt Ot 00 of oF di 


并 且 ， 对 零 阶 来 说 ， 第 一 项 和 第 三 项 是 零 ,因此 得 到 式 (8.3.28)》 
的 左 疾 ， 于 是 


(8.3.29) 


Si=-{ {HT,0 CD) 8.3.30) 


另外 ， 可 以 通过 对 互 : 的 Fourier 级 数 一 项 一 项 地 积分 来 解 出 

Sl， 可 以 得 到 
S(J,0)=JI :0 + VY 
ma 天 0 


Him(J ) cfm 0 | 
mw( ) 

(8.3.31) 
这 样 ， 我 们 立即 面临 了 小 分 母 问 题 。 因 为 对 任意 的 可 以 找到 
一 矢量 m 使 得 m*w 可 以 任意 接近 零 。 这 便 很 明显 破坏 了 级 数 
的 收敛 性 。 可 以 指出 这 个 现象 和 象 其 所 面临 的 数学 困难 一 样 ， 也 
代表 了 物理 困难 ， 因 为 它 是 由 改变 了 相 空 间 轨迹 的 真实 共振 引起 
的 。 不 过 ， 在 发 展 那 些 至 少 在 高 阶 展开 中 延缓 奇异 性 的 展开 方法 
方面 人 们 已 经 做 了 大 量 的 努力 。 这 些 方面 的 工作 使 我 们 可 以 得 到 
在 相 空 间 的 某 些 区 域 里 ， 对 发 生 在 有 限 但 很 长 时 间 内 的 运动 的 收 
敛 到 真实 解 的 近似 解 。 此 外 ， 这 些 解 在 某 些 情况 下 在 相 空间 的 某 
一 局 部 在 任意 长 的 时 间 里 都 非常 接近 真实 运动 ， 这 是 由 于 在 一 些 
特定 的 J 值 下 某 些 〈KAM) 级 数 的 真实 收敛 性 。 在 后 面 我 们 将 
会 看 到 ， 对 两 个 自由 上 度 系统 来 说 ， 这 些 解 封 闭 地 包围 着 共振 解 ， 
因此 把 非常 复杂 的 共 振 轨 迹 约束 到 近似 于 非 共振 解 。 


8.3.3 对 时 间 的 明显 依赖 性 


现在 我 们 对 单 自由 度 明 显 依赖 于 时 间 的 系统 来 推 导 摄 动 公 
式 。 系 统 的 Hamilton 函数 为 

H=H0o(])+eH(]J,0,1) (8.3.32) 

这 里 摄 动 项 对 0 的 周期 是 2 *， 而 对 时 间 的 周期 是 2 +/ 9， 有 
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一 》 Him(J)e Ot” (8.3.33) 

1 rs 
令 S 具有 如 下 形式 | 
S= J0+eS(7,0,1) (8.3.34) 
它 可 以 给 出 象 式 (3.3.6〉 那 样 新 旧 坐 标 之 闻 的 关系 , 因 为 及 明 


显 依赖 于 了 时间 ， 将 式 〈8.3.7) 改写 为 


(7,0,t)=H CT OD + ef (8.3.35) 
对 < 展开 有 . 
Ho= Hol 门 (8.3.36) 
= 0S) Oo 
再 选择 Si 以 消去 五: 的 振动 部 分 ， 有 
万 一 Hote tH) (8.3.38) 
这 里 平均 是 对 0 和 上 这 两 者 的 振动 来 取 的 。 并 且 
DS， OS, 
2 Bt to 6 = -AH (8.3.39) 


为 了 决定 S!， 我 们 展开 得 到 Fourier 级 数 形式 
i 志和 exp [i(10 +m Qt)) 
(8.3.40) 
这 里 我 们 又 过 到 了 破坏 级 数 收 伍 性 的 小 分 母 。 
尽 省 共 据 明显 地 出 现在 最 低 阶 ， 但 经 典 摄 动 理论 在 决定 足够 
远离 主 共 拨 的 作用 量 的 不 变性 方面 还 是 非常 有 用 的 。 为 了 表明 这 
一 点 ， 我 们 选择 五; 的 一 种 简单 形式 ， 即 其 中 不 含 9 的 高 次 谐 波 


Hi=U(],t) +tV(T,t)cosd (8.3,41) 

把 及 ! 和 Si 展 汶 Fourier 级 数 
Hi(7, 9,0)=E bn( 7)cos(10 —mQt) (8.3,42) 
SI(7,0,7) = am( 7)sin(10 —mQt) (8.3,43) 


其 中 求 和 是 对 /了 =0,1 和 所 及 来 取 的 。 将 式 (8.3.43) 代入 式 
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(8.3.39)， 解 出 对 1m 去 0 的 系数 rr 


in 


Mim 一 (8.3.44) 


m QO — Lol ) 
如 果 我 们 选择 / 使 得 分 母 远离 零 ， 那 么 41m 有 意 义 ， 并 且 精 确 


到 阶 ， 我 们 有 新 的 及 amilton 国 数 的 作用 - 角 变量 的 形式 (8.3.， 
38)， 即 


H=Ho(7)+ eb 7) (8.3.45) 
将 新 的 不 变量 写成 旧 的 作用 - 角 变 量 的 函数 
J 0 DT- (8.3.46) 


任何 函数 7 六 仍 是 不 变量 。 在 后 面 我 们 将 利 用 这 一 事实 在 接近 
基 共 振 来 构造 全 局 成 立 的 不 变量 。 


$8.4 浸 渐 不 变量 


8.4.1 概述 


有 一 类 特殊 的 各 amilton 系统 ， 它 的 Hamilton 销 数 虽然 有 明 
显 依赖 于 时 间 ， 但 可 汉 通 过 摄 动 展 开 就 某 阶 精度 来 构造 近似 不 变 
量 ， 以 达到 降 阶 甚至 求解 的 目的 。 这 类 于 amilton 国 数 除了 某 个 
自由 度 外 ， 其 余 的 自由 度 以 及 时 间 的 变化 都 是 缓慢 的 ， 并 且 在 慢 
的 时 间 斥 度 花 围 内 ， 豆 amilton 函数 的 变化 很 小 .这 种 有 amilton 
国 数 的 缓慢 变化 逢 称 作 诅 浙 。 而 通过 展开 构造 的 系统 的 不 变量 便 
在 浸 源 不 变量 。 

淄 渐 理论 有 许多 应 用 。 例 如 ， 民 变 长 度 的 单 摆 在 时 间 保 持 方 
面 很 重要 ， 如 今 相 似 的 理论 已 被 用 于 现代 钟表 的 石英 晶体 振子 
上 。 浸 麻 理 论 还 描述 了 行星 的 运动 ， 因 为 此 运动 受到 太阳 质量 变 
化 的 有 影响， 而 太阳 质量 每 年 变化 大 约 为 102 倍 。 此 外 ， 人 在 微观 
领域 内 浸 渐 理论 也 有 广泛 应 用 "2。 
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本 池 我 们 先 研 究 浸 渐 变化 的 效果 。 所 得 结果 十 分 简单 ， 即 在 
当 渐 变化 时 ， 作 用 变量 几乎 是 常量 。 然 后 ， 给 出 Hamilton 系统 
的 漫 渐 不 变量 的 一 阶 近 似 的 构造 方法 。 

现在 我 们 来 看 看 近 可 积 有 Hamilton 系统 的 小 摄 动 与 我 们 构 霹 
方法 中 将 要 用 到 的 慢 〈 或 浸 渐 ) 摄 动 在 展开 级 数 的 阶 数 方面 的 差 
别 。 对 于 小 摄 动 来 说 ，Hamilton 函 数 具 有 如 下 普遍 形式 

. H=Ho(J,t)+ eHi(J,0,t) + (8.4.1) 
这 里 刁 , 代表 了 完全 可 积 系 统 。。 是 小 参数 ， 代 表 了 豆 的 不 可 积 
部 分 的 量 值 。 对 于 小 摄 动 , 瓦 。 的 导数 和 豆 : 的 导数 与 且 。 和 瑟 ! 具 
有 同样 的 阶 ， 即 
2 | 一 1 [~ 等 等 
但 对 于 人 慢 摄 动 ， 我 们 假设 求 导 产 生 的 项 要 比 求 导 前 的 项 小 一 个 * 
阶 。 也 就 是 说 ， 对 慢 的 时 间 变 分 
| 
ot 

等 等 ， 为 了 保证 这 种 阶 的 差别 ， 通 常 引 入 小 参数 6, 将 Hamilton 
函数 写成 


~: 


Hor= Ho et) 
、 OHE， 
这 样 bt 一 < 怒 。 


这 里 ““” 表 示 了 对 r= ef 的 导数 。 
本 节 ， 我 们 将 研究 这 样 的 瓦 amilton 函数 ， 它 除了 一 个 自由 
度 以 外 ， 其 它 的 目 由 度 以 及 时 间 的 变化 都 是 缓慢 的 。 基 于 以 上 因 
素 ， 它 可 以 表示 为 
H=Ho( ,ey, et)+ eHi(],0,e y, et)+ (8.4.2) 
这 里 /和 6 是 未 受 扰 (se 寺 0) 的 运动 的 单 快 变 自 由 度 的 作用 - 角 
变量 。y 一 (p,9) 是 其 它 目 由 度 的 慢 变 正则 变量 ， 并 不 一 定 要 是 
作用 -~ 角 变量 的 形式 。 因 为 当 :=0 时， 系统 实际 上 是 单 自由 度 
的 ， 因 此 它 是 可 积 的 ， 和 6 总 是 可 以 求 出 的 。 小 参数 。 在 我 们 
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对 五 求 导 来 构造 摄 动 级 数 时 将 自动 保持 着 阶 ， 并 且 在 计算 的 最 让 
可 令 其 为 1。 


8.4.2 瘟 渐 不 变量 


下 面 我 们 就 一 般 的 单 自由 度 amilton 系统 来 看 一 下 当 系 统 
浸 渐 变化 时 ， 系 统 作 用 变量 的 变化 。 多 上 自由 度 系统 的 情况 类 似 。 
学 虑 和 amilton 系统 
H=H(g, £,7) (8.4.3) 
这 里 7 是 一 个 参数 。 阁 是 常数 ， 则 系统 的 运动 是 有 乔 的 ， 因 此 
对 每 一 个 固定 的 r， 存 在 和 应 的 作用 =- 角 变量 ,很 显 然 , Hamilton 
的 温 浙 变化 在 选择 / 


(1)=et, (0<e1) (8.4.4) 
了 时 可 以 表示 。 这 时 有 
oH oH 
:or (8.4.5) 


我 们 称 一 个 函数 (9,p，7〉 是 系统 的 一 个 漫 渐 不 变量 ， 如 

有 二 对 于 任意 的 满足 0<e1 的 。， 
F(U)=F(g(t), p(t), 7(4)) 

在 时 间 范 围 内 0<i<:e ! 内 变化 很 小 。 精 确 地 说 ， 有 如 下 定义 。 

定义 ”如 果 对 于 任意 的 ?>0， 可 以 找到 一 个 so， 使 得 对 任 
意 满 足 0 过 :之 6 的 e， 对 冰 数 (2) 二 lg(4)，8(2)，7(2)) 总 成 
立 

[4) — (0)|<y, (0<i<e i!) 

则 瑟 便 被 称 作 是 一 个 浸 渐 不 变量 。 z 

显然 ， 浸 渐 不 变量 是 一 个 给 定 的 ， 有 限 的 时 间 间 隔 中 的 近似 
和 常数 。 / 

我 们 假设 ， 对 于 固定 的 +，Hamilton 函数 (8.4.3) 可 以 通 
过 参数 地 依赖 于 的 母 函 数 5S1(9,9,7) 的 正则 变换 (gq, Pp) 一 (6, 了) 
变换 到 作用 - 角 变 量 (9,]) 的 形式 。 
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车 7 随时 间 变 化 时 ， 则 母 函数 亦 随 时 间 变 化 ， 由 Si 导出 的 
变换 (gq,p) 一 (0,J]) 仍 是 正则 的 ， 但 变量 (0,J) 已 不 再 是 系统 
的 作用 - 角 变 量 。 | 

新 的 amilton 函数 应 用 式 (5.3.17) 可 以 表示 为 


HO0, J,7)= HO) te (8.4.6) 
其 中 
HH(J,*)=H(g(0, ,7), 00 ,7), 7) (C8.4.7) 
仅 是 7 和 7 的 确定 商 数 。 
运动 的 Hamilton 方程 为 
0O=o(f,5)+eRi(0, ,7), f=—eR(0,],7) 
(8.4.8) 
其 中 
ot], 7) =F (J ,7) (8.4.9) 
R= 一 :2 > (8.4.10) 


ro “6700 

引 理 ”对 于 Hamilton 函数 (8.4.1) 来 说 ， 作 有 甲 变 量 了 是 
系统 的 漫 浙 不 变量 。 

证明] 在 8.2.2 小 市 我 们 已 经 证 明了 母 函 数 51 是 9 的 周 
期 畏 数 ， 因 此 民 , 和 RR 也 是 9 的 周期 消 数 。Rz 的 平均 值 为 


-Tt ] 


2 
-过 | 加 去 02S， 
D7 | Rd6 2 | py Cb (8.4.11) 


其 中 积分 时 和 = 保持 不 变 。 上 式 的 右 端 可 以 写成 
1 0 全 6051 ，_ 1 
0 


92x Or 
z (8.4.12) 
晶 )， 因 为 3%: 是 9 的 周期 国 数 ， 所 以 民 : 的 平均 值 是 零 。 


全 
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Rs(0,7,7) -上 R2(0', J ,5)d0 (8.4.13) 


因为 玉 ; 的 平均 值 为 零 ， 因此 有 亦 生 0 的 周期 图 数 。 因 此 


训 ( 人 人) 
(8.4.14) 
上 式 可 以 整理 为 
R= (2) -M0) (8.4.15) 
其 中 


(8.4.16) 
将 式 (8.4,16)〉 代 入 (8.4.8) 第 二 式 中 有 
/=~e 5 (人 )+ ?i (8) 
因为 lo, R22, Rs 时 周期 性 和 wz 0， 所 以 (2) 是 有 界 的 
|[M (2) IM (8.4.17) 


同样 


(8.4.18) 


这 里 M1，11z 是 常数 ， 因 此 J(t) 和 它 的 初 值 的 差 为 


| 7170) — Jol<2eM, + etM (8.4.19) 
因此 存在 一 个 常数 及 ， 使 得 
| 太一 .| 委 开 se (0<i<e-!l) (8.4.20) 


这 意味 着 对 时 间 区 间 〈0，*s 1 的 所 有 时 间 ，7 无限 接近 于 它 
的 初 值 。 | 

以 上 推 证 的 简单 结果 十 分 有 用 。 它 经 常 可 以 使 我 们 从 相应 的 
简单 得 多 的 不 明显 依赖 时 间 的 Hamilton 系统 的 运动 来 获得 依赖 
于 时 间 的 卫 a.milton 系统 的 运动 情况 ， 例 如 下 例 。 
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例 1 一 个 质量 为 匀 的 质点 在 势能 
V(lg)=Utg: ag (a) 
场 中 运动 ， 若 < 缓慢 增加 ， 试 问 系统 的 能 量 ， 振 幅 和 频率 怎样 变 
化 ? 
当 问 题 涉及 淄 渐 变化， 我 们 总 是 先 考 虚 相 应 的 独立 于 时 间 的 
问题 。 在 8.2.2 节 例 1 中 我 们 已 经 求 出 能 量 和 作用 量 的 关系 为 
E=a]J[CaJ +2(2mU)1/)]/2m (26) 
o=aLaT + (2mU ) 1 /2m (CcC) 
在 Hamilton 函数 浸 渐 变化 时 ， 作 用 量 保持 常量 ,因为 [am- 
ilton 函数 的 值 不 是 常量 ， 所 以 能 量变 化 了 。 但 是 上 面 的 能 量 ， 
% 和 .的 关系 式 仍 了 近似 成 立 。 因 些 ， 能 量 与 时 间 的 关系 可 以 简单 
地 写成 


E(t oa) ald) +2mU0) /2m Cd) 
同样 ， 系 统 的 运动 频率 近似 为 
Wt) a a T+ (OmU ))/ 2m (C2) 


在 这 种 情况 下 ,运动 的 能 量 和 频率 均 随 着 <( 刀 的 增长 而 增长 。| 
8.4.3 温 渐 不 变量 的 构造 


现在 对 及 amilton 质数 【38.4.2) 来 构造 经 蚌 的 宴 渐 不 变量 。 
对 零 阶 精度 来 说 ， 不 变量 束 是 与 快 变 且 由 度 相 应 的 作用 量 
J。 现 在 要 构造 具有 一 阶 精 度 的 滥 渐 不 变量 ,， 因 此 要 萎 上 成 扰动 
e Hi 的 影 h] o 为 此 ， 象 8 .5 样 ， 我 位] 来 村 找 从 .0，y 到 | 
了 ，6，y 的 正则 变换 ， 以 使 新 的 Hamilton 函数 
H=HoteHii' (8 ,4.21) 
独立 于 快 相 变 量 9。 引 进 近 恒 等 变换 母 函数 
S=J0+Pp qteSr (J ,pg to (8.4.22) 
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_ SS a 
了 一 六 +e 3 9 一 0 一 中 
0 / (8.4.23) 
_ 95 
p=p + —, gq~—qg—¢—— 
0 op 


将 这 些 式 子 代 入 且 ,， 展 开 到 :的 一 阶 


=- S 
Ho(j, ey, et)—=Ho(], ey, ett)+ew > (8.4.24) 


0H , 

其 中 。= 忆 了 是 快 变频 率 。 注 意 到 在 展开 式 中 应 有 的 
_3H, ,8S! 8H, ,651 
09 sp 6p 69 

因为 是 6 的 二 阶 项 故 已 被 略 去 。 于 是 ， 根 据 (5.3.25) 第 三 式 


(8.4.25) 


万 (7 9 ,ey eft)=H(], 9， Ey,， et) 
AS(T7. 0. ep ,ea, et) 
oO( et) 


将 五 ,已 , 5 利用 式 〈8.4.23) 展开 ， 并 令 。 的 各 阶 军 和 相等， 精确 
到 零 阶 ， 有 


-十 二 (8.4.26) 


Ho( J, ey ， ef) = Hol J, sy, ef) (8.4.27) 
精确 到 一 阶 为 
一 一 0S， 一 一 
Hi(]J, 0 sey, D0 tH @ sey,， ei)(8.14.28) 


其 中 Si 一 SC 六 0 ,ey, ef)。 注 将 到 式 (8.4.26) 中 的 项 
是 二 阶 项 ， 央 此 在 式 (8.4.28) 中 已 被 略 去 。 

”因为 第 要 使 豆 ; 独立 于 9 ， 所 以 我 们 选择 Si 以 使 .Hi 的 关 
于 9 的 振动 部 分 被 消去 。 保 持 慢 的 角 变 量 不 变 ， 我 们 定义 对 6 的 
平均 为 
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Ma 


和 Si 的 方程 


27 


CD7=- Hd7 (8.4.29) 
0 


关于 0 的 振动 部 分 为 

{Hi}s= Hi (Hi) (8.4.30) 
将 式 (8,4.28) 分 成 其 平均 和 振动 部 分 ， 得 到 精确 到 一 阶 的 五 的 
表达 式 

应 (7， ey, et)=Hot+e (HT (8.4.31) 


fa 0> 一 一 { 五 站 了 (8.4.32) 
00 


它 很 容易 被 积分 。 精 确 到 零 阶 ， 温 浙 不 变量 是 了 。 精 确 到 一 阶 ， 
新 的 不 变量 是 7， 根 据 式 (8.4.23) 第 一 式 可 以 表示 为 旧 变 量 的 
函数 


J 0,ey, Et)=/—s 2 (8.4.33) 
将 式 (8.4.32) 代入 式 (8.4.33)， 并 将 哑 变 量 6 写 成 6， 得 到 


7=T+ 一 一 上 4 He (8.4.34) 
事实 上 ， 任 何 7 的 函数 也 可 以 选择 作为 淄 渐 不 变量 。 
通过 构造 一 个 淄 渐 不 变量 实际 上 在 淄 浙 近似 的 极限 内 将 于 2- 
milton 系统 从 7 个 自由 度 降 到 一 1 个 自由 度 。 这 是 因为 由 一 个 
e 的 渐 近 级 数 给 出 的 变换 后 的 了 Hamilton 函数 
FE=H(], ey, et,e) (8.4.35) 
是 独立 于 6 的 ， 因 此 了 是 常量 , 假如 此 系统 余下 的 自由 度 中 经 历 
一 个 振动 ， 这 个 振动 相应 其 它 自由 度 来 说 是 快 的 ， 那 么 我 们 可 以 
引入 第 二 个 小 参数 s:， 变 换 未 受 扰 (2 三 0) 的 系统 的 快 变量 到 
作用 - 角 变 量 ， 然 后 去 找 第 二 个 浸 渐 不 变量 。 这 一 方法 也 许可 以 
颖 得 一 组 浸 渐 不 变量 ， 直 到 系统 降 到 一 个 自由 度 ， 并 且 可 以 积分 
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以 狼 得 最 后 的 不 变量 。 

浸 淘 不 变量 实际 上 可 以 就 各 阶 精 度 而 求 出 ， 并 且 最 后 的 级 数 
都 是 浙江 的 。 

当然 ， 浸 渐 理 论 也 是 有 限制 的 。 因 为 共振 也 许 会 改变 或 破坏 
不 变量 。 如 朱 精 确 到 一 阶 。 将 y 写成 作用 - 角 变 量 形式 y= (J y， 


S 
89,)， 不 路 去 式 (8.4.25) 和 人 风 开 C8.4.32) 为 


十 ecu，。 


OS1 .05! o_OS! _ 

00 6(e0,) 0(éf) 
因为 S11 和 {fi}z 是 8 和 2i 的 周期 函数 ， 展 开 为 Fourier 级 数 
可 以 得 到 


9 一 
n= (k, /， m) 
KR 二 0 


— {Hi}7 (8.4.36) 


Hin(], J ,) 


Boem ow eng expL?s( RO 


+m*e0,+12et)) (8.4.37) 

可 以 看 到 槛 变量 和 9 的 快 振动 之 间 的 高 阶 共振 (m, 1 很 大 ) 会 

引起 小 分 母 。 死 分 接近 这 些 共 振 ， 在 式 (8.4.36〉 中 忽略。 阶 项 

是 不 正确 的 。 事 实 上， 忽略 了 这 些 共 振 效 应 的 浸 渐 级 数 是 渐 近 

的 ， 实 际 上 是 发 散 的 ， 并 且 只 有 在 时 间 远 小 于 或 等 于 慢 的 时 间 尺 
度 的 阶 时 才 成 立 。 

例 2 试 求 慢 变 谐振 子 
及 =FG(7)p? + 方 F(r)g?, 其 中 r=ef (4) 


的 温 渐 不 变量 。 并 研究 共振 对 它 的 影响 。 

我 们 看 到 小 参数 通过 利用 += et 已 被 写 进 系统 的 Hamilton 
阔 数 。 首 先 我 们 要 把 瓦 amilton 函数 变换 到 耳 , 一 及 ,(e=0) 的 
作用 -和 角 变 量 形 式 。 利 用 如 下 的 母国 数 1(g, 9, 7) 


Fi(lg, 0 7) =Rgictg? (Cb) 


其 中 RR(7) 二 (F/G)!/2。 根 据 式 (5.3,17)， 我 们 得 到 变换 后 的 
— (30 一 


Hamilton 阴 数 为 
1 RR . . 
及 二 oo te RJsin290 (CC¢) 


这 里 o6(7) 一 (FG)'/:， 并且“ ”表示 对 + 求 导 。 于 是 系统 就 
成 为 式 (8.4.2) 的 形式 。 下 面 就 可 以 通过 慢 摄 动 展 开 来 构造 淄 
浙 不 变量 。 精 确 到 零 险 ， 浸 渐 不 变量 恰 是 


H 
/= -一 -一 const。 (qd) 
U 


精确 到 一 阶 ， 我 们 对 (c ) 应 用 式 (8.4.34)， 得 到 
7=J(1+ePsin20)=const, (e) 
其 中 P(el)=(R’/2w6oR)。 这 表明 精确 到 一 阶 无 穷 小 /有 一 个 
以 快 变量 的 频率 的 两 倍 来 振动 的 微小 的 附加 部 分 。 
可 以 通过 直接 对 1 求 导 来 验证 J 的 确 是 不 变量 。 因 为 
T=j+epJsin20+2ePJocos20+0(e:) (7) 


根据 开 amilton 方程 
7 = 一 -一 -一 :Jcos20 = —2ePJwocos20 
因此 
T=ePJsin20 (&) 
根据 慢 报 动 的 阶 的 关系 
P~ep 


所 以 是 s: 阶 。 所 以 了 是 一 阶 不 变量 。 

现在 考虑 由 于 振动 和 振子 参数 的 慢 的 周期 性 变化 的 共振 而 引 
起 的 浸 渐 不 变量 的 长 期 变化 。 为 此 ， 把 王 展 开 为 Fourier 级 数 ， 
有 

P=e > ， neXD(1701ET ) (Ch) 
PT 

其 中 so 是 慢 振动 的 频率 ， 并 且 w/w。 和 1 同 阶 。 将 (及) 代入 
《&)， 有 


一 137 一 


7 = 2, as{expli(noiet + 20)] 
nn 人 0 
— expli(nw1et — 20))} (2? ) 
这 里 精确 到 一 阶 无 穷 小 用 代替 7。 在 慢 振 动 的 一 个 周期 上 积分 
(3 )， 人 得 


2 : 《 7 ) 


当然 在 对 上 和 对 5 的 振动 频率 可 通 约 ， 即 


2 _ 3 


Sl 2 
其 中 s 是 一 个 具有 !' 阶 的 整数 的 情况 下 ，(# ) 式 中 %= 土 项 
将 是 对 二 的 常数 ， 并 且 对 慢 周 期 的 积分 可 得 
AJ 2TTE 
二- 一 一 一 一 Rk) 
7 ( 


八 5 0 


或 者 说 


Th 


因此 ， 车 在 时 间 ~2 re-:y/o 共振 保持 ， 则 一 阶 不 变量 被 破坏 。 这 
意味 着 浸 渐 性 被 严重 地 违反 。 当 然 这 并 不 一 定 表示 运动 不 存在 不 
变量 ， 而 只 是 因为 不 变量 不 具有 上 面 这 种 形式 。 事 实 上， 线性 振 
子 (4 ) 是 可 积 的 ， 因 此 有 不 变量 存在 。 如 果 振 子 是 非 线 性 的 ， 
那么 不 变量 可 能 存在 ， 也 可 能 它 的 拓扑 结构 被 改变 ， 也 可 能 被 完 
全 破坏 .这 里 我 们 仅 用 线性 振子 来 说 明 展 开 技 巧 和 它们 的 局 限 。|| 


3 8.5 长 期 摄 动 理论 


在 接近 未 受 扰 Hamilton 系统 共振 处 ， 由 上 一 节 标 准 方法 给 
出 的 一 阶 浸 渐 不 变量 将 出 现 小 分 母 。 这 些 谐 振 变 量 可 以 通过 向 以 
请 振 频 率 转动 的 参考 系 的 正则 变换 从 未 受 扰 的 Hamilton 函数 中 
消去 。 新 的 坐标 量度 了 变量 在 共振 处 的 值 的 慢 振 荡 ， 而 共振 则 是 
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新 的 相 平面 的 椭圆 固定 点 。 在 共振 被 排除 后 ， 可 用 上 一 区 的 方法 
对 快 转动 相位 作 平 均 。 下 面 我 们 讨论 两 个 自由 度 的 自治 Hami- 
lton 系统 ， 向 非 自 治 系 统 的 推广 可 以 通过 引 人 一 个 扩展 的 相 空 占 
而 很 容易 做 到 。 


8.5.1 共振 的 排除 


假设 amilton 函数 有 如 下 形式 
/ HH=H.(J)+eH(J, DO) (8.5.1) 
其 中 五: 可 以 解 出 为 作用 - 角 变 量 的 形式 ， 并 且 五 | 是 9 的 周期 国 
wy z 


Hi= ,Hin(J)exp(in'O) (8.5.2) 


ji, mm 
这 里 n= 二 (Mm) 是 一 个 整数 天 量 。 如 末 在 坟 受 扰 的 频率 之 间 存 在 


= 一 ，y,s 是 整数 (8.5.3) 
其 中 
on. 
oO = 02()) = 7, (8.5.4) 


那么 应 用 8.3 和 8.4 市 的 摄 动 理论 来 解决 系统 的 运动 只 能 产生 长 
期 解 。 我 们 用 式 (8.5.3) 来 表示 系 统 的 主 共 振 或 由 主 共振 生成 
的 岛 振动 的 谐 波 频率 产生 的 次 共振 。 在 这 两 种 情况 下 ， 长 期 项 都 
可 以 通过 应 用 消去 原作 用 量 J 或 J 的 一 个 变换 来 排除 。 我 们 磷 
择 如 下 形式 的 母国 数 

= 一 (xb 一 9) 思 十 02 fs (8.5.5) 
它 定义 了 一 个 从 J,0 到 J， 9 的 一 个 正则 变换 使 得 


OF 人 A 
[= =], = = —s) 
O01 


(8.5.6) 


aF ^ 8F 
0 | 一 —y0— 80;,,， 0, 一 x 一 六 


Of 1 Of: 
—739C— 


在 基 上 新 变量 的 变化 率 


01=701—s0, (8.5.7) 
量度 了 离 共 振 的 慢 偏差 。 
在 用 式 (8.5.5) 这 种 形式 的 母 函数 来 排除 共振 时 ， 可 以 选 
择 任意 一 个 原 相 变量 保持 不 变 。 这 里 ， 我 们 假设 6 是 两 个 频率 
中 较 慢 的 一 个 ， 令 9;=9; 为 不 变 的 变量 。 因 此 ,在 就 变换 后 的 快 
相位 对 Hamilton 函数 作 平 均 时 ， 是 对 较 慢 的 原 变 量 取 平均 。 这 
种 选择 的 方便 之 处 在 于 :如果 要 排除 高 阶 共振 ， 可 以 保持 二 阶 相 
互 作用 的 最 低 谐 波 。 
把 式 (8.5.6) 代入 式 (8.5.1)， 有 
B=B(J)+eH(I, 0) (8.5.8) 
其 中 


H,= D Hn Texply 0 0 ,二 (s+ m7) 6 (8.5.9) 
l,m 
同上 节 一 样 ， 对 0, 取 平均 ， 可 以 得 到 精确 到 一 阶 的 变换 后 的 
Hanmiliton 函数 


CE 


=H,(J) + eR, 0)) (8.5.10) 


,= Ho( J) (8.5.11) 
一 > 如 -png (J )exp( —ip01) 


(8.5.12) 
平均 在 接近 共振 时 也 成 立 , 这 时 名 汐 名 。 因 为 二 狼 立 于 细 ， 因 
机 
f= ] ,= const， (8.5.13) 
这 便 是 HHamilton 函数 (8.5.8) 温 渐 不 变量 级 数 的 第 一 项 。 由 
(8.5.6 ) 第 二 式 可 知 ，J; 表示 了 系统 不 变量 的 组 合 ， 即 
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人 S 
J:=J2+ /= Const,. (8.5.14) 


转动 坐标 的 作用 就 在 于 明确 地 表示 接近 共振 系统 改进 的 不 变 
量 。 但 是 ， 对 于 高 阶 共振 ， 即 s 六 7y， 改 进 的 不 变量 f 只 是 一 个 
常数 乘 上 未 改进 的 不 变量 J。 因 此 、 对 于 改进 的 不 变量 来 说 ， 具 
有 重要 意义 的 共振 只 是 那些 具有 低 谐 波 数 s 的 共振 。 

当 了 是 常数 时 ， 由 Hamilton 函数 (8.5.10) 给 出 的 广 一 0， 
相 平 面 的 运动 等 效 于 单 自 由 度 的 运动 ， 因 而 是 可 积 的 。 相 平面 
了 一 9, 存在 一 个 或 一 组 驻 值 点 fo, 6u， 它 们 满足 


oF _ 04 -0 (8.5.15) 
of i 80, 


它 代表 了 受 扰 后 的 Hamilton 系统 的 周期 解 ,未 受 扰 的 Hamilton 
系统 在 由 式 (8.5.3) 给 出 的 特殊 J 下 对 所 有 6 存在 的 周期 解 ， 
在 9 是 退化 的 。 通 过 摄 动 ， 这 种 退化 性 被 排除 ， 只 剩 下 由 式 
(8.5.15) 给 出 的 周期 解 。 

Fourier 级 数 的 振幅 -p41, ys 当 增加 时 一 般 下 降 得 很 快 ， 办 | 
此 ， 作 为 很 好 的 近似 , 我 们 描述 广 --6: 平面 的 可 积 运动 时 ， 只 需 
用 罗 =-0， 土 1 项 。 所 以 ， 

H= B,J) + eH ) +2eH,,,(J)cos0, (8.5.16) 

其 中 不 失 一 般 性 ， 我 们 令 及 -二 及 ,,_,， 这 总 可 以 通过 一 个 普通 
的 变量 变换 bi 一 0; + const. 来 达到 。 


将 式 (8.5.16〉 代 入 式 〈8.5.15)， 可 以 得 到 固定 点 的 位 置 
8F, , Ofo0 0 2 0 万 ,,- 了 


BP oP, 一 二 26 pf COS 010=0 (8.5.17) 

—2eH,,.sin gi0=0 (28.5.18) 

从 式 《8.5.18) 可 知 两 个 固定 点 在 910 二 0, r。 根据 式 (8.5.17) 
和 共振 条 件 


8 五 ， ,0H 3H 
3 07 一 7 六 一 So 一 rw, = 人 0 (8.5.19) 
10 
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fw 由 下 式 给 出 
0 20 Hers 


-一 人 一 (0 (8.5.20) 
Gf of 


其 中 上 式 中 正 号 相应 于 00 一 0)， 负 了 号 相应 于 0 一 ms 


8.5.2 偶然 退化 和 内 在 退化 


现在 我 们 讨论 了 amilton 系统 的 两 种 情形 。 
定义 1 如 果 未 受 扰 的 Hamilton 函数 只 是 对 特殊 的 和 
方才 出 现 共 振 ， 那 么 Hamilton 国 数 ,被 称 作 偶 然 退 化 。 
这 是 Hamilton 函数 的 普遍 情形 ， 对 这 种 情形 来 说 ， 未 受 扰 
的 Hamilton 纯 数 变换 到 转动 系统 是 变换 后 的 两 个 作用 量 坐 标的 
函数 ， 艺 
Bo=Ro(f, f) (8.5.21) 
定义 2 如果 未 受 扰 的 于 amjlton 函数 上 有 具有 这 样 的 特性 ， 即 
对 于 所 有 的 7 和 JJ: 共振 条 件 都 满足 ， 那 么 且 , 被 称 作 是 内 在 退 
化 的 。 
显然 ， 内 在 超 化 的 amilton 图 数 为 
Ho= Ho(sJ1+r];) (8.5.22) 
这 就 保证 了 式 〈“8.5.3〉 对 所 有 的 和 .J 都 成 六。 利用 (8.5.6) 
第 一 式 和 第 二 式 将 式 (8.5.22) 变换 到 转动 系统 ， 则 
H,=H,(],) (8.5.23》 
即 内 在 退化 情形 下 ， 石 , 独立 于 J1。 这 种 情形 经 常 出 现在 对 物理 
系统 的 主 共振 感 兴趣 的 情况 下 ， 虽 然 主 共振 可 能 是 偶然 的 或 内 在 
的 ， 一 阶 共 振 却 由 于 其 频率 依赖 于 作用 量 笃 标的 复杂 程度 而 几 于 
总 是 偶然 的 。 
1， 偶然 退化 
考虑 到 式 (8.5.16) 和 “(8.5,21)， 在 六 和 0 的 偏 移 为 


fF.=O(H,,.,), 9,=QO(1) (8 . 5.24) 
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因此 可 以 关于 驻 值 总 在 六 而 不 是 91 展开 式 (8.5.16)。 引 入 


Afi=/— (8.5.25) 
我 们 有 . z 
,1 FH, ,; 
Hf) = J) + 7 ry 7 9 人 (AJ1) 十 
全 个 psd A 了 OH,, 
Hu,old )= Hoso( do) + op7 a - Af! + 9 Bp 
(Af D+ (8.5.26) 


Of,- ll Or 
Afio fn 
(AJ ?+ 
将 式 (8 5.26) 代入 式 (8.5.16〉 中 ， 略 去 常数 项 ， 考 虑 到 条 件 
(8.5.17)， 仅 保留 。 和 .A 的 最 低 阶 项 ， 我 们 得 到 描 述 接近 共 


振 和 运动 的 Hamilton 转 数 


媚 ,，,(J) =H,,(J, 


AH=5G(AA )?— Fcos 0， (8.5.27) 
这 里 CC 是非 线性 性 参数 
四 0 应 
G(J0) = gp (8.5.28) 
并 且 天 是 扰动 强度 和 Fourier 模 振幅 的 乘积 / 
: FJ0)= —2eH,,..(y,) (8.5.29) 


这 个 结 来 十 分 完美 ， 它 表明 在 接近 每 一 个 共振 的 运动 就 好 象 一 个 
摆 的 运动 一 样 ， 由 摆动 ， 分 界线 和 转动 组 成 。 式 (8.5,27) 曾 被 
许多 研究 者 用 来 描述 五 amilton 系统 接近 共振 的 普遍 运动 ， 并 且 
是 研究 与 这 些 共振 相应 的 分 界线 处 的 混沌 运动 的 基础 。 在 某 种 意 
义 上 ， 式 〈8.5.27) 提供 了 接近 所 有 共振 运动 的 通用 描述 工具 。 
因此 我 们 有 时 称 A 互 为 标准 卫 amilton 国 数 。 

企 扰动 下 原 运动 经 变换 后 其 接近 共振 的 运动 如 图 8.11(4) 所 
示 。 对 于 CF>>0, 稳定 的 固定 点 在 0 =0， 而 不 稳定 点 在 士 r。 
了 一 6, 摆动 的 频率 在 接近 稳定 点 是 慢 的 
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w= FG) =O0C(eH,,.) (8.5.30) 
并 及 当 接近 分 界线 时 ， 这 个 频率 减 小 到 和 零 。 它 总 是 远 远 小 于 
了 ,一 0, 振动 的 频率 ， 此 频率 和 1] 同 阶 。 最 大 偏 移 A 了 mos 很 小， 
它 出 现在 分 界线 ， 并 等 于 分 界线 宽度 的 一 半 (在 9; 二 0 处 )。 


\ 
上 


7 


A mr 


图 8.11 接近 -孤立 共振 的 漫 浙 运动 
(a) 偶然 退化 。 (5) 内 在 退化 。 


Afims—=2(F/G)'2=Ot(eH,, 1)1/2)] (8.5.31) 
接近 稳定 固定 点 ， 相 轨迹 轨道 是 椭圆， 其 半 轴 的 长 度 比 为 
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| 


A 

Ab， 
2 . 内 在 退化 
类 们 偶然 退化 ， 但 注意 式 (8.5.23)， 即 应 独立 于 六 ,用 
下 式 来 远 换 式 (8.5.24) 


T=0CeH,,s), Oi=0(eHoo, eH,s) (8.5.33) 
这 表明 在 了 和 在 0, 的 偏 移 是 同 阶 的 。 我 们 不 能 象 偶然 退化 屠 
样 仅 对 来 展开 式 〈8.5.16)。 为 了 检验 解 的 特性 ， 我 们 把 式 
(8.5.16》 在 椭圆 固定 点 561 一 0 线性 化 。 记 Ab = 6 ， 将 式 
(8.5.16) 展 为 开 Ab 和 A 的 直到 二 阶 近似 的 级 数 ， 有 


;0 “HH 10_ 个 
Ho(d) = Ho (do) + OF- (Af) + 1 Oo (AD 


=(F/G)!'/?=0O[(eH,,.,)!/] (8.5.32) 


2 a7 
(8.5.34) 
个 Of,,-: 入 1 oH,,.. 
H,,.; = HH.,,-, J 十 TT “ 
(J) (V0) 5 7。 (A7D 十 了 9: (A 广 ) 
十 »04 (8.5.35) 
cosbi 一 1 一 本 A Oi)? + (8.5.36) 


将 上 面 三 个 式 子 代 入 式 (8.5.16)， 考 虑 到 条 件 (8.5.17) 并 略 
去 常数 项 ， 我 们 得 到 与 简 谐 振子 相同 的 再 amilton 函数 


~ 和 全 
A 巡 三 CCAL] + ot(AN) 《8.5.37) 
其 中 
0“ 五， 0 到 on 0 有 
(7 一 大 +E 8 .50， 8 
0js ~" of 5 下 339) 
FF =—2eH,,.;s | (8.5.39) 


对 于 内 在 退化 情形 ， 式 〈8.5.38) 第 一 项 为 零 ， 因 此 G 和 下 均 是 
< 阶 。 所 以 /一 01 接近 椭圆 点 的 振动 的 频率 是 

w= (FG)! /=0(e) (8.5.40) 
并 且 酉 圆 半 轴 的 比 为 
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hh ,| 
NE ” hm 二 


Af, /TAU 
A ( 志 ) O(1) (8.5.41) 

在 椭 贺 固定 点 附近 从 偶然 退化 向 内 在 退化 的 过 渡 由 式 (8.5. 
38) 来 决定 。 当 式 (8.5.38) 中 第 一 项 通过 极限 零 ， 则 系统 由 偶 
然 退 化 变 为 内 在 退化 。 

类 似 上 述 方法 就 9 = 土 x 进行 线性 化 可 以 得 到 双 曲 轨道 的 渐 
这 线 与 901 轴 的 倾角 为 土 * 

tgx= (F/G)!/? (8.5.42) 

因此 G 关 0。 对 于 内 在 退化 和 偶然 退化 情形 在 此 大 致 是 类 似 的 。 
一 般 来 说 我 们 发 现 对 于 能 非 线性 ， 内 在 退化 导致 复杂 的 特性 ， 而 
偶然 退化 则 一 般 是 比较 简单 的 。 


8.5.3 ” 离 阶 共振 的 排除 


1. 高 阶 共 振 的 排除 

车。 不 是 足够 小 ， 那 么 出 现在 了 amilton 函数 (8.5.9) 中 的 
次 共振 将 引起 长 期 项 ， 它 会 改变 或 破坏 浸 渐 不 变量 户 。 这 些 
共振 是 前 面 推导 的 广 一 0, 相 振动 的 谐 波 与 基 频 os 之 间 的 共振 。 
在 浸 渐 极 限 内 ， 它 们 将 产生 图 8.12(z) 所 示 的 岛 链 。 这 些 共振 
可 通过 和 8.5.1 节 类 似 的 方法 排除 ， 尽 管 在 下 文 将 可 看 到 结果 有 
一 些 附加 的 特点 。 

考虑 平均 后 的 有 amilton 图 数 (8.5.10)。 首 先 我们 需要 将 
它 表 示 成 了 一 91 运动 的 作用 - 角 变量 形 式 。 为 此 我 们 不 是 直接 去 
解 Hamilton-Jacobi 方程， 而 是 对 接近 椭圆 奇 点 的 运动 应 用 摄 
动 理 伦 。 假 设 变换 后 的 Hamilton 图 数 为 到， 作用 - 角 变 量 是 
7 和 gi， 那 么 如 果 对 五 amilton 国 数 (8.5.10) 来 说 式 (8.5. 
16) 是 一 个 很 好 的 近似 的 话 ， 那 么 利用 $8.3 例 1 中 (7) 式 ， 
并 且 为 了 符号 上 的 统一 ， 令 五 = 访 ， 则 

Ko(Ti, 12) = Bo f,,, 7) toli— FGIt + (8.5.43) 
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这 里 G 和 % 是 了 的 函数 ， 由 式 (8.5.38) 和 (8.5.40) 给 出 。 
在 对 5: 的 平均 成 立 的 情况 下 ， 方 程 (8.5.43) 是 正规 解 。 它 独 
立 于 角 变量 ， 因 此 17,= 和 了 是 运动 的 两 个 常 数 。 向 作用 - 角 
变量 的 变换 可 和 匈 图 8.12(2)。 
为 了 考虑 次 共振 对 这 个 解 改变 的 影响 ， 我 们 重新 引进 在 对 
0: 作 平 均 时 忽略 的 项 详 
Pi(J,O=BJ, 0) 一 万 (7 6) (8.5.44) 
它 有 Fourier 展开 为 
A | ^ .7^ ./,Ss ^ 
站 (7)exp| ， FOrtl ( ttm ) | 
(8.5.45) 
式 中 “’ ”表示 s 十 Mr 二 0 的 项 已 从 式 中 去 掉 。 关 于 椭 阅 奇 点 


9041== 0 展开 上 式 ， 有 
Hi=y> Him(f io+ A fexp| i yA 


,sn 


ti( 1 7+m) 0 z (8.5.46) 


将 这 个 受 扰 Hamilton 函数 对 A 广 一 A 全 摆 动 变 换 到 作用 - 角 变 
量 的 最 低 阶 ， 应 用 $8.2 例 2 (f) 式 , 并 且 将 0; 写成 8,， 我 
们 有 

本 ;一 > Hi ( fio, 72 ) exp| i (7 二 二 可 )s 


7 和 


名 27 Nil2 . 1 
x ExD| 了 ER ) sing (8.5.47) 


其 中 R= (F/G)!2。 因 为 我 们 考虑 的 是 偶然 退化 ， 根 据 式 (8.5.， 
32)〉 知 A7 i 偏 移 很 小 ， 因 此 上 略 去 。 展 开 第 二 个 指数 
k= > Timn( fi0, 1 )exp ng ti (Lt )ga 


[rs 


(8.5.48) 
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图 8.12 近 次 共振 运动 。(e) 5wl = ws 情形 ， 次 共振 岛 在 一 所 坐标 系 。 
(6) 变换 到 未 受 扰 用 ~ b: 摆动 的 作用 一 角 变 量 六 ~ %i。(c) 变换 
到 相应 于 1- $1 次 摆动 的 转动 坐标 系 ， 又 获得 单 摆 的 相 平 面 


Wy 
hs 
甘 


2 


Pmn = Him( fo, TD) PP | R ] (8.5.49) 


这 里 了 ,是 7% 阶 Bessel 图 数 。 

由 式 〈8.5.48) 可 以 清楚 地 看 到 gz: 和 $1 之 间 存 在 着 高 阶 的 
共振 ， 使 得 关于 $; 的 平均 不 为 零 。 为 了 得 到 新 的 不 变量 ， 利 用 
式 (8.5.43) 和 (8.5.48)， 可 以 将 整个 amilton 函数 写成 

K= Re, 72) + eoFKi(T, Ls, $1, $o) (8.5.50) 
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它 和 式 (8.5.1) 具有 类 似 的 形式 ， 只 是 具有 新 的 阶 参 数 sz。 因 
此 我 们 可 以 用 8.5.1 市 的 方法 排除 次 共振 。 假 设 共 振 为 


2 (8.5.51) 
i 
其 中 ，o2 类 似 式 (8.5.4) 
$= 7 = =001) (8.5.52) 
0, 类似 式 《8.5.30) 
由 一 OK0el/2) (8.5.53) 
象 式 (8.5.6) 一 样 ， 变 换 到 新 的 变量 了 1, 了 ,，91 和 $2， 这 里 
pi—= pH1—Ip? (8.5.54) 
是 由 母国 数 
F,= (p81—gg2) T+ $2f, (8.5.55) 


导出 的 机 变量。 在 快 相 角 $62 上 作 平 均 ， 由 式 (8.5.48》 和 
《8.5.51)， 得 到 


zg 一 一 (7 二 区 


其 中 ng, Zs/Y)p, mp 是 整数 。 这 相当 于 在 变换 后 的 式 (8.5.48) 
中 只 保留 以 下 项 : 

入 一 一 7 办 ， l=Rkr, m= jg—hs (8.5.56) 
其 中 了 和 在 是 整数 。 在 转动 系统 对 也 amilton 函数 尽 作 平均 
天 一 并， 1,) + esRCT,, 1,, 由)) (8.5.57) 


其 中 : 
Ko TD)= KTCN), 71,7)) (8.5.58) 
六 ,= VK,pyaexp(—ij$) (8.5.59) 
i 
-这 里 


一 749 一 


Vi 


K-.;p;ja = DO Thria-rrs-ip (8.5.60) 
一 


是 $1 振动 的 第 7 个 谐 波 的 Fomrier 系数 。 因 为 天 独立 于 % ,我 


们 立即 得 到 


A 


j=1s+ (F)T=const. (8.5.61) 


这 便 是 岛 振 动 的 浸 渐 不 变量 。 还 可 看 到 ， 了 ,一 $1 运动 是 可 积 的 
将 式 (8.5.57)，(8.5.59)》 与 式 (8.5.10)，(8.5.12〉 相 比较 ， 
可 以 友 现 前 面 的 结果 都 用 到 高 了 价 共 振 这 里 。 问 转动 系统 变 效 后 的 
运动 在 图 8.12(c) 表 出 。 

2. 岛 振动 的 振幅 

为 了 合计 次 共振 的 强度 ， 我 们 取 式 (8.5.60〉 中 最 大 的 项 , 
它 是 | 站 =1 和 | 有 | 二 1。 此 外 ， 我 们 令 9 =1， 相 应 于 与 pz= 6 
振动 的 基 波 的 共振 。 根 据 式 (8.5.49) 和 (8.5.60)， 展 大 的 项 


正比 于 
zd( 驾 211 ) "| 


从 式 《8.5.51) 可 知 乡 是 一 个 具有 ss 阶 的 整数 。 因 为 Tm。 和 
RR 辣 阶 ， 目 变量 (271/R)'“ 的 最 大 值 与 单位 1 同 阶 。 因 此 ， 对 
于 2 很 大 (e 很 小 )， 可 以 把 Bessel 函数 用 其 展开 式 的 第 一 项 来 
近似 


史 p12 | ] 
ZV ~ (11/2R) Lo (8.5.62) 


人 项 的 幅度 正比 于 六 22， 因 此 当 
7 减 小 时 ， 鸟 振动 的 幅度 递减 得 很 快 。 把 式 (8.5.30) 和 (8.5. 
31) 中 的 互 -用 玉 - 来 代替， 并 利用 式 (8.5.62), 可 以 看 到 
在 1 1 的 振动 幅度 和 频率 至 少 是 OK[1/(s 72)1312 的 一 个 因子 ,小 于 
在 了 振动 的 振幅 和 频率 。 我 们 之 所 以 称 新 的 了 振动 为 岛 振 动 
是 因为 它 在 放 一 6 相 平面 上 呈现 一 个 岛 链 。 
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尽管 展示 由 于 二 阶 共 振 而 引起 的 岛 振 动 的 不 变量 曲线 的 方法 
和 用 于 获得 主 共振 不 变量 曲线 的 方法 相同 ， 但 所 得 结果 却 略 有 不 
同 。 岛 共振 的 振幅 象 式 (8.5.62) 那样 强烈 地 依赖 于 。<， 而 主 共 
振 的 强度 对 。 的 依赖 关系 则 较 弱 ， 为 sz。 因 此， 对 很 小 的 。， 
岛 振动 很 快 就 变 得 可 以 忽略 。 但 另 一 方面 ， 对 相对 大 的 。， 岛 共 
振 将 会 变 得 和 主 共振 一 样 在 决定 浸 渐 不 变量 的 极限 方 面 十 分 重 
要 ， 

高 阶 岛 链 在 接近 椭 贺 奇 点 处 尺寸 很 快 减 小 这 表明 它们 自身 在 
适度 的 扰动 幅度 下 在 这 些 岛 的 稳定 状态 。 因 而 ， 既 使 在 相当 大 的 
扰动 下 ， 不 变量 不 仅 存留 在 主 周期 解 的 邻 域 。 也 同样 存留 在 二 阶 
周期 解 的 邻 域 ， 就 象 我 们 可 以 从 稳定 的 二 阶 岛 链 中 看 到 的 。 

这 一 小 节 排 除 接近 椭圆 固定 点 的 次 共振 的 方法 是 一 种 重 正 化 
方法 "”。 这 就 是 推导 一 种 从 第 % 阶 到 第 w+1 阶 共振 的 变换 ， 它 
保持 Hamilton 函数 的 形式 ， 但 其 中 的 参数 则 要 相应 变换 到 更 高 
阶 。 


3 8.6 Hamilton 系统 和 正则 映射 


8.6.1 可 积 系统 


考虑 二 自由 度 不 显 含 时 间 的 保 窒 瓦 amilton 系统 ， 因 为 假设 
五 可 积 ， 因 此 它 可 以 表示 成 作用 - 角 变量 的 形式 
H(fi, {2)=E (8.6.1) 
是 系统 不 变 的 能 量 ，J 1 和 J; 是 运动 常数 。 不 变 的 能 量 使 相 空 
间 的 运动 由 四 维 降 到 三 维 。 两 个 作用 量 中 任何 一 个 的 不 变性 可 以 
进一步 将 系统 从 三 维 不 变 能 量 空 间 降 到 二 维 曲面 .在 二 维 曲 面 上 ， 
角 运 动 由 各 自由 度 的 相应 频率 来 决定 
0 一 0 十 bo，02 一 Oo 十 020 (8.6.2) 
这 里 每 个 角 变 量 都 是 以 2 7 为 周期 的 周期 函数 。 
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1. 环 面 上 的 运动 

系统 的 运动 可 以 表示 在 相 空间 的 环 面 上 。 这 也 可 以 推广 到 两 
个 以 上 目 由 度 系 统 ， 它 是 描述 运动 的 方便 的 方法 。 我 们 来 看 看 二 
自由 度 系 统 。 假 设 巨 是 系统 的 给 定 能 量 ， 检 查 两 个 自由 度 中 任 一 
自由 度 〈 例 如 第 一 个 自由 度 )， 则 .六 作为 同心 圆 的 半径 ，2: 则 是 
环绕 和 名 圆 内 转角 ， 整 个 环 面 还 必须 附加 一 个 9; 角 才 能 确定 。0。 
与 91 成 直角 ， 组 成 了 整个 环 面 。 系 统 的 运动 轨迹 始 终 沿 着 这 个 
环 面 。 

选择 一 个 给 定 的 并 固定 J1， 当 然 也 就 固定 了 J:， 因 为 
oj 一 ov )， wz 二 wa《J)， 因 此 比率 


以 一 一 (8.6.3) 


也 是 固定 的 ， 称 之 为 旋转 数 。 对 于 =7/s, 其 中 ys 是 互 质 整数 ， 
这 两 个 频率 是 可 通 约 的 ， 那 么 系统 的 运动 退化 为 环 面 上 一 维 曲 线 
的 周期 轨迹 。 它 在 经 过 ?个 091 窒 环 和 ss 个 9 循环 后 自行 封闭 。 
一 般 来 说 ，c 将 是 无 理 数 ， 在 这 种 情况 下 ， 胃 迹 将 映射 到 整个 昌 
面 。 因 为 7 和 3 都 可 很 大 ， 丙 此 作用 空间 中 的 周期 轨道 下 以 任意 
接 巡 。 

环 面 上 的 运动 特别 有 用 之 处 在 于 它 可 以 推广 到 两 个 以 上 日 由 
度 的 系统 。 每 个 不 变 的 作用 景 使 相 空 间 的 轨迹 所 张 曲 面 的 维 数 减 
小 一 维 ， 因 此 %* 昌 由 度 系 统 有 %* 个 常 作用 量 ， 它 把 在 21 维 相 空 
同 的 运动 缩减 到 一 个 % 维 曲面 或 流 形 上 。 这 个 流 形 或 曲面 由 有 % 个 
角 变 量变 化 而 成 。 完 全 类 似 图 8.13，z% 个 角 变 量 互 相 徐 直 , 县 有 
周期 2 TT ,J = 二 const.。 

以 于 讨论 的 为 一 个 重要 结果 是 在 任何 正则 空间 里 的 可 积 运 动 


p=p(J, 0), q=q(J, 0) (8.6.4) 
是 可 以 分 解 为 
pi)= > pnd)explti(mwitmB)) (8.6.5) 
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图 8,.13 未 面 = const，Jz= const, 上 的 运动 
q (1)= qu(d )expUi(mwit+ mB)) 
nm 


其 中 痉 是 一 个 具有 整数 分 量 的 % 维 和 失 量 ，B 是 一 个 怖 撩 量 。 方 程 
《8.6.5) 由 人 角 变 量 的 fourier 展开 得 到 ， 而 且 可 以 得 到 P, 9 的 
拟 周期 运动 。 为 了 得 到 间 期 解 ， 令 

173* 包 一 0 (8.6.6) 
因为 m 有 整数 分 量 ， 这 表明 w 的 分 量 之 间 有 整数 关 系 ， 即 只 = 
noo， 其 中 94; 没有 公 因 子 。 在 一 个 周期 后 ， 胃 线 出 现 闭 合 


2X 2 
0 


这 里 是 对 具有 加 频率 ur 的 第 :个 自由 度 所 需 的 环 路 数目 。 
2. 扭 映射 
研究 相 空 间 轨 迹 的 一 个 方便 的 方法 是 借助 于 截面 。 这 种 方法 
对 二 自由 度 系统 尤其 有 用 。 对 于 Hamilton 函数 (8.6.1) 有 两 
种 选择 截面 的 方法 : /一 0 平面 (90; 二 const,) 和 J: 一 0: 平 面 
《01 二 Const,)。 我 们 选择 前 者 ， 来 检查 一 下 运动 轨迹 与 1 一 0 
截面 的 交 扩 。 逐 次 的 交 扩 上 县 有 J1=const,。， 并 且 被 时 间 At= 
27r7/o: 隐 离 开 。 在 这 段 时 间 里 ,91 增加 了 wiAf=2 ra(J 1)， 这 里 
2 是 旋转 数 。 因 为 /=.1a(C1 大 )， 对 于 给 定 的 无 ， wx 可 以 认为 
仅 是 六 的 国 数 。 为 了 便于 标记 ， 略 去 下 标 1， 得 到 描述 运动 从 
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第 % 到 第 %+I 次 交点 的 方程 

/1 一 01 一 0 十 2TX( tl) (8.6.8) 
这 里 为 了 方便 起 见 将 a 写成 /sl 而 不 是 J ;的 函数 。 式 《8.6.8) 
给 出 的 映射 被 称 为 所 上 映射 。 它 将 圆 仍 映射 为 贺 ， 但 是 旋转 数 一 般 
依赖 于 圆 的 半径 。 对 于 a 为 无 理 数 ， 任 何 圆 上 的 初始 条 件 当 n> 
co 均 勺 地 充满 整个 贺 。 对 于 4a=7+/s 是 有 有理数，? 和 s 互 质 ， 我 
们 得 到 映射 的 固定 点 。 对 它 来 说 ， 任 何 初始 条 件 经 过 s 次 相交 后 
轩 狐 出现 。 这 两 种 情况 都 如 图 8.14 所 示 ， 其 中 s==6。 


图 8.14 轨迹 与 截面 6: = const, 经 许多 次 相交 后 的 交点 
汪 维 扭 映 射 是 保 面积 的 ， 有 即 
OC] r+1 Ort!) _ 
O(a 0s) “一 (8.6.9) 
对 于 具有 有 % 个 自由 度 的 可 积 系统 来 说 ， 吴 二 const.。 假 如 选 
择 0s 二 const, 为 截面 ， 我 们 得 到 对 4 一 1 对 剩 下 的 作用 - 角 坐 标的 
扭 映射 
了 一 ;,, D 一 Do 二 2 Tad TI) (8.6.10) 
3 Ci 二 wi/ws 是 第 i 对 的 转动 数 。 显 然 ， 相 应 于 二 维 映 射 保 面 
积 牧 性 ， 对 于 维 拓 上 映射， Poisson 括号 条 件 显然 成 立 。 


8.6.2 了 近 可 积 系统 


我 们 演 虑 二 维 可 积 系 统 略 受 扰动 使 得 Hamilton 东 数 是 角 恋 
量 的 函数 . 
BE(J, 0)=Ho(J)+eH(y, 60) (8.6.11) 
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在 万 一 0， 截面 90; 二 const. (mod 2 7)， 扭 映 射 (8.6.8) 变化 成 
1 一 二 E 太 05)， 
Oar1=0s+2 ma( Tos) t+ eg Jnr1, Oa) (8.6.12) 
其 中 /+、&8 是 6 的 周期 畏 数 。 因 为 从 # 到 2+1l1 的 变换 由 ami-~ 
lton 方程 产生 ， 因 此 这 个 变换 必然 是 保 面 积 的 。 我 们 选择 /和 8& 
为 /的 图 数 而 不 是 六 的 图 数 ， 这 样 保 面 积 特性 可 以 表示 成 非 
常 简单 的 形式 。 事 实 上 ， 由 母 函数 


Fs= Jarba+2 ral ari) + eb( Ts+1, 0，) (8.6.13) 
可 以 求 出 : 
“= f= 一 2 g = ‘86.14) 
因此 ， 保 面积 特性 表示 为 
D+ Be (8.6.15) 


有 了 时 比较 感 兴趣 的 映射 是 /独立 于 了 ,并且 g 寺 0。 这 样式 
(8.6.12) 便 取 下 面 形式 
Jatl= st ef (0s), Onri—=0st+2 Ta( sr1) (8.6.16) 
此 映射 被 称 之 为 径 向 扭 映射 。 
如 朱 我 们 把 (8.6.16) 第 二 式 在 周期 为 1 的 固定 点 J ,+1= 
:二 Jo 线性 化 ， 其 中 a(Jo) 是 一 个 整数 ， 则 对 于 邻 近 的 作用 量 
J:=JotAJ; (8.6.17) 
用 新 的 作用 量 
7 了 ,一 2Tx Ar， (8.6.18) 
来 替代 ， 则 (8.6.16) 成 为 广义 标准 映射 
Tri—=Ts+ Kf™*(O0), O01—=0s+1,sr1, mod2 x (8.6.19) 
这 里 
K=2 na ef nx (8.6.20) 
是 随机 性 参数 ，f* 二 /fmx 是 作用 量 的 跃迁 ， 其 最 大 值 归 一 化 
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为 单位 1。 因此， 广 头 标 准 映 射 在 局 部 等 价 于 任何 径 向 扭 上 映射 。 
对 于 /* 二 sin9,， 式 (8.6.19) 成 为 标准 上 映射 


7 一 7 十 天 SIRD，， :1 一 0 十 7 1 (8.6.21) 
受 扰 扭 映射 问 两 个 以 上 自由 度 保 守 自 治 的 再 amilton 系统 的 
推广 由 如 下 母 罗 数 得 出 


7 一 esO+2T4J +TeoV iD) (8.6.22) 
对 于 在 截面 的 % 一 1 对 作用 - 角 变 量 ， 有 
,= st ef (dd,,:,0,) 
Oni1—=0s+2 Ta(d,,1) + eg(d ,1,0,) (8.6.23) 
由 于 是 由 母 销 数 下; 导出 的 ， 这 些 变 量 是 正则 的 。 如 朱 8 不 是 
.JJ :的 函数 ， 便 得 到 24# 一 2 维 径 问 扭 映射 。 
通常 把 以 上 这 些 映 射 通 过 引进 x=(J ,98) 改写 为 
Xs+!= 7x (8.6.24) 
芯 中 了 表示 映射 。 


8.6.3 Hamilton 形式 和 映射 


Hamilton 形式 和 映射 的 转换 在 计算 动力 学 系统 的 运动 中 其 
有 广泛 应 用 。Hamilton 系统 的 一 般 特性 通常 用 映射 来 接 述 ， 肥 
之 映射 的 正则 特性 通常 用 Hamilton 描述 来 处 理 。 我 们 将 看 到 ， 
映射 有 其 自己 的 Hamilton 表示 ， 它 可 以 用 来 将 它们 的 分 析 与 
Hamiiton 理论 相 联 系 。 下 面 ， 我 们 先 来 研究 Hamilton 的 述 问 
映射 的 转换 ， 接 着 考虑 道 问题 ， 即 写 出 一 类 映射 的 Hamilton 形 

1， 向 映射 的 转换 

在 二 维 情况 ， 受 扰 扭 映射 (8.6.12) 中 的 函数 上 和 8 精确 到 
<E 阶 可 由 五 amilton 方程 
d7， oH! 


re 


di TY 00) (8.6.25) 


来 确定 。 关 于 环绕 环 面 的 9; 运动 的 一 个 周期 来 积分 式 (8.6.25)， 
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A 六 = 一 on CJaris 2 0 十 oii, D2o t+ Wt) dt 《8 5 。 26) 
这 里 Jo 和 号 都 是 7， 的 函数 . 精确 到 * 阶 利用 ,9 的 


未 受 扰 值 ， 即 在 未 受 扰 的 轨道 上 积分 .50+ 。 作 用 量 / 的 跃迁 于 是 


为 

ef CJarirbn)=ATi(Jati0s) (8.6.27) 
相 骨 的 相应 跃迁 可 以 很 容易 由 保 面 积 条 件 (8.6.15)〉 获得 ， 
” 妆 应 用 于 受 扰 扭 映 秧 时， 得 到 


gs(/,0)=— - dg (8.6.28) 


对 于 径 问 扭 映射 ，&8 尘 0。 

2. 向 Hamilton 形式 的 变换 

考虑 人 竹 问 扭 映 射 《8.6.16〉 这 类 上 映射。 我们 需要 将 这 些 方程 
表示 成 Hamilton 形式 ， 其 中 蕉 代 次 数 % 起 着 时 间 的 作用 。 为 
此 ， 引 进 周 期 5 函数 


Ce 人 


ji 一 >, Nn~—m)=1+2) cos2 nrgn (8.6.29) 


1 二 ~ Ce 了 二 | 
上 式 最 后 的 形式 是 Fourier 展开 。 于 是 式 “8.6.16) 取 如 下 形式 
d z 
Shef (0) 81(n), -2 一 2 tal]) (8.6.30) 


式 (8.6.30) 是 Hamilton 形式 ， 其 了 Hamilton 国 数 为 
J 0 
H(J,0,n)=27| «(JT)dT eon)| f(0)d0 (8.6.31) 


可 网 ， 和 amilton 图 数 五 是 一 个 非 自 治 的 单 自由 度 国 数 。 
以 上 的 结论 都 很 容易 推广 到 和 个 自由 度 的 系统 。 
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$8.7 正则 映射 时 一 般 特 性 


现在 讨论 非 线性 耦合 振子 系统 的 一 般 特 性 和 相 空 间 的 结构 ， 
主要 结果 是 KAMM 定理。 此 定理 保证 了 不 变量 环 面 的 存在 ， 可 应 
用 于 两 个 或 两 个 以 上 自由 度 的 系统 。 当 然 ， 定 理 的 东 些 结论 对 两 
个 自由 度 与 两 个 以 上 自由 度 系统 有 明显 的 差别 ， 即 对 两 个 以 上 日 
由 度 系 统 存在 着 Arnold 扩散 。 下 面 ， 我 们 把 广 意 力 放 在 二 维 体 
面积 映射 来 说 明 KAM 定理 和 相 空 间 的 一 般 特 性 。 


8.7.1 无 理 旋 转 数 和 天 AM 稳定 性 


车 一 个 可 积 系 统 略 受 扰动 ， 使 得 了 Hamilton 函数 是 角 变量 的 
函数 ， 即 
H(J,0)=H(Jd}y+eH(J ,0) 

那么 ， 由 前 面 几 市 可 知 ， 各 自由 度 之 间 的 共振 会 破坏 关于 未 受 扰 

系统 的 各 种 替 级 数 展开 式 的 收 全 性。 但是， 可 以 证 明 这 样 一 个 定 


KAM 定理 ”如果 下 列 条 件 满足 
(1 ) 频率 的 线性 独 江 性 ， 即 


miowi(d) 0 (8.7.1) 


1 


在 J 的 某 些 区 域 成 立 (充分 非 线 性 )。 上 式 中 wy 是 = 了 的 


分 量 ，Miz 是 整数 矢量 m 的 分 量 。 
(2 ) 摄 动 的 光 沸 条 件 ， 即 五; 有 足够 阶 数 的 连 续 导 数 。 
( 3 ) 初始 条 件 离 共 振 足 够 远 ， 即 对 所 有 的 m 满足 
Im:w|S>7|Im| / (8.7.2) 
其 中 7 依 藉 于 自由 度数 目 和 厂 | 的 光滑 度 。7Y 依 赖 于 e， 受 拢 
Hamilton 函数 及, 的 大 小 和 未 受 扰 的 Hamilton 函数 及 ,的 非 线 
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™ | 和 


性 性 C 。 
那么 ， 系 统 存在 一 个 不 变量 环 面 (J ,6) 由 上 决定， 满足 下 
闻 尖 系 


一 TDCE，s) (8.7.34) 
和 . 

0=éE+u(t,e) (8.7.30) 
这 里 和 vw 是 的 周期 函数 ， 并 且 当 。 一 0 时 为 零 。 并 且 6 一 %， 
征 坏 面 上 未 受 扰 的 频 素 。 


KAM 定理 是 二 十 世纪 力学 最 有 代表 性 的 成 果 ， 它 是 由 Ko- 
TMGrOpoB 2 提出 的 推测 ， 其 后 由 ApHoNApx"' 引 关于 解析 的 琶 
证 明 的 ， 后 来 Mosers 3 又 对 有 足够 阶 连 续 导 数 的 五 ,给 出 了 证 
明 。 这 个 定理 被 称 作 KAM 定理 就 是 为 了 纪念 这 三 位 数学 力学 家 
的 太 出 工作 。 这 个 定理 提供 了 非 线性 耦合 系统 存 在 不 变 量 的 基 
础 。 下 面 我 们 过 论 这 个 定理 的 含义 证 明 的 思路 以 及 适用 性 条 件 

因为 当 7Y 太 大 时 式 (8.7.2) 
不 成 立 ， 而 7Y 随 着 e,| 五 | 和 1/G 
的 增加 而 增加 ， 因 此 KAM 环 面 存 
在 的 条 件 必须 是 充分 小 的 扰动 。 条 
件 (1) 和 (3) 也 意味 着 适度 非 线 性 这 
一 条 件 。 如 果 定 理 的 条 件 都 被 涨 : 
足 ， 则 一 个 扭 映 射 的 圆 象 图 8.15 那 。 图 8.15 护 动 后 的 曲线 位 于 未 
样 摄 动 成 一 个 近似 圆 ， 并 不 改变 其 全 人 曲线 公 过 
拓扑 结构 ， 这 便 是 KAM 环 面 与 截面 的 交 。 

现在 我 们 来 指出 证 明 AM 定理 的 困难 。 考 虑 一 个 二 自由 度 
的 受 扰 扭 映射 。 受 扰 后 的 轨迹 与 截面 的 相继 交点 ( 见 图 8.15) 
由 一 对 差分 方程 来 表示 ， 它 们 依据 前 一 次 相交 时 截面 变量 J 和 
901 的 值 给 出 和 91 的 新 值 。 按 照 假设 的 不 变量 曲线 (8.7.3 a)， 
万 的 差分 方程 具有 如 下 形式 
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J1(01+2 KC)= 1(61) +v(0) (8.7.4) 
它 可 以 通过 对 01 的 Fourier 展开 来 求解 
J1(01) = arexp(ik01), (01)—= ob.exp(iR0) (8.7.5) 
因为 我 们 需要 根据 5 来 表示 ax， 所 以 
[1(01+270)— J1(01) = Dartexp(ik2rx oa) — 1Jexp(ikd) 
(8.7.6) 
因此 系数 4 为 
、 六 
exp( 过 2ra) 一 1 
虽然 ax 不 象 和 那么 快 趋 于 零 ， 并 县 它 在 为 有 理 数 时 无 定义 。 
这 也 恰 是 阻止 摄 动 理论 收敛 的 零 分 母 问 题 。 如 朱 < 是 .六 的 畏 数 ， 
则 J 的 值 必 须 这 样 选择 以 使 分 母 不 为 零 。 这 就 需要 一 个 适当 修 
改 的 展开 方法 入 足够 快 的 减 小 。 下 面 我 们 讨论 证 明 的 思 路, 实 
际 的 证 明 十 分 复杂 ， 可 参看 参考 文献 。 证 明 的 基本 方法 是 ， 在 每 
一 步 展开 过 程 中 变化 初始 条 件 以 保持 离 所 有 的 共振 足够 了 还 ， 因 而 
展开 可 以 进行 到 下 一 步 。 
1. 线性 独立 性 或 充分 非 线 性 性 
我 们 已 经 看 到 ， 如 果 在 未 受 扰 系统 的 两 个 自由 度 之 间 存 在 着 
共振 ， 那 么 由 扰动 引入 的 相 轨 迹 存 此 共振 的 令 域 会 发 表 畸 变 。 假 
如 未 受 扰 频率 是 作用 量 的 国 数 ， 那 么 作用 量 的 有 效 变 化 通常 扰动 
系统 离开 共振 并 限制 作用 量 的 坑 移 。 如 采 受 扰 后 的 作用 量 / 的 贪 
移 远 小 于 未 受 扰 的 作用 量 J。， 则 KKAM 不 变量 曲线 可 能 存在 , 它 
接近 未 受 扰 的 不 变量 / =.1o。 这 便 是 式 (8.7.1) 给 出 的 线性 独 
立 要 求 mm'w 关 0 的 意义 ， 它 保 让 了 式 (8.7.3 4) 中 当 一 0 时 ， 
UvU(€,e)—0 
下 面 来 计算 频率 的 线性 独立 性 条 件 。 为 了 简单 起 见 ， 仅 孝 虑 
二 自由 度 系统 。 假 设 频 率 由 21(1,J:)〉 和 oz(.7 77) 由 下 式 联 系 
f (Wi1, 202) =0 


Ux (8.7.7) 


对 上 式微 分 ， 有 
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_6f /Oo O01 H] / 0% O02 
d= OW | Of 1 di+ of: a:)+ QO, | of dji+ 97 7:)= 0 
它 对 任意 的 dJ! 和 dJ; 成 立 ， 因 此 
Oo: Oo ro 
Of i of: Ow] 
wr*f ,= 一 0 (8.7.8) 
[2 Ow [3/- : 
0 广 0 /， OW, 


蕉 detwy 天 0， 则 唯一 解 为 所 =0。 于 是 ， 对 所 有 的 V， 下 面 的 鞠 
系 就 不 可 能 成 并 


f=mot+m;m,=0 (8,.7.9) 
因此 ， 频 率 线性 独立 〈 非 线性 依赖 〉 的 必要 条 件 便 是 
: detw 0 (8.7.10) 


这 是 经 党 引用 的 条 件 。 
对 于 给 定 的 共振 ， 可 以 使 用 一 个 具有 更 少 限 制 的 条 件 。 它 只 
需 权 频率 在 / 的 实际 变化 方向 上 不 是 常数 。 考 虑 如 下 二 目 由 度 系 
H=Ho(]', J;) 二 > Him Ji, J2)expLi(l0!—m02)) 
1， 711 


(8.7.11) 
选择 一 个 特殊 共 据 7 二 +， 二 s 和 @2/%1= 二 7/s8， 由 amilton 方 


积 可 知 和 他 = 一 r/s。 共振 时 /=ro1 一 so2=0， 故 9/ =0。 郑 虑 到 


56- 二 + ， 了 人 -一 一 ， 则 共振 的 必要 条 件 为 


+ 5 一 27s ots je = 
因此 ， 要 尴 天 此 共振 ， 则 只 需 满 足 非 线性 性 条 件 


oHs 0 万， 0 瑟 ， 
2 二 一 273 一 十 32 二 ,7.] 


它 也 是 人 AM 定理 证 明 中 用 到 的 非 线性 性 的 充分 条 件 。 对 于 任意 
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目 由 度 系统 ， Chirikov 找到 类 似 的 条 件 和 1 


oH' 
ms FF OF m0 (8.7.13) 


实际 上 ， 用 长 期 摄 动 理论 也 可 以 推 证 得 到 式 (8.7,12) 这 样 
的 结论 。 取 母 函 数 为 
=(701—s02) 广 十 92 (8.7.14) 
对 壬 amilton 畏 数 (8.7.11)， 可 以 象 式 (8.5.6) 那样 得 到 新 的 
变量 。 象 $8.5 那样 关于 作用 量 的 共振 值 展开 ， 并 对 快 变量 取 平 
均 ， 可 以 得 到 * 的 最 低 阶 、 
AH oH Ai 


一 -一 一 十 2 e H,cos0, (8.7.15) 
aJ: 2 


这 里 为 了 方便 起 见 ， 我 们 选择 五 , 是 实数 ， 着 -了 一 0， 则 非 


线性 只 出 现在 更 高 一 阶 ， 并 且 分 界线 的 宽度 也 不 限制 在 5 阶 。 
因此 我 们 得 到 与 式 8.7.12) 等 价 的 非 线性 条 件 


G = A 0 (8.7.16) 


这 一 条 件 将 偶然 退化 ( 了 ) 或 强 非 线性 系统 与 内 在 退化 


H, 
a 对 于 侦 然 退 化 系统 ,KAM 
趾 理 所 而 的 非 线 性 条 件 是 满足 的 。 这 可 以 通过 展开 式 (8.7.16) 
Ol 8 OH» 9fi oo Ofz 
下 Ff, 67; 9 0 (8.7.17) 


0): 07 


OT ， 97 


著 虑 到 of 3 
(8.7.12)。 
对 于 固定 的 <， 所 需 的 非 线 性 性 G 可 以 从 图 8.15 中 估 测 , 即 
作 几 量 的 偏 移 AJ 应 该 远 小 于 未 扰 作 用 量 J。 分 界 线 的 整个 宽 
度 为 A 广 =yA 方 ， 券 虑 到 式 (8.7.15)， 有 


一 62 一 


， 由 式 《8.7.17〉 我 们 可 以 得 到 式 


ou 


4y2eG Hm 4V2eGH yn 4/2EC Hn etc, 
一 一 es 一 一 


加 0 1/4 1/3 1/2 2/3 3/4 1 p/a 
(Cb) Awi7 wwi 


图 8.16 (2) 光 滑 条 件 。 被 用 来 检验 次 共振 的 主 共 振 之 间 区 域 。(2) 两 个 主 
共振 之 间 的 作用 量 区 域 利 用 Aw = GAJ 转化 成 频率 尺度 。 次 共振 
由 阴影 线 表 示 ， 当 充分 光滑 时 ， 次 共 拨 是 孤立 的 ， 


2eH,, 1/ 2 
TE) < 


或 者 | 
32r*eH,, 
CPT 
对 于 内 在 退化 ， 线 性 独立 条 件 (8.7.10) 不 满足 。 研究 发 
现 ，KAM 理论 的 结构 〈 不 变量 曲线 ， 岛 等 ) 对 于 这 类 系 统 的 存 
在 与 否 要 视 具 体 情 况 汪 。 
2。 光滑 杂 件 
关于 摄 动 项 的 光 绢 《连续 导数 的 阶 数 〉 的 一 个 必要 性 条 件 可 
以 通过 注意 到 及 AM 曲线 只 在 离开 所 有 的 岛 扰动 才 存 在 这 一 事实 
来 獒 得 。 如 果 两 个 低 阶 共振 之 间 的 岛 充 满 它 们 之 间 的 整个 相 
罕 则 ， 那 么 结论 显然 是 KAM 曲线 不 存在 。 我 们 还 是 讨论 二 自由 
度 系统 。 考 虑 了 Hamilton 国 数 (8.7.11)。 为 了 明 瞎 起 见 ， 选 择 
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(8.7.18) 


I th 证 


oi/ os:=s， 并 且 五 。 线 性 地 依赖 于 疡 ， 因 此 当 了 变化 时 相 邻 的 
主 共 振 可 以 通过 go =os 分 离开 。 这 里 wo: 是 常数 ， 独 立 于 J 1 和 
/:， 如 图 8.16(4)。 在 这 对 主 共振 之 间 是 具有 值 21/w2=s+p/g 
(pP、g 是 整数 ,jp 之 9) 的 次 共振 的 总 和 ,在 式 (8.7.11) 中 令 / 二 
g，m 取 遍 次 共振 的 所 有 整数 

m(p,g)=p+sg 《8.7.19) 
利用 对 每 个 共振 分 界线 宽度 A 广 的 值 (8.5.31)， 有 


A 9 el Nl 

Ah=1( ao") 

、 和。 人 O°H' 2 大 
以 及 定义 AJ' = 二 oA 和 Gg gf 一 9 GG， 则 


AJ'=4 (> ) Eas (8.7.20) 


这 里 古 对 所 有 次 共振 取 和 。 根据 频率 变化 
Ao= FA7= GA (8.7.21) 
二 阶 品 宽度 的 总 和 ， 即 图 8.16( 纪 的 阴影 线 部 分 与 主 共 振 岛 之 间 


距离 的 比值 为 
到 AL 一 人 2 一 


pie 


OW) 2 


(8.7.22) 
Pd 


奋 对 受 扰 的 瓦 amilton 函数 指定 一 个 光滑 弃 ， 例 如 好 阶 连 续 导 
数 ， 那 么 因为 色 是 2 的 线性 函数 ，Fourier 振幅 对 大 的 2 下 降 为 


A 
Ham~ ra (8.7.23) 


其 中 4 是 一 个 常数 。 将 式 (8.7.23) 代入 式 (8.7,22),， 并 注 
营 到 


2 HY’,~gHYy, (8.7.24) 


便 得 到 
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去 112 ~ 
SA Sg (8.7.25) 
a 1 


式 (8.7.25) 的 求 和 对 于 MK> 2 收 钙 于 一 个 正 数 o。 因 此 ， 独 
立 于 求 和 前 面 的 系数 ， 我 们 得 到 KAM 曲面 存在 的 一 个 重要 条 
件 ， 即 连 组 导数 的 阶 数 MM 满足 
7 > 2 
可 以 将 MT> 2 这 个 结果 与 实际 的 天 AM 条件 (8.7.2) 相 比 
较 。 将 式 (8.7.2) 对 二 自由 度 改写 为 


人 ] V 


WwW» S$ 


ys (+n {8.7.26) 


8.16(5) 中 阴影 部 分 长 度 的 总 和 ， 也 就 是 在 0 < < 1 中 所 


有 使 式 (38. 7. 26) 不 成 立 的 区 间 长 放 的 总 和 工 可 以 通过 给 式 
(8,7.26) 乘 以 s 并 对 s 取 和 而 得 到 ， 即 


L<Y 》S-: (3.7.27) 


比较 式 (8.7.27》 与 (8.7.25), 可 以 认为 二 名/2, 人 队 式 (8.7.27) 


Cx 


也 可 看 出 当 之 1 时 ， 5 srconst., 这 与 好 > 2 相 一 致 。 此 


YY 二 
外 亚 然 了 Y=?(e) 并 且 当 上 一 0 时 ，7 一 0。 所 以 , 式 (8.7.27) 表 
明 使 式 (8.7.26) 成 立 的 频率 比 即 使 在 受 扰 后 仍 具 有 非 零 测 
度 1 一 const,Y(e)。 
现在 ， 研 究 者 们 已 经 证 明 ， 对 于 二 自由 度 系 统 ，M 3 是 

KAM 曲面 存在 的 充分 条 件 ， 而 必要 条 件 只 需 内 全 20652。 对 于 4 
个 自由 度 系统 ，Chirikov 证 明 必 要 条 件 为 5 

:之 2 用 一 2 
而 Moser 竟 给 出 过 一 个 严格 的 充分 条 件 516) 

/人 之 2 如 十 ?2 
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并 且 还 要 求 当 s 趋 于 零 时 亦 为 零 的 ? 必须 选择 得 充分 小 。 

3. 充分 无 理性 和 适度 非 线性 

假设 式 (8.7.25) 的 和 收 化 于 “， 我 们 看 到 如 果 % 一 ol os 落 
到 图 8.16(2) 的 阴影 线 区域 里 ， 则 KAM 环 面 不 存在 。 因 为 这 些 
区 域 的 宽度 正比 于 (sec)52， 并 且 当 9 增加 时 减 小 ， 这 表明 存在 
着 这 样 一 个 条 件 ， 它 要 求 < 必须 离 有 理 数 加 /4d 足够 远 。 对 于 很 小 
的 s。， 这 个 条 件 容 易 满 足 ， 但 当 *e 增加 时 ， 只 有 对 那些 最 难以 有 
理 数 近似 的 无 理 数 才 能 得 出 KAM 环 面 。 随 着 se 的 增 大 ， 扰 动 
< 万 ;, 将 破坏 所 有 的 环 面 ， 最 后 被 破坏 的 KAM 环 面 是 频率 比 为 
“最 坏 无 理 数 ”oo 一 (w 5 一 1)/2。 

令 式 〈8.7.25) 的 左边 等 于 1 ， 则 得 到 


、. ,0 z 
4(2eG A0)' 1 (8.7.28) 


这 便 是 上 面 提 到 的 充分 小 的 :必须 满足 的 条 件 。 并 且 当 固定 时 ， 
也 是 充分 小 非 线 性 性 条 件 。 联 合式 (8.7.18) 与 (8.7.28)， 可 
以 得 到 适度 非 线 性 性 条 件 


其 中 我 们 在 式 (38.7.18) 中 用 到 了 (7 半 ]0) 瓦 -40 这 个 和 条件。 
KAM 定理 的 一 般 证 明 需 要 选择 极 小 的 。 值 以 保 证 对 于 一 个 
给 定 的 共振 ， 扰 动 幅度 及 /in 足够 小 。 
综 上 所 述 ， 对 于 二 自由 度 的 保守 稳定 Hamilton 系统 ， 
KAM 定理 可 以 简单 地 表述 成 如 下 形式 。 
定理 ”如果 二 自由 度 的 保守 稳定 Hamilton 系统 的 频率 的 
Jacobi 矩阵 行列 式 不 为 零 ， 即 


0 1 O01 
jw, |67: 07 
一 天 0 (8.7.30) 
0./ ; DO， OO2 
Oi Qf; 
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那么 其 频率 比 wz/ol 是 充分 无 理性 ， 使 得 
WI 多 
oO S 


>Y(e)s ’, (YY (Ee—0)—0) (8.7.31) 


成 立 的 环 面 《 这 里 + 和 s 是 互 质 整数 ),， 在 ce 区 1 的 限制 下 ， 经 
扰动 及! 后 仍 是 稳定 的 。 


8.7.2 有 理 旋 转 数 和 Poincaré-Birkhoff 定理 


我 们 继续 考察 受 扰 扭 映射 。 已 经 看 到 ， 当 无 理 数 曲面 距 有 理 
数 a 二 7Y/s 足够 远 时 ，KAM 定理 告诉 我 们 曲面 将 保持 其 拓扑 结 
构 ， 只 契 由 未 受 扰 的 曲面 略 加 变形 。 但 是 ， 对 于 有 理 数 曲面 
2 一 *#/S 及 其 邻 域 ，KAM 定理 不 成 立 。. 下 面 讨 论 旋 转 数 < 一 oiyos 
为 有 理 数 的 情形 。 我 们 将 会 看 到 在 这 种 情况 下 ， 原 先 的 环 面 将 会 
分 解 为 越 来 越 小 的 环 面 ， 依 据 人 AM 定理 这 些 新 产生 的 环 面 中 有 
一 些 是 稳定 的 。 然 而 在 这 些 稳定 的 环 面 间 ， 运 动 是 混沌 的 。 

TI. Poincaré-Birkhoff 定理 

考虑 扭 有 了 喘 射 了 ， 对 于 频率 比 为 有 理 数 wx(.1o)=y/s， 半 径 为 
6 的 关上 的 每 一 点 ;将 是 7'， 的 一 个 固定 点 ， 即 周期 为 s 的 上 映射 
的 固定 点 。 这 是 因为 

rr( -人 ， (8.7.32) 
00 十 2TF 3 一 02ZTY 
如 果 Ho 受到 小 扰动 :五 ;,， 则 扭 映 射 成 为 受 扰 扭 映射 
fati—= .Jat ef (fs,0,) 
O11—=0n+270(],) + eg(],,0,) 

根据 Liouville 定理 ， 上 映射. 是 保 面 积 的 。 对 于 了 . 来 说， 其 固 
定点 有 什么 特点 ， 下 面 的 Poincaré-Birkhoff 定理 给 出 答案 。 

Poincaré-Birkhoff 定理 对 于 受 扰 扭 映射 了， 具有 8 的 
偶数 乘积 个 ， 即 2 Rs (8 一 1,2,…) 个 固定 点 。 

这 个 定理 很 容易 证 明 ， 下 面 我 们 用 图 对 证 明 做 一 个 概述 。 为 
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|= ri(") (8.7.33) 


LT EH 时 理 上 本 =- -PH .IPPC-  THr 


了 确定 起 见 ， 假 设 a( 有 站) 随 着 的 增加 而 增加 ( 硬 弹 趴 )， 

考虑 两 个 加 CC; 和 CC-， 处 在 它们 之 间 的 圆 是 C， 在 其 上 “= 
7/S， 而 在 圆 C; 上 >Y/s, 在 园 C- 上 <r/s。 因 此 六 映射 C， 
地 时 对 转 ，C- 顺 时 和 针 转 ， 而 C 则 不 动 。 


d 人 Vs ， 
C. Cc 4 2 


C- 
图 8.17 7 和 78 对 Ce 和 人 C- 的 作用 


在 受 扰 捏 映射 工 : 下 ， 如 有 果 。 足够 小 ， 则 这 种 扭 转 性 质 仍 将 
保持 。 因 此 ， 在 任何 一 条 从 0 开始 的 半径 上 必定 有 一 点 ， 它 的 角 
坐标 经 过 受 扰 扭 映射 荆 。 后 保持 不 变 ， 这 些 说 着 径 癌 被 映 射 的 点 
组 成 了 一 条 接近 C 的 曲线 下,。 


8,18 (92) 醋 沿 径 向 怠 射 的 点 R, 和 其 象 点 T?(R,) 湖 线 ，(5) 交 赫 出 现 的 
Ts 的 查 贺 和 双 曲 男 定 点 


曲线 下 . 以 及 其 象 点 组 成 的 曲线 了: (R,) 如 图 8,18 (2) 所 示 。 
考虑 到 映射 的 保 面 积 特性 ,这 两 条 曲线 包围 的 面积 必须 相等 ,而 这 
只 有 在 两 条 曲线 相交 偶数 次 时 才 可 能 。 这 偶数 个 交点 当 餐 代 s* 次 
后 仍 回 到 原先 的 位 置 ， 因 此 它们 是 映射 了 (RR,) 的 固定 点 。 所 
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以 ， 对 偶数 次 相交 ， 必 有 2 ks 个 这 样 的 点 ， 这 些 点 被 称 作 Poi- 
ncaré-Birkhoff 阁 定 点 。Poincaré-Birkhoff 定理 没有 对 整数 
的 值 作 说 明 ， 一 般 取 站 = 1 。 继 续 的 观察 可 以 看 到 共有 两 种 形式 
的 国定 点 ， 即 椭圆 点 和 双 曲 点 ， 它 们 交替 出 现 。 规 则 相 轨 迹 环绕 
椭圆 固定 点 ， 而 分 界线 则 联接 双 曲 点 。 对 于 小 扰动 ， 共 振 曲 线 上 
交替 出 现 的 椭圆 和 双 曲 奇异 点 是 系统 的 一 般 特性 。 这 表明 原先 的 
具有 有 理 频 率 的 环 面 在 扰动 下 并 没有 完全 破坏 ， 还 保留 了 偶数 个 
国定 点 。 

2. 椭圆 点 

通过 向 固定 在 椭圆 奇 点 的 坐标 系 的 变 换 ， 我 们 已 在 $8.5 中 
发 现 过 在 相 平 面 中 有 秩序 的 相继 更 小 的 规则 运动 区 域 。 实 际 上 ， 
关于 一 个 固定 点 邻 域 的 烽 圆 轨道 的 详细 研究 可 以 发 现 一 组 高 阶 共 
振 ， 或 固定 点 。 它 们 有 着 自己 的 运动 ， 这 些 运动 和 以 前 分 析 的 运 
动 完全 相似 ， 只 是 运动 发 生 在 更 细微 的 范围 内 。 如 果 从 可 积 系统 
到 受 扰 系 统 的 扰动 很 小 ， 则 大 部 分 空间 中 充满 和 可 积 曲 线 拓扑 相 
似 的 KAM 曲线 。 在 剩余 的 围 线 着 椭圆 固定 点 的 拓扑 形态 被 改变 
的 空间 区 域 ， 新 的 更 小 的 KAM 曲线 存在 ， 它 们 填充 了 更 大 部 分 
的 剩余 空间 。 但 是 ， 整 个 空间 是 否 充满 着 在 越 来 越 小 的 范围 内 越 
来 越 复杂 的 到 AM 曲线 ， 直 到 随 着 扰动 的 增加 而 破坏 整个 结构 使 
之 成 为 混沌 呢 ? 不 会 的 。 混 沌 区 域 一 般 在 分 界线 的 邻 域内 〈 双 曲 
奇 点 )， 并 且 这 些 混沌 区 域 随 着 扰动 幅度 的 增加 而 增 大 。 

综 上 所 述 ， 包 围 着 椭圆 固定 点 的 一 些 环 面 根据 KKAM 定理 是 
稳定 的 ， 而 为 一 些 依据 Poincaré-Birkhoff 定理 可 以 分 解 成 更 小 
的 环 面 。 这 一 方法 可 以 不 断 重复 。 也 就 是 说 ， 这 些 更 小 环 面 中 的 
一 些 环 面 根据 KAM 定理 也 是 稳定 的 ， 而 另 一 些 环 面 依 据 Poi- 
ncaré-Birkhoff 定理 分 解 成 更 为 小 的 环 面 。 如 此 不 断 重 复 ， 便 
出 现 了 图 8.19 给 出 的 自 相 似 结构 。 

3， 双 曲 点 . 

在 双 曲 奇 点 ， 四 条 曲线 相交 ， 即 两 条 进来 的 分 界 线 轨 迹 县! 
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图 8,19 ”具有 有 理 数 频 率 比 的 环 面 退化 为 越 来 越 小 的 环 面 。 新 产生 的 楷 加 
和 双 曲 固定 点 的 图 形状 现 出 自 相 似 性 
和 两 条 出 去 的 分 界线 轨迹 五 -。 五 ” 上 的 一 点 x 经 过 重复 的 变换 
1”x， 并 且 % 趋 于 无 穷 大 ， 将 使 x 被 映射 到 奇 点 。 而 当 x 在- 
上 时 ， 则 讶 变换 im7Z 7 "x 将 x 变换 到 奇 点 ,因为 分 界 绕 上 轨 迹 的 


周期 是 无 穷 大 ， 因 而 x 问 奇 异 点 的 运动 当 接 近 双 曲 点 时 十 分 慢 。 

在 接近 双 曲 点 的 邻 域 里 ， 轨 迹 锌 强迫 离开 双 曲 点 ， 这 和 统 稀 
圆 定点 的 稳定 转动 形成 鲜明 对 比 。 

现在 来 考虑 同 侧 的 联接 相 邻 的 双 曲 奇 点 的 分 界线 。 离 开 一 个 
双 曲 点 的 五” 曲线 与 到 达 为 一 个 双 曲 点 的 如 + 曲线 要 相交 ， 而 不 
象 一 维 振子 于 样 光 背 地 联接 。 这 个 交点 称 作 同 答 点 ， 因 为 它 联 接 
了 在 拓扑 上 是 同样 的 进入 和 离开 双 曲 点 的 轨迹 。 如 果 存 在 一 个 交 
点 ， 很 容易 证 明 还 有 无 穷 多 个 交点 ， 它 们 也 是 同和 宿 点 。 这 是 由 于 
映射 了 是 连续 的 ， 而 一 个 同 宿 点 不 是 固定 点 。 重 复生 用 六: 则 
可 以 产生 新 的 同和 窒 点 。 此 外 ，Z: 必须 应 用 无 穷 多 次 才能 小 着 了 * 
到 达 双 曲 国 定点 ， 因 此 在 相 邻 的 双 曲 点 之 间 ， 共 有 无 穷 多 个 同 宿 
所 。 

这 种 非常 复杂 的 运动 可 以 通过 图 8.20 看 得 更 清 楚 一 些 。 考 
虑 双 曲 点 和 它 的 了: 映射 。 丸 "和 匡 - 轨迹 在 同和 福 点 x 相 交 ， 经 
7 映射 为 新 的 交点 x， 然 后 又 映射 为 x”,…。 这 里 x 与 x 之 
” 闻 的 距离 要 小 于 x 与 x 的 距离 。 因 为 由 交点 包围 的 面积 (图 中 
阴影 部 分 ) 由 于 工 : 的 保 面 积 性 必须 是 等 面积 的 ， 所 以 如 -在 x” 
和 x 之 间 振 荡 的 幅度 要 大 于 在 x 和 x 间 振 荡 的 幅度 。 相 继 的 相 
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图 8.20 疝 得 点 在 形成 近 分 界线 温和 证 区 域 的 至 采 


交 越 来 越 接 近 ， 同 时 振 泸 越 来 越 大 。 轨 道 在 同 得点 的 相交 表明 在 
这 些 点 人 AM 环 面 不 存在 ， 由 于 相应 的 轨迹 在 这 里 改变 了 其 拓 扑 
结构 。 因 此 双 曲 点 邻 域 的 运动 是 混沌 的 。 但 对 于 很 小 的 扰动 来 
说 ， 所 有 这 些 极其 复 汪 的 性 态 只 出 现在 被 KAM 曲 线 包围 的 相 空 
上 回 区 域内 ， 就 象 图 8.20 所 示 的 那样 。 


8.7.3 非 线性 映射 的 整体 描述 


现在 我 们 来 描述 映射 的 完整 特性 ， 即 二 自由 度 看 台 非 线性 振 
子 的 截面 。 考 虑 一 适度 的 耦合 项 ， 以 便 使 那些 没有 耦合 时 的 了 为 
常数 的 曲面 在 出 现 耦 合 后 仍 保持 为 人 AM 曲面 。 具 体 地 说 ， 我 们 
取 在 截面 中 的 振子 是 弱 弹 禾 类 型， 即 doi/dJ1<0, 并 且 为 了 确 
定 起 见 , 令 广 =0 处 <=ooyeoo=1/r。 当 方向 外 增加 时 ，ow; 减 
小 ， 直 到 第 一 组 重要 的 共振 在 wj=oz/4 处 出 现 ， 在 截面 里 给 出 
一 个 四 个 岛 的 链 。 这 些 岛 轨 迹 的 计算 已 经 在 $8.5 中 给 出 过 。 根 
据 前 面 的 讨论 知道 ， 椭 加 和 双 曲 固定 点 交 错 环 绕 着 不 变 的 了 曲 
面 ， 这 也 是 我 们 从 $ 8.5 的 展开 中 得 到 的 结论 。 在 接近 双 曲 点 
处 、 同 宿 点 的 存在 牺 证 了 混沌 运 动 区 域 被 具有 较 大 和 较 小 J 的 
KAM 曲面 包围 。 继 续 增 大 1， 我 们 碰 到 另 一 组 重 要 的 共振 在 
wi 一 w2/5， 它 给 出 一 个 五 个 岛 的 链 。 随 着 的 继续 增 大 ， 出 现 
六 个 岛 的 链 ， 七 个 岛 的 链 等 等 。 必 须 记 住 在 每 两 组 主要 共振 之 
间 ， 在 所 有 有 理 数 处 ， 还 存在 着 无 穷 多 个 中 等 的 共振 。 但 是 正如 
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“在 $8.5 中 看 到 的 ， 这 些 共振 具有 很 快 减 小 的 振幅 。 例 如 在 “ = 


二 和 a 一 二 之 间 < 一 二 的 共振 ， 即 y 一 2，s 一 9。 由 起 《8.5.3D) 
有 


A/~ | (8.7.34) 
0: 万 ， | . 
| a 
这 里 已 ,,- 是 近似 共振 谐 波 的 Fourier 系数 ,在 §8.5 中 我 们 已 知 
H,,_ (max)~ f(T) (8.7.35) 


其 中 扩 : 是 普通 Bessel 滑 数 。 因 此 $s = 二 9 和 5s = 5 岛 振 动 的 振幅 
的 比 大 约 为 
— 1/ 2 
A ~[ 2 ~0.1 (8.7.36) 
因此 ， 当 主 共 振 适 度 时 ， 相 应 的 y 的 更 高 阶 谐 波 十 分 小 。 
根据 以 上 的 计 论 ， 我 们 可 以 画 出 映射 的 草图 (图 8.21)。 图 
中 实 线 代表 KAM 曲面 。 围 绕 着 椭 加 固定 点 的 实 线 可 以 用 § 8.5 
中 的 长 期 摄 动 理论 作 近 似 计算 。 对 于 接近 分 界线 的 轨迹 ， 不 存在 
不 变量 ， 因 此 轨迹 是 充满 整个 面积 的 。 这 样 的 轨迹 在 图 中 表示 为 
阴影 部 分 ， 它 包围 着 不 同 的 岛 链 ， 但 被 KAM 曲线 限制 在 的 
偏 移 内 。 在 4 = 二 1/4 和 & =1/5 岛 链 间 存 在 着 & =2/9 很 小 的 ,但 
却 可 以 看 见 的 岛 链 。 当 然 还 有 其 它 基本 的 分 数 岛 链 4 =r/s 没 在 
图 上 表 出 ， 原 因 是 或 者 幅度 太 小 在 图 示范 围 内 难以 分 状 ， 或 者 被 
能 和 人 图 中 阴影 区 域 而 给 出 完全 的 混沌 运动 。 
下 面 讨论 在 扩展 一 个 岛 链 中 的 单个 岛 时 会 出 现 的 情况 。 在 图 
8.21(2) 中 对 一 个 岛 链 中 的 单个 岛 进行 了 扩展 。 象 $ 8.5 中 那样， 
首先 变换 到 新 的 变 量 了 ,01， 引 进 新 的 作用 量 


1 A ,个 
n=37i fa 01 (8.7.37) 


相应 于 环绕 一 个 给 定 & 的 椭圆 奇 点 的 闭 曲 线 ， 这 将 把 此 岛 变换 到 
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(b) 


图 8.21 一 个 具有 相对 较 大 扰动 的 及 amilton 系统 的 规则 和 随机 轨迹 
(a) 近 主要 国定 点 。(5) 近 二 阶 加 定点 的 扩展 图 ( 归 贺 化 》 


一 个 单独 的 同心 贺 集 合 。 然 而 ， 围 绕 问 定点 的 局 部 变换 与 大 频 的 

共振 产生 了 二 阶 岛 链 ， 它 们 又 改变 了 这 些 新 的 圆 。 在 $8.5 中 我 

们 已 经 计算 过 这 些 二 阶 岛 。 定 性 地 说 ， 二 阶 岛 的 振 旺 与 其 旧 隔 之 
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比 相 对 一 阶 岛 链 来 说 十 分 小 。 这 里 我 们 选择 的 还 是 相对 大 的 扰动 
例子 。 对 于 十 分 小 的 一 阶 岛 链 来 说 ， 二 阶 岛 链 即 使 在 扩大 以 后 亦 
看 不 见 。 也 就 是 说 对 这 种 尺度 来 说 ， 岛 的 宽度 不 可 分 辨 ， 观 察 到 
的 是 相 邻 的 岛 共 振 的 整体 。 

我 们 可 以 通过 如 下 的 次 序 来 看 一 个 上 映射， 把 一 个 点 放 春 映射 
的 任何 地 方 ， 放 大 环绕 此 点 的 区 域 直 到 整个 结构 可 以 看 见 。 对 于 
足够 小 的 对 可 积 系 统 的 扰动 ， 此 点 在 开 AM 曲线 上 出 现 的 几率 很 
大 ， 尺 管 在 它 周围 将 存在 接近 岛 链 的 混沌 区 域 。 现 在 重复 上 述 步 
骤 ， 将 一 个 点 随机 地 放 在 扩展 后 的 上 映 象 截面 上 ， 然 后 重复 扩展 直 
到 下 一 阶 的 细节 在 其 邻 域 中 可 以 看 见 。 经 过 这 个 扩展 ， 呈 现 沦 
惩 的 空间 更 少 ， 而 此 点 在 一 条 不 变量 曲线 上 出 现 的 可 能 性 增 大 。 
重复 这 样 的 步骤 ， 混 汪 区 域 占 整 个 空间 的 部 分 将 指数 性 减 小 ， 并 
日 点 落 在 不 变量 曲线 上 的 几率 按 指数 规律 趋 于 1 。 但 是 ， 在 任何 
一 次 这 样 的 步骤 中 ,点 都 且 有 有 限 的 几率 落 在 泥 沌 区 域 ,一 旦 发 生 
这 种 情况 ， 我 们 就 有 可 能 扩展 混沌 区 域 直 到 它 充满 了 整个 可 观察 
的 区 域 ， 并 且 其 后 的 所 有 扩展 都 将 只 得 出 随机 轨迹 。 

综 上 所 述 ， 如 果 我 们 对 相 空 间 里 环 面 上 的 可 积 系 统 加 上 一 个 
不 可 积 的 扰动 时 ， 依 赖 于 不 同 的 初始 条 件 ，@,/ wi 的 值 不 同 ， 于 
是 可 能 出 现 规则 或 混沌 运动 的 结果 。 所 以 ， 任 意 小 的 初始 条 件 的 
变化 都 可 能 导致 完全 不 同 的 长 期 特性 。 


8.7.4 Arnold 扩散 


到 目前 为 止 ， 我 们 只 讨论 了 两 个 自由 度 系统 ， 对 它 来 说 二 维 
的 KAM 环 面 把 三 维 的 等 能 面 分 野 ， 把 其 划分 为 不 连通 的 区 域 。 
因此 ， 三 维 的 混沌 运动 被 KAM 环 面包 围 着 ， 不 会 扩散 到 环 面 外 
面 去 。KAM 环 面 对 不 稳定 的 混沌 轨道 的 包围 ， 对 不 稳 定 的 混沌 
运动 起 了 一 种 稳定 性 的 作用 。 混 沌 运动 在 相 空间 的 每 一 局 部 是 不 
稳定 的 ， 但 在 被 包围 在 KAM 环 面 内 这 一 意义 上 是 整体 稳定 的 。 

关于 二 自由 度 系统 的 KAM 理论 ， 可 以 容易 地 推广 到 三 自由 


IO 


图 8.22 二 自由 度 系统 稳定 的 AM 环 面 之 阿 被 分 隔 的 混入 轨道 。( 阴 影 部 
分 代表 混沌 轨道 ) 


度 以 及 三 个 以 上 自由 度 系 统 ， 只 是 在 后 一 种 情况 下 ，KAM 环 面 
不 再 约束 混沌 轨道 了 ， 而 出 现 了 Arnold 扩散 现象 。%* 自 由 度 系 
统 的 相 空 间 是 2 维 的 ， 等 能 面 是 2% 一 1 维 的 , 混沌 运动 占 声 
的 空间 也 是 2 一 1 维 的 ， 而 KAM 环 面 是 % 维 的 。% 维 由 环 面 
只 能 包围 %»+ 1 维 的 空间 。 所 以 KAM 环 面 能 约束 混沌 运动 的 条 
jr : 


让 


27 一 一 如 十 1 (8.7.38) 
即 n=2 (8.7.39) 
4% 之 3 时，KAM 环 面 不 再 能 限制 混沌 运动 的 扩 散 ， 这 种 扩散 
称 作 Arnold 扩散 。2% 维 相 空 间 中 共振 面 是 2% 一 1 维 的 ， 它 与 


8.23 Arnold 扩散 
三 个 自由 度 作用 空间 中 两 个 共振 面 的 相交 ， 使 得 沿 一 个 共振 面向 男 一 个 共振 
面 的 能 量 守 恒 运 动 成 为 可 能 
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等 能 面 的 交集 是 2 (2 一 1) 维 的 。 因 此 等 能 面 上 有 的 不 同 共 振 面 必 
然 互 相 相 交 ， 形 成 一 个 网 络 ， 称 为 Arnold 网 络 。 共 振 面 邻 域 的 
优 池 运动 就 沿 着 Arnold 网 络 扩散 到 几乎 整个 等 能 面 上 。 因 此， 
对 于 二 月 由 度 以 上 的 囊 amilton 系统 来 说 ， 对 受 扰 运动 存在 的 
下 AM 不 变量 环 面 并 不 能 保证 系统 运动 的 稳定 性 。 因 为 晓 晓 的 混 
六 轨道 并 没有 限制 在 无 限 接近 于 环 面 "' 5。 


8.7.5 数值 例子 


我 们 给 出 一 个 Hamilton 系统 数值 计算 的 例子 。 不 可 积 的 
HHénon - Heiles 系统 的 Hamilton 国 数 为 (19) 


天 = 万 .十 eH'=E (8.7.40) 

其 中 Hs,= (ptt pi)+ (gt+g2) (8.7.41) 
， 1 ， 

Hid1d2— 39? 《8.7 .42) 


这 里 为 了 方便 起 见 ， 质点 的 质量 已 归 一 化 ， 并 且 小 参数 。 由 能 量 
-的 选择 来 确定 ， 即 ~~ 正 。 对 于 不 同 的 能 量 ， 数 值 计 算 的 结果 
可 参看 Gustavson 1966 年 绘制 的 瑞 Enon--Heiles 系 统 的 Poi- 
Tcare 了 贞 象 图 (0。 

数值 计算 表明 对 于 能 量 足 够 小 ， 截 面 的 交点 对 于 除了 接近 共 
振 以 外 几乎 所 有 初始 条 件 都 是 封闭 曲线 。 例 如 ， 互 =1/24 和 
一 1/12， 不 变量 曲线 在 截面 各 处 都 存在 ， 运 动 几乎 完全 是 规则 . 
的 。 事 实 上 ， 除 了 这 些 不 变量 曲线 外 ， 非 常 薄 的 混沌 层 黎 密 地 分 
布 在 整个 截面 。 但 是 这 些 层 的 厚度 随 着 五 的 减 小 指数 性 地 减 小 ， 
因此 对 于 五 ==1/24 和 万 =1/12 这 样 很 小 的 EE 值 ， 这 些 混沌 层 只 
后 整个 截面 面积 的 很 小 一 部 分 ， 甚 至 看 不 出 来 。 对 于 比较 大 的 初 
始 能 量 五 =1/8， 则 是 规则 运动 和 混沌 运动 共存 ， 即 有 不 变 量 典 
线 ，、 又 有 明显 的 各 态 历 经 轨道 ， 浑 池 海中 漂 着 一 些 规 则 上 岛 。 当 
二 1/6 时 ， 大 多 数 不 变 量 曲 线 已 被 破坏 ， 运 动 几乎 全 是 随机 
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的 。 图 上 所 有 点 代表 了 系统 的 一 条 轨迹 与 截面 的 交点 ， 显 然 其 大 
部 分 是 混 沁 运动 ， 不 变量 曲线 仅 占 极 小 部 分 。 

由 此 例 可 以 看 到 ， 随 着 扰动 的 增加 ， 系 统 由 局 部 混沌 加 整体 
混沌 过 流 。 


38.8 历史 资料 


8.8.1 名 家 介绍 


V.I. Arnold (B.IH. ApHoNpx) (1937 一 ) 苏联 数学 力学 
冢 。 莫 斯 科大 学 教授 ， 苏 联 科 学 院 院 士 。 他 在 现代 微分 几何 ， 油 
分 方程 以 及 现代 力学 等 许多 方面 都 有 杰出 贡献 。 其 代表 作为 《党 
微分 方程 》(1974),，《 常 微分 方程 续 论 一 一 常 微分 方程 的 几 何方 
读 》(1978)、 以 及 《经 典 力学 的 数学 方法 3 ( 英 译 本 ，1978〉 等 
等 。 前 两 本 书 是 用 现代 大 范围 分 析 的 观点 阐述 常 微分 方程 林 本 问 
题 的 频 有 影 啊 的 著作 。 后 一 本 书 则 是 二 十 世纪 一 般 力学 的 经 典 之 
作 ， 被 党 为 经 典 力学 的 三 本 “圣经 ”之 一 。 

G.D. Birkhoff (1884 一 1944) 美国 数学 家 。1896 年 到 
1902 年 就 读 于 芝加哥 的 Lewis 学 院 ，1905 年 在 哈佛 大 学 获 文 学 
士 学 位 ，1907 年 在 芝加哥 大 学 获得 哲学 博士 学 位 ，1919 年 成 为 
哈佛 大 学 教授 。 他 是 当时 在 美国 和 全 世界 享有 盛誉 的 鞭 名 美国 数 
学 家 ，1925 年 当选 美国 数学 学 会 的 主席 。 他 对 数学 的 许多 方面 
部 有 杰出 贡献 。 代 表 作 为 《基础 几何 》(1940)，《 动 力 系统 》( 修 
订 版 ，1960)。 他 的 工作 收集 在 由 美国 数学 学 会 编 的 3 卷 本 的 

《(reorge David Birkhoff 数学 著作 集 》 (1950 )。 

AA， 玉 .Konmoropos (1903 一 ) 苏联 数学 家 。 上 毕业 并 上 音 
长 期 任教 于 莫斯科 大 学 ，1939 年 当选 苏联 笠 学 院 院 士 ， 是 《概率 
论 和 数理 统计 》 和 杂志 的 主编 。 社 会 主义 劳动 英雄 ，1941 年 获 国家 
奖金 ，1965 年 获 列宁 奖金 。 主 要 论著 有 《概率 论 的 基本 概念 ) 
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(1939)，《 困 数理 论 与 泛 函 分 析 基 础 y》(〈1972) 等 。 他 于 1954 年 
在 国际 数学 大 会 的 报告 4 动力 系统 和 经 典 力学 的 一 般 理 论 ? 一 文中 
首次 提出 后 来 被 称 之 为 “下 AM 定理 ”的 著名 定理 。 

了 . 玫 . Moser (1928 一 ) 美国 数学 力学 家 .- 1928 年 7 月 4 
日 生 于 德国 Snigsberg。 和 毕业 于 格 廷 根 大 学 。 久 在 纽约 大 学 、 
麻 省 理工 学 院 等 校 任 数学 教授 。 美 国 科学 院 院士 。 主 要 落 作 有 : 
‘天 体力 学 讲座 》( 与 C. 工 . Siegel 合 著 ) (1971)，4 动 力 系 统 的 
平稳 和 随机 运动 》(1973)〉 等 。 


8.8.2 关于 Hamilton 系统 的 混沌 


Hamilton 力学 的 混 访 研究 起 因 于 人 们 对 具有 慢 变 参数 的 振 
子 以 及 强 耦 合 振子 的 动力 学 特性 的 众人 研究 。 它 是 非 线 性 力学 迅 
速 发 展 并 在 科学 与 技术 各 领域 具有 大 重 应 用 的 新 领域 。 尤 其 对 天 
体力 学 、 统 计 力 学 等 具有 重大 影响 。 尽 管 其 基础 可 以 追 朔 到 上 世 
纪 Poincaré 等 人 试图 建立 的 行星 轨道 的 非 线性 摄 动 理论 ， 但 大 
量 的 数学 结果 却 者 是 本 世纪 60 年 代 以 后 取得 的 。 高 速 计算 机 的 
数值 模拟 推进 了 这 一 领域 的 研究 。 在 本意， 我 们 仅 就 Hamilton 
系统 的 混沌 理论 中 一 些 必 不 可 少 的 概念 ， 最 基本 的 一 些 研究 方法 
和 最 基础 的 理论 结果 进行 了 一 些 概 括 ， 作 为 进入 这 一 领域 的 入 门 
知识 。 本 副 把 注意 力 集 中 于 研究 相 空 间 中 规则 运动 与 随机 运动 共 
存 的 情况 。 我 们 知道 ， 随 着 扰动 强度 e 的 增 大 ， 玉 AM 环 面 会 逐 
小 地 了 破 缺 ， 使 得 混 症 轨道 扩散 到 越 来 越 大 的 相 衬 间 ， 这 种 从 局 部 
滋生 癌 整 体 混 沌 的 过 渡 具 有 很 多 判 据 。 此 外 ， 在 整体 混 症 区域， 
运动 的 研究 具有 本 质 的 区 别 ， 必 须 使 用 统计 学 的 研究 方法 等 等 。 
这 些 癌 题 都 是 革 amilton 系统 竟 沌 理论 的 重要 内 容 ， 而 我 们 限于 
骗 幅 均 未 提 及 。 有 并 赵 的 读者 可 参看 Lichtenberg 与 Lieberman 
合 著 的 《规则 与 随机 运动 ) 一 书 ， 这 是 该 方面 比较 完整 的 一 本 专 
著 。 本 章 未 涉及 的 一 些 其 它 的 研究 方法 如 : Lie 摄 动 方法 ; 超收 
你 摄 动 方法 非 正则 方法 ， 共 振 的 整体 排除 等 在 这 本 专著 中 都 有 
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习 题 


1。 游 虑 一 质量 为 及 的 质点 在 势能 
FF( 休 二 本 (8 二 Cr (A>0, o>0, + 0) 
中 的 运动 。 试 王 明 系 统 的 能 量 和 作用 恒 有 关系 
E=Eo+t+2Jv pp (CE = koa ) 
并 由 此 推 亲 运动 的 频率 独立 于 振幅 ， 为 
W = 2 Rk/ns 
此 外 ， 进 一 步 证 明 + 与 角 变 量 的 关系 为 
sh=E+t([CE?- Rha)'2sing 
2。 试 求 一 质量 为 1 的 质点 在 周期 性 势能 
VW) = AG, (OCPEaLA) 
= Ar, (QENA) 
六 (一 见 ) = 大 (0O) 
中 转动 时 的 作用 - 角 变 量 。 并 确定 运动 频率 与 能 量 E 的 关系 。 
3。 试 求 有 具有 Hamilton 图 数 


_F l 2 ,2 
H(lg, p) = + ni0) 
(9 p) 22 2 4 


的 线性 振子 在 扰动 
(434) eH=eg" 
(b) el =e(gqt+Qgp?)， 其 中 心 是 常数 
下 运动 的 一 阶 近 似 解 。 
4， 涛 虑 HHamilton 系统 
H(g, p,t) =H,(g, p) + eHi(g, p, 1) 
其 中 HH, 是 保守 的 Tamilton 函数 ，se1H; 是 依赖 于 时 间 的 扰动 。 假 设 系统 的 
未 受 扰 运 动 已 知 为 
9 = ff(Q, P,i-t), P=g(0, PP,t-—t,) 
其 中 (9, P) 代表 = 扣 时 的 状态 。 把 这 两 个 方程 看 作 是 依赖 于 时 间 的 正则 
变换 ， 证 明 在 《@, 忆 ) 表示 中 的 Hamilton 国 数 为 
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KX(O, P, £) EH,(f (oO, 大， 一 8)， gfO， 天， 了 -1,), fy 
并 利用 摄 动 法 解 系 统 在 〈C, P) 表示 中 的 方程 ， 由 此 证 明 在 〈9， 纪 起 示 中 
运动 的 近似 解 为 


Am 二 A a A 
g=/f(Q0, Po 了 一 如) + 这 2 je 


Gg A Be B64 
一 0 下 0 了 一 AD 六 
poélCo Po 1) te go BE Oo, 


其 中 


t 
AtQo, Ps, 1, to) -| HBH.(f (Qo0, Po, tt 一 各)》，&EGo Po, t’ — 1), 大 ya 


to 
并 且 gg(13) = Qo, p(to) = Po 。 
5. 试 证 月 ， 如 果 (68, 了》 满足 
9 =w(I) #0, 7 =eg(0), (0<el) 
其 中 g(8) 是 8 的 周期 是 27 的 周期 印 数 ， 则 
: HOPS/IOIPA 《0<t<e-3) 
这 里 是 常数 ， 并 且 


Rb 


MD) =7C0 + et[ g (0) a0 ] 


所 
并 利用 下 面 几 种 情况 加 以 直接 验证 


(a) WwW=const,, 2(0) =sinp。 

(b》wm=const。，E(0) 是 周期 溉 数 。 

(c) =Ig，Q 是 第 数 ，g(0) = cos0， 
限制 条 件 0 二 {<e"! 是 否 对 这 些 情 形 是 必须 的 ? 

6， 质量 为 M 的 质点 在 如 下 的 势能 场 中 运动 

V(g)= A(e ?°° ~ 26 °°) 

共 中 上 式 的 a 是 正 的 常数 。 如 果 4 很 慢 地 变 为 24， 证 明 运 动 的 初始 闫 率 
与 终了 频率 的 差 是 


1 /和 
全) -一 
ty 一 Or 二 Nl oo VA 一 分 
i— wy (各 (2 ~2) 
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L6- 


[7 了 7: 


[8 
[9 


C107 
C11) 
C12) 
[13) 
C14) 
C15) 


C163 


[TI7] 


[18) 
C19) 
C20) 
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名 词 索引 


A 
Appell 方程 193,563 
Appell-Jeraea 条 件 27 ,502 
Arnold 扩散 774 
Arnold 了 网 络 776 

B 
摆动 708 
磅 达 马 达 力 352 
保守 系统 256 
闭 形式 623 
边界 636 
边缘 算 子 633 
变换 的 积 434 
变换 群 | 434 
标准 ami'ton 国 数 743 
标准 映射 756 
Bo6ntneB-CTrexx0B 情形 281 
Boltzmann-Hamel 方程 162,561 
Bolitzmann 二 标记 人 号 36 
不 稳定 的 平衡 位 置 256 

C 
参数 方程 z 365 
参数 约束 304 
Cartan 形式 637 
场 方法 467 
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超 正 则 
次 共振 
从 投影 


打击 溃 量 

D’ Alenmbert-J.agrange 原理 
D“ Aiembert 原理 

单 面 约束 

单位 分 解 

等 时 变 分 

第 二 类 Christoffel 符号 
第 二 类 Lagrange 方程 
第 二 类 约束 

第 一 积分 

第 一 类 Christoffel 特写 
第 一 类 约束 

所 变换 

典型 淹没 

定常 约束 

定 问 流 形 
Io5poHpaBos 方程 
lonanques 形式 
动力 学 送 问 题 

动 势 

度量 张 量 

对 称 变 换 

对 偶 上 映射 

多 余 坐 标 


二 阶 [LezoB 形式 


3 na er er -1- i =- .0 


319 
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Fuler 动力 学 方程 
Eujler--Iagrange 体系 
Euler 情形 

Euler 算 子 


非 等 时 变 分 

韭 定 常 非 完整 几何 
非 定常 几何 
非 定 贡 约束 

非 完整 系统 

非 完整 约束 

非 线性 非 完整 约束 
非 朋 由 系统 

分 界线 
Frobenius 定理 


复合 Poisson 括号 


Galilei 群 
Gauss 原理 
共振 

1 opAuea-JarxrIrg 情形 
J opsqes 情形 
Grio!li 情形 
固定 点 

光 清 分 布 

光 请 流 形 
广义 标准 映射 
广义 Euler 算 子 
广义 惯性 力 
广义 加 速度 
一 184 一 


广 闵 Killing 方程 
广义 离心 力 

广义 力 

广义 Mac-Millan 方程 
广义 能 量 积 分 

广义 Nielsen 方程 
广义 Nielsen 算 子 
广义 Noether 定理 
广义 Poisson 条 件 
广义 JarmraTazE 方程 
广义 IIeEoB 痕 数 
广义 努 

广义 速度 

广义 Vo'terra 方程 
广义 Whittaker 方程 
广义 转动 惯性 力 

广义 准时 称 变换 
广义 坐标 

轨 线 


Xapnamos 方程 
XapyraMoBa 情形 
Hamilton 图 数 
Hamiltton-Jacobi 定理 
Hamilton- Jacobi 方法 
Hamilton 矢量 场 
Hamiiton 原理 
Hausdorff 空间 
恒 等 变 换 
Heénon-Heiles 系统 
Hertz-Hélder 原则 


dE on 和 四 0 


684 
290 
55 
150 
102 
175 
182 
501 
424 
100,155 
62 


248 
284 
240 
449 
446 
638 
68,653 
598 


Hess 情形 

Hlder 定义 

化 震 正 则 变换 

环 面 

混合 型 的 erop 方程 
混 泪 


Jacobi-Painlevé 积分 
Jacobi 形式 

北 . 

基本 2- 形 式 

基本 积分 曲线 

机 电 系 统 

积分 流 形 
积分 不 变量 

几何 约束 

加 速度 空间 虚 位 移 
加 速度 能 县 

接触 变换 

接触 系统 

接触 形式 
这 可 积 系 统 

浊 潜 不 变量 

很 入 

唐 入 子 流 形 

经 典 Lagrange 关系 
经 典 Nielsen 关系 
径 向 扭 映射 
Jourdain 原理 
拘束 

局 部 单 参数 群 
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局 部 Hamitton 矢量 场 639 
局 部 坐标 系 600 
绝对 导数 543 
绝对 积分 不 变量 510,640 
绝对 虚 速 度 574 
K 
KAM 定理 758 
KAM 环 面 774 
开 集 | 597 
可 积 系 统 751 
可 微 截 面 615 
可 微 链 632 
可 微 曲线 603 
可 给 映射 603 
Killing 方程 684 
控制 参数 304 
KoBazeBcKaA 情形 274 
Kowa!lewski 情形 283 
扩充 相 空间 702 
L 
Lasrange-Dirichlet 定理 256 
Lagrange 国 数 68 
Tagrange-Maxwell 方程 353 
Lagrange-Poincaré 人 恒等式 676 
Tagrange 情形 274 
Lagrange 尖 量 场 658 
Tagrarnge 原理 76 
拉 回 映射 621 
Legendre 变 杭 657 
Legendre 道 变换 665 
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离散 拓扑 
Tie 导数 
Tie 括号 
李 华 中 定理 
临界 点 
邻 域 


Liouville 定理 

Tiouville 积分 不 变量 
Tiouville 情形 

JIAHYHOB 意义 下 渐 近 稳定 的 
JIATyHoB 章 义 下 稳定 的 
JIyppe 耗 获 负数 


Mac-Millan 方程 

Maggi 型 方程 

mB Appell-deraes 定义 
m 阶 非 完 整 约束 

m 阶 淮 速 府 
Mangeron-Deleann 形式 
Mathieu 变换 

Maupertuis 形式 
Memepcxn 昔 方程 
母 图 数 


内 积 
内 在 随机 性 
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的 0 


150 


699 


内 在 退化 742 
能 量 积分 103 
逆 变 分 是 537 
着 变换 434 
逆 变 转换 系数 540 
Nielsen 方程 170 
Nielsen 算 子 56 
凝固 导数 334 
凝固 候 导 数 334 
扭 映射 753 
Noether 定理 483,645 
O 
偶然 退化 742 
Pp 
Pfaff 方程 组 627 
平凡 拓扑 597 
平衡 状态 流 形 268 
Poincaré 一 Birkhoff 定理 767 
Poincaré 一 Cartan 积分 不 变量 526 
Poincaré 定理 520 
Poincaré 其 672 
Poincaré 截面 706 
Poincare 一 Von Zeipel 方法 4< 
Poisson 定理 420 
Poisson 方程 272 
Poisson 括号 416 
Q 
恰当 链 642 


Er EE mp i rin pp ei. :pp pr | i 
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了 arrRTHE 方程 
HanxpIras 和 情形 
IleEos 方程 
deTaes 型 Pfaff 约束 系统 
掺 入 

由 和 信子 流 形 

强 于 数 
强 协 变 微分 
强 张 有 量 

切 从 

切 空间 

切 天 量 


Ricci 非 完 整 系数 
Riemann 短程 线 
Routh 方程 
Routh 困 数 


三 阶 ezos 形式 
Schouten 一 Vranceanu 方程 
摄 动 理论 

射流 形 

生成 水 数 

矢量 场 

事件 空间 

首次 积分 
受 扰 扭 贞 射 

受过 控制 
受 扰 运动 

双 面 约束 
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46 ， 


402 
401 


双 曲 点 

伺服 约束 
Stackel 定理 
CrernoB 情形 
Stokes 定理 
速度 空间 虚 位 移 
缩减 相 空间 
CycxroB 定义 


图 册 
推 前 映射 
梢 圆 点 
拓扑 空间 
拓扑 度 形 


Volterra 方程 
Boporseu 方程 
Vujanovic 交换 关系 


外 导数 

外 积 

完整 约束 

万 有 D’ Alembert 原理 
微分 访 形 

微分 同 胚 


微分 形式 
微分 约束 
未 扰 运 动 
whittaker 方程 
Whittaker 图 数 
无 限 小 正则 变换 
稳定 的 平衡 位 站 


纤维 

纤维 导数 
线性 非 完整 约束 
相对 积分 不 变量 
相对 拓扑 

协 变 分 量 

协 变 转换 系数 
举 结构 

广度 形 

虚 流 形 

蕊 位 移 
虚 位 移 原 理 
旋转 数 

循环 积分 
循环 坐标 


港 设 

延伸 张 量 
FpyTaE 图 数 
一 阶 非 完 整 约束 
余 分 布 

余 切 从 
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510,641 
598 
537 
540 
637 
6317 
573 

24 
53 
792 
393 
393 


612 
571 
374 

1I1 
628 
615 


余 切 空间 

约 化 系统 

约束 
约束 了 做 入 子 流 形 


张 量 从 
张 量 积 
正 交 变换 
正则 变换 
正则 变 景 
正则 点 

正则 方程 
正则 侯 和 人 
正则 从 入 子 流 形 
专门 坐标 系 
准 对 称 变 换 
维 加 速度 
准 速 度 

叭 坐标 
准 坐 标 下 的 amzaIra 方程 
主 共振 

主 频率 

主 振动 

转动 

目 然 投影 
日 由 度 
目 由 系统 

日 由 正则 变换 
作用 积分 
作用 一 刍 变 量 
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第 二 章 “分析 力学 的 变 分 原理 
2 . 1 微分 变 分 原理 
2.1.1 D Alembert-Lagrange 


原理 
2.1.2 Jourdain 原理 
2.1.3 Gauss 原理 
2.1.4 万 有 D Alembert 原理 
2.1.5 微分 变 分 原理 的 应 用 
2 . 2 完整 系统 在 广义 坐标 下 的 积分 变 分 原理 
2.2.1 Hamilton 原理 
2.2.2 Lagranege 原理 
2 . 3 完整 系统 ee 
2 5 3.s dd 整 系统 在 准 坐 标 下 的 Ha mi | t on 原理 
pe 整 系统 在 准 坐标 下 的 L a gr a n ge 原理 
2 . 4 Re 
2.4.1 变 分 5 qs 的 定义 
2 . 4 . 2 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 积分 变 分 原理 
2 . 4 . 3 非 完 整 系统 准 坐标 下 的 积分 变 分 原理 
2 . 5 一 类 新 型 积分 变 分 原理 
2.5.1 m 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 
2 . 5 . 2 二 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 及 其 极 值 特性 
2.5.3 新 型 积分 变 分 原理 的 应 用 
2 . 6 ”新 型 交换 关系 下 的 Ha mi |【 t on 原理 和 高 阶 非 完整 系统 
的 Ha mi | t on 原理 
2 .6 .1 完整 非 保守 系统 的 Ha mi | t on 原理 
2 .6 . 2 非 完 整 非 保守 系统 的 Ha mi | t on 原理 
2 . 6 . 3 高 阶 非 完整 系 统 的 Ha mi | t on 原理 
2 . 7 历史 资料 
2 .7 .1 名 家 介绍 
2 . 7 . 2 力学 的 变 分 原理 发 展 简 史 
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分 析 力 学 的 各 种 运动 微分 万 程 
3.1 Euler-Lagrange 体系 的 方程 
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3. 1.1 完整 系统 的 Lagr ange 方程 

3 . 1 . 2 非 完 整 系统 市 乘 子 的 Lagr an ge 万 程 
3 . 1 . 3 非 完整 系统 的 Mac- Mi Il Lan 方程 
3 .1.4 非 完整 系统 的 Volterra 万 程 

3 . 1.5 非 完 整 系统 的 Hann bir UVH 方程 
3.1.6 非 完 整 系统 的 goltzmann- Hame 

| 方程 
3.1.7 高 阶 非 完 整 系统 的 EulLer-Lagran 


g e 形式 的 方程 
3.2 Nielsen 体系 的 方程 


3.2.1 完整 系统 的 Ni el s en 方程 
3 . 2 . 2 非 完 整 系统 的 广 XNi el sen 方程 
3.2.3 高 阶 非 完整 系统 的 广 XNi el sen 方程 
3.2.4 Euler-Lagransge 体 系 的 方程 与 
Nielsen 体系 的 方程 的 等 价 性 
3.3 Appell 体系 的 方程 
3.3.1 Appel | 方程 
3.3.2 UehHhose 方程 
3 . 4 混合 型 方程 
3 .4.1 两 大 体系 方程 的 瘟 合 
3 . 4 . 2 ”一 类 新 的 兹 合 型 方程 
3 . 5 正则 方程 
3.5 .1 完整 系统 的 Ha mi lton 正 则 方程 
3 .5.2 非 完 整 系统 的 正则 方程 
3 . 6 ”历史 资料 
3.6.1 名 家 介绍 
3 . 6 . 2 ”天 于 分 析 力 学 的 运动 方程 
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第 四 章 “分析 力学 的 某 些 专门 问题 

4 . 1 运动 稳定 性 和 小 振动 理论 
4 .1.1 完整 系统 平衡 的 稳定 性 和 运动 稳定 性 
4 .1.2 完整 系统 的 小 振动 
4.1.3 非 完整 系统 平衡 状态 附近 的 小 振动 
内 
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4 . 2 刚体 定点 转动 问题 的 分 析 动 力学 
.2.1 Euler-Poiss on 方程 及 三 种 经 典 
可 积 情 形 
4.2.2 Xapnam™MosB 和 方程 及 其 降 阶 问题 
4.2.3 Euler-Poi ss on 方程 的 若干 特殊 
可 积 情 形 


2 . 4 ”市 有 非 完整 约 束 的 刚体 绕 固定 点 转动 问题 
4 . 3 人 


4.3.1 完整 系统 的 相对 运动 动力 学 
4.3.2 非 完整 系统 的 相对 运动 动力 学 
4 . 4 可 控 力 学 系统 的 分 析 动 力学 
4 . 4 . 1 市 参数 约束 系统 的 分 析 动 力学 
4 . 4 . 2 包 全 伺服 约束 系统 的 分 析 动 力学 
4.4.3 有 约束 受 迫 运动 控制 问题 的 分 析 动 力学 
4 . 5 打击 运 0 
4 .5 .1 给 定 打击 冲 量 的 情形 
4.5.2 瞬时 加 上 约束 的 情形 
4 . 6 变质 量 系统 的 分 析 动 力学 
4.6.1 变质 量力 学 系统 的 D Alembert- 上 


agranege 原理 


4.6.2 变质 量 系统 的 Ha mi | t on 原理 
4 . 6 .3 变质 量 系统 的 运动 微分 方程 
4 . 7 ”机电 系统 的 分 析 动 力学 
4 .7 .1 机 电 系 统 分 析 力 学 的 基本 概念 科 L a gr an 
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4.7.2 Lagrange- Max we | | 方程 的 应 


4 . 7 . 3 非 完整 动力 学 与 电机 的 一 般 理 论 
4 . 8 事件 空间 中 的 分 析 动 力学 
4.8.1 事件 空间 中 的 Ha mi | t on 原理 
4 . 8 . 2 事件 空间 中 完整 保守 系统 的 运动 方程 
4 . 8 . 3 事件 空间 中 非 完 整 系统 的 运动 方程 
4 . 9 分析 动力 学 逆 问 题 
.1 动力 学 逆 问 题 的 提 法 
2 ”运动 方程 的 建立 
. 3 ”运动 方程 的 修改 
. 4 ”运动 方程 的 封闭 
5 “， 非 完 整 系 统 动力 学 逆 问 题 
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. 1 名 家 介绍 
. 2 “关于 分 析 动 力学 的 专门 问题 
习题 
参考 文献 
分 析 力 学 方程 的 积分 方法 
5 . 1 动力 学 方程 的 降 阶 方法 
5.1.1 循环 积分 和 广义 能 量 积分 
5 .1.2 完整 系统 的 Ro ut h 方程 和 Whi ttak 


5 . 1 . 3 非 完 整 系统 方程 的 降 阶 方法 
5.2 Poi ss on 定理 及 其 应 用 
5.2.1 Poiss on 括号 及 其 性 质 
5 . 2 . 2 关于 第 一 积分 的 P 0i ss on 定理 
5 . 2 . 3 求 非 完 整 力 学 系统 第 一 积分 的 P oOi ss on 
5 .3 正则 变换 
5.3.1 正则 变换 及 其 群 性 
5 .3.2 有 母 函数 
5.3.3 Mat hi eu 变换 和 点 变换 
5 . 3 . 4 无限 小 正则 变换 
5.4 Hamilton-Jacobi 方法 
5 . 4 . 1 化 老 正 则 变换 
5.4.2 Hamilton-Jacobi 定理 
5.4.3 Liouville 和 St?ke| 情形 
5.4.4 Hamilton-Jacobi 方法 对 特殊 
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求解 吊 微 分 方程 的 场 方法 
整 系 统 的 场 方法 

非 完整 系统 的 场 方法 
er 定理 

变换 群 

作用 量 的 变 分 

作用 量 与 a gr a n g e 方程 的 关系 

对 称 变 换 ， 准 对 称 变 换 ， 广 义 准 对 称 变换 

Noet her 定理 及 其 逆 定 理 

力学 中 基本 守恒 定律 的 推导 

Noe t h er 定理 的 推广 形式 
积分 不 变 
Poincarae 一 阶 线性 相对 积分 不 变量 
高 阶 积分 不 变量 
正则 变换 与 积分 不 变量 
天 于 积分 不 变量 的 唯一 性 定理 
Poincare-cCart an 积分 不 变量 


疫 有 积分 不 变 量 的 动力 学 方程 
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. 名 家 介绍 
. 2 ”关于 分 析 力 学 万 程 的 积分 理论 
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的 张 量 方 法 

张 量 分 析 的 东 些 结论 

6 .1 .1 张 量 的 基本 概念 

6 . 1 . 2 张 量 的 性 质 

6 . 1 . 3 绝对 微分 

基本 动力 学 量 和 运动 学 量 的 张 量 表示 


6 . 2 . 1 速度 与 加 速度 

6 . 2 . 2 动能 和 加 速度 能 

定单 系统 的 运动 方程 

6.3.1 Schouten-Vranceanu 方 程 
6.3.2 Boltzmann- Ha me | 方程 
6.3.3 Appel | 方程 

非 定常 系统 的 运动 方程 

6.4.1 Lo6poHpaBoB 和 方程 

6.4.2 Lo6poHpasBoeB 方 程 与 分 析 力 学 中 其 


.4.3 Boltzmann- Ha me | 方程 
.4.4 应 用 
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6.5.1 名 家 介绍 
6 . 5 . 2 关于 分 析 力 学 的 张 量 方法 
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分 析 力 学 的 外 做 分 手 述 
7 . 1 可 微 流 形 
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做 分 形式 

做 分 形式 的 运算 
Frobenius 定理 
做 分 形 陈 的 积分 

on 力学 的 几何 摘 述 
平流 形 

积分 不 变量 

Poiss on 括号 
Noet her 定理 
正则 变换 

非 定 帅 力 学 

Ha mi | t on 原理 
Hamilton-Jacobi 方程 的 几何 
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g e 力学 的 几何 摘 述 
Legendre 变换 

非 定 党 力学 

Legendrae 逆 变换 
Hamilton 原 理 
系统 的 微分 几何 理论 
Lagransge 人 矢量 场 

广 XNoet her 定理 

Hami ton 原理 

高 阶 非 完整 力学 系统 的 微分 几何 结构 
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第 八 章 Ha mi | t on 系统 的 混沌 初步 
8 . 1 一 些 基本 概念 


8. 1 .1 相 宪 间 中 的 运动 
8. 1.2 扩充 相 空 间 
8 . 1.3 作用 积分 
8.1.4 截面 
8. 1.5 可 积 系 统 和 近 可 积 系统 
8 . 1.6 转动 和 摆动 
8 . 2 作用- 角 变 量 
8.2.1 作用 - 角 变 量 
8.2.2 作用 - 角 变 量 的 应 用 
8 . 3 经 典 摄 动 理论 
8.3.1 单 自 由 度 系统 
8 . 3 . 2 两 个 和 两 个 以 上 目 由 度 
8 . 3.3 对 时 间 的 明显 依赖 性 
8 . 4 ， 浸 曾 不 变量 
8.4.1 概述 
8 .4.2 浸 渐 不 变量 
8 .4 . 3 浸 曾 不 变量 的 构造 
8 . 5 长 期 摄 动 理论 
8.5 .1 共振 的 排除 
8 . 5 . 2 偶然 退化 和 内 在 退化 
8.5.3 高 阶 共 振 的 排除 
8.6 Hamilton 系统 和 正则 映射 
8.6 .1 可 积 系 统 
8 . 6 . 2 近 可 积 系统 
8.6.3 Hamilton 形式 和 映射 
8 . 7 ”正则 映射 的 一 般 特 性 
8 . 7 . 1 无 理 旋转 数 和 K A M 稳定 性 
8.7 .2 有理 旋转 数 和 P oi ncaré-Birkh 
of f 定理 
8 . 7 . 3 非 线 性 映射 的 整体 描述 
8.7.4 Arnold 扩散 
8.7.5 数值 例子 
8 . 8 历史 资料 
8.8.1 名 家 介绍 
8.8.2 关于 a mi | t o m 系 统 的 混沌 
习题 
参考 文献 


名 词 索 5| 


